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1.2 BIEU pO
Mot db thi thutmg duge bidu didn bing mét bidu dé nhy say:
Mbi dinh biffu dién thanh 1 difm va ma; canh biéu dién thanh 1 . i ;
doan néi 2 dinh tuong tng véi né. |
THIDU 1 Dudi day 14 bifu 46 cia vai dé thi
A
i A 2 . K K2 K3
Y i
D 4 3
G! E: G‘]
l 2 E A i > 5
5
: 1.3 BAC CUA MOT DINH
. il B Xét mit dinh v trong dé thi G. S8 canh t4i v, trong d6 mbi vong
7 8.9 tai v duge ké 1a 2 canh tdi v, goi 14 bic (degree) cia v va ky hidu
2] . A div).
Binh c6 béac 0 goi la dinh cb lap (isolated vertex).
Binh cd bic 1 goi la dinh treo {pendant vertex), canh tdi dinh
B0 thi ma moi dinh déu la dinh 6 ldp goi l1a dé thj réng
Gu Gy Gy g ‘null graphl.
THIDU® Ta ding ky hidu K, 48 chi ddn dd thj ddy did ¢6 n 1.3.1 DINH Ly
dinh. Biéu d4 = 5
GG cua K voi 1 sin < 5 nhusau - Vi moi dd thi G = (V, E), ta cé: Y divi= 21E|

va'V
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CHUNG MINH: Hién nhién vi mbi canh déu tdi 2 dinh . O
1.3.2 HE LUAN1

Téing 36 bic cila ede dinh bc 16 trong 1 db thi la 1 s8 chén.

CHUNG MINH: Coi db thi G = (V, E). Goi V,, vt V, ldn luot 1a

tip hop cic dinh bic 1& va tip hap ede dinh
béc chdn cia G. Ta et :

2 1E| = Ed{w= Zd!vh zd{ﬂ

Ma hifn nhién ) d(v) 1a s6 chén, do do

lllq"ll'-

de ciing 14 s& chiin. O

wavy

1.3.3 HE LUAN 2
Moi db thi déu cé mot s chdn cde dinh bac 16,

CHUNG MINM: Hifn nhitn. O
1.3.4 HE LUAN 3

Pé thi K, et %m’u - 1) egnh.

EHFHEHMH:M{Iidinh cia K, déucd biclan- 1.0

THiDY % Mot 46 thi G = (V, E) c6 24 canh va méi dinh
cua G déu cd bic la 4. Tim 56 dinh G,

Tach: 224=4.I1VI = IVI=12. 0O

THI DU 4 Xét tam gide ¢ 3 dinh la A, B, C duge ghi
nhian lan lugt 1a 0, 1, 2. Chia ABC thanh
nhiéu tam gidc nhé va ghi nhan cho ede dinh
mdi theo didu kifn sau : Cde dinh mdi nAm
trén canh AB duge ghi nhiin 0 hoéic 1, ede
dinh mdi nAm trén canh BC duge ghi nhan 1
hode 2, ciac dinh méi nAm trén canh CA duge

ghi nhian 2 hodc 0, cbn cac dinh mdi n
hént.mﬂ.gtmgiﬁ:ﬁﬂﬂghinhﬁn la O

ho#ic 2 tiy ¥. Ching minh ring thn tai it
nhét 1 tam gidc nhd ma 3 dinh cia né b
nhin la 0, 1 va 2.

Pé giai bai todn nay, ta ldp mbhlnhdﬁ‘ﬂli
sau : Chon trong mbi tam gidc nho l‘dlém
lam dinh. vé thém 1 dinh & bén ngoal tam
giﬁcﬂﬂﬂ.ﬂﬂnhﬁéddqcnﬁwiuhnuhingl
mﬂhniuﬂtﬂmgiﬁtnhﬁtmnﬂ:ﬂﬂgcﬁﬂﬂnh
chung 14 0 va 1, D& thiy ring :
. Dinh & ngoai tam gidc ABC cé bac lé vl
cic dinh trén canh AB duge ghi nhan
thay ddi gitta 0 va 1 mdt sb le ldn.

. Tam gific nhé c6 3 dinh ghi nhin khac
nhau thi dinh tuong tng co bac 1.

« Tam gidc nhoé c¢6 3 dinh ghi nhén khong
d6i mot khac nhau thi dinh tuong Ung cb
béc 0 hay bic 2.

Vi 55 dinh béc 1é cia 45 thi la 8 u:hﬁn. nén
phdi tén tai 1 tam gidc nhé cé 3 dinh ghi
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nhén khae nhau, O

4] b}
div,) = Em.h = Elﬂh

I..' mmu LI EﬁT =1 k=l

Cho d5 thi G e6 n dinh 1A v, vj..v, Ma trén lien két cuUNG MiNit: Hién nhign. O
(adjocency matrix) cia G, vii thi Wr cic dinh la v, vy, ...v, I
ma tran vudng n = n

[my] 1.5 DUONG VA CHU TRINH i M
; > ¢ dé thi G. Mét dubmg (path) P trong b
trong dd,mu=aﬁmnhnﬁ“|diuhv,vmdinhv, (1<i,j<n) Chio 2% /554 fhn _E" v, (1<isk)lacdc canh doi
Luu § rhing vong duge tink 14 2 canh dinh Vo, ¥js s Py 880 36 (61, Viaalh

THIDU & D6 thi sau:

B

mit khéc nhau
&y - Pk

Ta kv hiéu ;: P

hay P = Vg¥i..Vi
= S5 k (14 86 canh tao thanh P) goi la chiéu dai cia dugng P.
Ky higu : P = k -
C E Ta néi dudng P néi 2 dinh v, vA vy, cde dinh v, (0 < i s k) va cac
' cic canh e (1 <1 s k) goila nlim trén dutmg P.
a5k Mit dinh xem la mét duiing ¢t chidu dai bang 0.
Mat chu trinh (cyele/ctreuit] trong G la mit dubmg trong G cd

__-I"i- B C D E

) dang ¢ = Vg¥;...¥iaVo vai lie) 2 1.
3 Tl b, Ta khong cén chid § dén dinh nao la dinh bat ddu (va m':ug_: la
B I o S S, e dinh k&t thac) cia chu trinh, néi cdch khie, cac d'l.l;;nn:
8 ST ST SR S I VoV 1. Vi ¥i¥ier e Vi 1Vo Yl ¥iVia Vi VoV Vi duge ddng nhit vin
nhau 14 mit.
i el Eor Mét duimg (hay chu trinh) goi la don gian (simple) néu né khong
3 ; LIS R0 - di qua dinh nao qua mot lan

1.4.1 DINH LY ‘
1.6 SU LIEN THONG

Mot db thi goi la lién théng iconnected) néu moi cip dinh cua
né déu duge néi vdi nhau bdi mt duting.
Xét mdt db thi G = (V, E). Trén tap hop V, ta dinh nghin he

?ﬂ'ﬂg cde phdn b trén hang thode cot) thu | cia ma triin
lién két bdng bic cda dinh v, nghia la : -

11
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thite ~ nhu sau :
W, w eV, v-w ¢ cd 1 duing trong G néi v va w

Dé thdy riing ~ la 1 hé thie tuong duong trén V va hé thic -
phén cit V thanh cdc ldp tuong duong, Mai ldp tuong duong nay
tuong dng vdi 1 db thi con lién théng cia G goi la 1 thanh phén
lién théng (connected component) etia G. Hai thanh phin lién

théng khéc nhau cia G thi each biét, nghia la ching khing cé
dinh chung.

Hién nhién G lién théng < G c6 ding 1 thanh phin.

Chimg minh két qué sau :

Mot don dé thi G c6 n dinh va k thanh phan
thi c6 t5i da I %mw k)n — k + 1) canh.

THI DU &:

Goim vt ¢ ( 1 <i < k) ldn luot la s8 dinh va
s0 canh clia thanh phdn thi i cia G. Ta 6

k k
Zul=n=‘.-2[ni-ﬂ=n-k
=]l b= ]
k

= Z{ni -1Fs (n-k?
=]

k
::-Zn:" S (n-ki*+2n-k
=1

Vi G la don d6 thi nén gida 2 dinh, 6 nhidu
nhét 1 canh ndi ching, do dé néu goi ¢ la 56
canh cia G thi :

L7 SU DANG HINH

Hai 46 thi G = (V, E) va G' = (V, E) goi la dang
(isomorphic) v&i nhau néu cb 1 phép tuong dng 1-1 (song danh)
gilla hai tip hop V. V' va cb 1 phép tuong dng 1-1 gida hai tap
hop E, E' sao cho néu canh e = vw ¢ E tuong (mg vdi canh
e = vw.eE thi cip dinh v, w &€ V cing 1a tuong ing cua cap
dinh v, w' e V.,
Hién nhién néu 2 dé thi ding hinh v&i nhau thi ching phai ¢6 :

- Cung s8 dinh.

- Cong s6 dinh béic k, vk nguyén = 0.

— Cing sd canh.

- Cing s6 thanh phin.
Néu hai d6 thi o6 ma trin lién két (theo 1 thi tyf dinh nao dd)
bAng nhau thi ching ding hinh véi nhau.

™I DY 7 Csc cap db thi sau diing hinh véi nhau :
al
, A 1
. . 2 2 3
E
O 3

L3
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Tim don dé thi ma moi dinh cda nd déu cd bdc 3 va cb :

a) 4 dinh c) 6 dinh
b) 5 dinh d) 8 dinh,

Tim s6 dinh ctia dé thi G bi&t rng G c6 -

a) 12 canh vd moi dinh déu cé bdc 2.
b) 15 canh . 3 dinh bdc 4 va cdc dinh con lai bic 3.
c} 6 canh véd moi dinh déu c6 béc bing nhau.

Mat dd thi co 19 canh va mdi dinh déu cé bac = 3. Pé thi
nay cd tdi da la bao nhiéu dinh ?

Biét ring moi dinh cta mét dd thi G déu co béc bling sd 1é
p. Chiing minh rdng s8 canh cia G la mét bi 6 cia p.

Cod thé cd 1 nhém 9 ngudi trong dé méi ngudri déu chi quen |

bift diing 5 ngudi khdc trong nhém hay khang ?

Coi don dd thi G = [V, E) vai :
V= 12..n [nz2)

vi E = Iﬁ l1si,jsn, i#j.i+jchin]
Chirng minh ring G khong lién théng. Xic dinh s6 thanh
phin cda G.
Coi ddn dé thi G = [V, E) vé&i V = |2, 3....41]
vit E = 1{:]' P2 =41 0#j ivajkhéng nguyén 14
cung nhau).
(i c6 may thanh phin ?

(Instant Insanity Puzzle)

Co 4 khai lap phudng. mdi mat cia cic khdi nay duge 16
bdng mél trong 4 mitu :dd (R), xanh (B), vang (Y). trdng (W)

—————

Khdi 3 Khoi 4

Tim céch x&p 4 khéi nay thanh mdt hinh hp, khdi nay
“Am trén khoi kia sao cho trén mdi mat xung quanh cia
hinh héop déu xudt hién di 4 mau. Hién nhién, tuy theo
cich 16 mau 4 khdi lap phuong ma bai todn o thé khing
¢ 1 gidi hodc ciing c6 thé cé nhiéu 15i giai.

Khbi 2

10
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B Mot chu trinh trong G la mit dutmg trong G co da
YoVi--.Yi-1'Yo-
Mot d6 thi c6 hudng G goi 14 lién théng manh (strongly
connected) néu véi moi cdp dinh phin biét v, w lubn lubn
ton tai 1 dutrng nd1 v vai w.
Pé thi o6 hufng G goi 1a lidn thing néu db thj v huding
tuemg ing cua nd la lién thong.

: e Mot db thi cd hudng G goi la day di néu dd thi vo hudng
tuong Ong cia nd la day du.
D
et ma trgn litn két 1a 3 Eﬁ_J TAP : . -
Trir bai tdp 16, dd thi néi dén trong tdt cd cde bai tdp con
A B .C D E_ lai déu la vé hudng.
3 e 1. Va 1 don dd thi co 4 dinh vdi béc cic dinh 14 3, 2. 2, 1.
LR Rl ol R R
g lig iy wigg . g e Ve 1 don dé thi mé moi dinh ctia n6 déu co béc la k (1 s k < 5).
= N R 3. Cé bao nhiéu dé thi cing nhén V = (1, 2....n] la @p hgp
o [P T S e TR J 0 dinh va thda didu kién :
i : II.huﬂll:m : ”_“' a co nhidu nhil 2 canh song song gitla
&
Téng s cdc phdn tif trén hang (edt) thi i cla ma trin lién b] ;ﬁﬁnfatﬁd:;;lg Ya to e B # ng song g
két cia dd thj c6 hudng G bing bic ngoai (trong) cia dinh ” L W N o LT
v;, nghia la : ¢) c6 nhidu nhdt 1 vong tai mdi dinh v khdng c6 canh
0 a song song.
o (¥1) = ;m'* Ve SV hzmn d) Ta don d thi va 14p hgp canh  [ij | 16 jsn, i+ 18l
- w |
CHUNG MINH: Hién nhién, O 4, Va don dé thi 6 6 dinh , trong do 6 :
Mot dubing trong 1 dé thi ¢6 huéng G 1& mdt day hiu han a) 3 dinh bdc 3 va 3 dinh béc 1.
cac dinh YoV¥i...Vy 880 cho 'I"'.-_.T'h"'l |4 ede mnh i Ill-l:lt khae h} hﬁ.ﬂ cacdinh la 1, 2,3, 3,4.5.
nhau cua G. c)] bdccdc dinh |& 2. 2. 4. 4. 4, 4,

17
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b

D C 8 7 6 5 1.8.1 BINHLY

—F
Xét canh c6 hudng e =vw. Dinh v go

dinh ddu (initial vertex) va dinh w la d
cudi (terminal vertex) cia e, ta néi canh e td
ngodi (incident out) dinh v va tdi trong
(incident in) dinh w.

34 canh tdi ngoai dinh v goi l& béc ngodi
(out-degree) cia v, ky hidu d.(v); s0 canh td
trong dinh v goi la béc trong (in-degree) cua
v, k¥ hiéu d,,(v).

Trong mdt di thi co hudng G, téng cdc bdc trong va tong

P69 thi nhu d& dinh nghia & trén goi la d6 thi vé hudng cgnh cia G.

ede bde ngoai cta cdc dinh thi bdng nhau va cing bdng s6

(undirected graph). Néu biy git, mdi canh & ¢ E duge cho tuong CcHUNG MinNt: Hién nhién vi mbi eanh déu tdi trong 1 dinh

Ung vdi 1 cp that tf (v, wicia 2dinh v, w ¢ Vthi tandie la 1
B

canh c¢6 hudng tir v dén w, ky hi¢u e = vw , va dd thj nhin duge
goi la mit db thj b hudng (directed graph),
Bifu d6 cha 46 thi c6 hudng cing gidng nhy bifu 46 cia db thi

s
vi hiudng, trong dé trén doan bidu dién canh cd hufing vw , ta vé

thém 1 mii tén theo chidu tir v dén w.

THI DU & Sau diy la biéu 40 cha vai 46 thi ¢d hudng:

2
A 1
THI DU 8
| 3 ]
O
C D &

va tdi ngoai 1 dinh. O

Maét dé thi e6 hudng goi 14 cin bing
(balanced) néu moi dinh cia né déu b béc

trong va bic ngoai bing nhau.

Ma tran lién két cia mt db thi cé hudng G
vii thit tu dinh & v, vg..vq la ma trgn
vuing n = n

TlTl-.j.l

trong dé m, = s0 canh c6 dinh dau la v, va
dinh cubi la v, (1 £1,)Sn)

Bo thi :

15
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Gidi bang phudng phap thi sai 14 khong kha thi vi co 14l ca
3« 24" = 41472 trimg hop phéi kiém tra. Tuy nhién, ta co thi
tim ra mai lifi gidi trong mot thii gian ngan béing céch sau :
Xét 1 léfi giai bat ki, Chéng han : (Hinh a)

Léri gidi nay tuong dng vdi 2 dd thi.d4d thi thit nhat H bifu
di&n m6i quan hé vé mau d mat trude va mit sau cia |t
gidi : dé thi co 4 dinh la 4 mau, néu khéi lap phudng i co

" mau ciia mat trfic va mal sau la x va y thi ¢6 canh nhan i

ndi x vdi y.

Tudng ty, dd thi thi hai K bi#u dién mdi quan hé vé mau d
mal trdai v mal phdi cha loi gial :

Hai dé thi nay thoa 3 tinh chat sau .

(i} Mai dinh déu co bac la 2.

(iij Co6 4 canh mang nhan idn fuot 16 1.2, 3, 4
(iii} Hai dé thj khéng co canh chung.

Mat khac néu goi G 1a'do thi hifu difn moi quan hé vé
mau cla ca 4 khai lap phudng.

9\ 3 44
Y )

i

i ®
N

3
thi H va K la céc db thj con cia G.
Vay tdng quat, dé tim ldi gidi, trudc hét 1a v? dﬁnlhi G. Mbi
cap do thi con H, K cia G thoa 3 tinh chét (i)-{iii) péu trén
tudng g vai 1 Lo gial.
Hav tim tat cé cac 1o gidi khdc cua bii todn cu thé trén.

13. ¥ét mdt don dd thi G = (V. E}. Bu fr:n:rmplem-:m!! cia G la
don db thi G = l"'-".ﬁ} dinh nghia bai:

——

ve wWeE ¥, YW E E o vw £ b

a)l V& dd thi ba G cua do thi sau :

21
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y) f
b) Chitng minh rAng 2 don d6 thi ding hinh véi nhau néu . E
vis chi néu b clda ching ddng hinh véi nhau. 3 3 3
¢) Hai dd thj sau diy cd ddng hinh vdi nhau khing ?
D 7
l A B
A
2 3
4 5
C
6

14. Cac cap dd thi sau ¢6 dédng hinh vdi nhau khong ?
Giai thich

24
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: —F a)
e Vi=l..k-1 vwx e E 0 1 B -8 t8 B BN B9
gt — i [ 1 .
= XViaeE = v, x € E (2) 2l 1 1 1
(1) va (2) cho v_,,:: e E i | 1 ) ' : e, )
Véy tén tai dumg P' & dang (iii). il | 1
Nhu thé&, bdt ddu bling mdt dubmg gbm 5 |1 1 | :
dinh, ta c6 thf md ring din thanh m i 1 1
duting mdi chida nhiéu dinh hon duiing ci 7 ] 1 1
viin chi di qua mdi dinh khéng qua 1 lin, 8 L 1 L
thé cudi cung ta sé& cd duirng Hamilton. O 9 L 1 ] i
= BAI TAP b)
i 4 $°T
1. Xem hinh v& sau tuong by hinh vé cia bai todn 7 cdu t I il L 1
Kénigsburg : 2 11 ] '
3 1 Tlaires By,
4 |1 1 1 | 1 1
o 1 1
3’ B B
7 | Figntcl e 15 <yl

c)
‘A 2B G D U T

Qﬂ@ A b2 e

B |1 1 i

C 1 1 |

D i 2 1
a) Vé do thi G tudng (ng. E |1 2 |
b) G cd chu trinh Euler hodic duiing Euler khing ::' Tai sao? F 1 : | 1

G L l 3

& Tim chu trinh Euler hodic duting Euler [nfu cd) cia dé thj
vi¥i ma trdn lién kél sau .

48 492
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eiia gidi thujt ludn luén thye hién d
thiy do tinh chét lién théng cia G né
6 thye hién duge.

Xét bude 3. Gid sd ¥y = vy..uu'..vy, va khing
thé md réng vy & ddu v, cing nhu vy, nghia 14
khong ¢ canh nio ndi v, hodic vy vdi 1 dinh
d ngoai y. Hon nila gid si cling khong cd
canh nao ndi v, véi ve. Dat Iyl =k

Néu véi moi uw trén y, khéng c6 déng thii
trong G 2 canh wv,u’ vi uvy thi phai cé :
div;) +divglsk-1<n

n
Vo Iy vi divy)+divg) 2 :_! +

a= uy trong ¥ = v;...uu....vy v01 tinh ¢
la ton tai cdc canh trong G

b= vyu, ¢ = uv;, thém cdc canh b, ¢ vio
vil loai bo canh a khéi y.

4. Néu moi dinh cia G déu nim trong y
difmg.

5. Néu khong, thue hign thd tuc sau dé bié
d8i v thanh 1 duéng don gidn: tim 1 canl
vw trong G sao cho v € y vA w € v. Loa
bé 1 canh t#i v trong y va thém canh vw
vao v. Tro vé bude 2.

So do khét cia gidi thuit nay 14 : =n O

g =]

(BEGIN,
23.6 BINH LY (Konig)
(D) Y-—any vertex Moi dé thi co huing ddy dd déu cé duong Hamilton.
| Extendy (@) | CHUNG MINH: Xét 48 thi ¢6 hudng G = (V, E)
end y @

Gai P = vivev (k 2 0)-1a mjt dubmg don
gian trong G

Néu moi dinh cia G déu thuje P thi P chinh
la 1 dubng Hamilton, néu cé 1 dinh x khong
thugc P thi phai tén tai 1 dubng P thuje 1
trong 3 dang sau :

| Make ya simple cycle 3)

All 'ﬂ:n&:ﬁ iny ? No_I" Make ya simple path

Yes

"M P =L
(i) F = v vViXV¥ig-Yi
(lii) P = v
Thue vay, néu trong G khoéng oo duiing nao

Nhin xét ring vy luén luén la 1 dwmg dom ct dang (1) hofic (1) thi ta €0 :

giin hodic chu trinh don gian d moi bude cla
giai thudt
Ta chi ciin ching minh & bude 3 vi bude &

b —»
e xv, ¢ Evidodé v\x € E 11

46 47
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Viay G khéng c6 chu trinh Hamilton.
Luu ¥ ring dé thi nay c6 dudng Hamilton

DEGJFBACHK. O
233 DINH LY 2]
Moi di thi ddy did déu e6 chu trinh Hamilton.
CHUNG MINH: Hién nhién. O kd
B!mﬂngmahmﬁtdﬁth;hhﬁngcﬁchumnhﬂml 6 7
ta c6 thé ding k&t qud sau : / \
8 10

Dé thi nay c6 4 thinh phin. Viy G khing cé
chu trinh Hamilton. [

Pinh 1§ duéi day cho ta 1 didu kién di dé dé
thi c6 chu trinh Hamilton.

2.3.5 DINH LY (Dirac)
Coi dé thi G lién thong va co n dinh (n 2 3). Néu moi dinh

ctla G ddu c6 bdc > 321 thi G e6 chu trinh Hamilton.

234 BINHLY
Cho 1 dé thi G. Gid s cd k dinh cida G sao cho néu xda
dinh nay cing vdi cde canh lién két véi ching khéi G ¢

dd thi nhdin duge cd hon k thanh phén. Thi G khing o
chu trink Hamilton.

CHUNG MINH: Nhin xét rhng trong 1 chu trinh, néu hay di |
dinh cing vdi cac canh tdi ching thi chu t
& bj cAt thanh nhi#u nhdt 14 k thanh phin.

THI DUJ 5 Xét do thj G sau : CHUNG MINH: Xét giai thudt xdy dung 1 duiing don gidn y

trong G sau ;

1. Chon 1 dinh v, trong G dat vio y.

2. Lap lai thi tuc sau cho dén khi khéng thé
thém dinh ndo véo y duge nita: Tim 1 dinh
w & y sao cho ¢6 1 eanh trong G ndi w vdi
1 dinh dau cua y, thém canh nay va dinh
W YAOD ¥

3. Thuc hién tho tye sau dé bign dbi y thanh
1 chu trinh don gian:
Néu o6 canh ndi 2 dinh dfu cda y thi thém
canh nay vho y, néu khéng, tim 1 canh

Néu hiy di 3 dinh 3, 4, 9 ciing vdi cdc cal
tdi ching thi ta con lai dd thi sau

45
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chita 2 canh té4i dinh 0 tao véi nhau géc 45°. O

THI DU 4 Chilng minh ring d6 thi G sau diy khéng
chu trinh Hamilton.

B C
F H
J K

Gia st G 06 1 chu trinh Hamilton 1& (y).
Vi dlA) = diG) = 2 nén (y) phdi chiia céc ea
AB. AC. GE va GI.

Aét dinh [. Do tinh chit dbéi xing cia hi
vé, cb thé gia st IK & (y). Ding qui tic

x6a bt canh 1J | ta cbn lai dé thi -

A
B C
D
E
F H
G
1
] K

E!*Inh.]hﬂ:.rgi#trﬁmﬂnhh#c‘a.vay JF va
JK & {y)

Xéa ti€p duge canh KH. Ngodi ra ciing xoa
duge canh FE (do qui thc 3).

Pé thi biy git trd thanh

A

A C
D
E

. H
!

3 K

Dé thiy rling phii c6 FB, HE,HC e (y)

Ta nhén duge 1 chu trinh con thye sy trong
(y) : vh l¥.
43
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nita, do dé cé thé x6a moi canh con lai téi x.
THI DU % Tim chu trinh Hamilton cia do thi sau :

4 3 2
5 ]
6 7 B
Xét dinh 0. Ta c¢6 thé chon 2 canh t&i dinh
nay la :

a) 01 v& 05: Xoa cic canh tdi 0 khac (theo
qui tic 4) ta chn lai db thj :

4 3 2
= . i -
5“]
{
& . |
b 7 8

Cédc dinh 2, 3, 4 cbn lai bie 2. Viy phai
liy cdc canh 32 23 34, 45 nhung nhu viy
tao ra chu trinh con thue su : vo Iy,

WWW.VIETMATHS.COM

b) 01 va 02: Xéa cdc canh tdi 0 khic (th

qui tic 4) va xoa canh 12 (theo qui téc
ta con lai db thij :
4 3 .-

6 1 B

Céc dinh 3. 4, 5, 6, 7, 8 con lai bjc 2 ta
nhin duge chu trinh Hamilton: 0 234566

7810.

4 3 2

3 l
0

1

A0 AT

4 1 5

¢) Lap luin tuong tu, cdc trong hop chon
01 vk 03. 01 vh 04 déu khong duge.

Tém lai moi chu trinh Hamilton cis G déu phai

411
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THI DU #: Xét do thi G sau day :

D4 thi nay cf 2 dinh béc 1é la ¢ va e, cd
dinh con lai déu 6 béc chiin, viy o d

Euler.

V@ thém canh tudng tuong ndi ¢ vdi e, ta
duige db thi G

Ta tim duoe 1 chu trinh Euler che G’ la
gdcedfehabeaebgihg.

Hiy canh tudng tugng ce khbi chu trinh nay
ta nhin duge 1 dubng Euler cia G:
edfchabeaebgthgde. O

2.24 PINHLY EULER 3

Cho dd thi c6 hudng G lign théng va cb hom 1 dinh. Thi G
cd chu trinh Euler néu va chi néu G edn bdng.

CHUNG MINH: Tuong ty trudmg hop v hudng. O
225 BINHLY EULER 4
Cho do thy oo huing G hén thing viv oo hon 1 dinh. Thi G cb
dutmg Euler néu va chi nifu trong G e 2 dinh a, b thaa .
d.in)=d, (a) +1
di.tb) =d. (b)+]
38

va moi dinh con lai déu cin bang.
Hon nita duéng Euler phai bt ddu & a va két thae & b.
cHUNG MINH: Xem nhu bai tip va danh cho djc gia. O

g3 CHU TRINH HAMILTON
23.1 DINH NGHIA

Xét mot db thi lign théng G ¢6 hon 1 dinh.

Mot chu trinh Hamilton cia G la 1 chu trinh di qua tit cd
ede dinh cia G, mbi dinh ding 1 lan.

Mot dubmg Hamilton cia G & mét dubmg di qua tit ca céc
dinh cia G, mbi dinh ding 1 lan.

Néi céich khée, chu trinh (dubmg) Hamilton la 1 chu trinh
(duimg) don gidn di qua tat ed cdc dinh cia do thj,

Hién nhién néu G c6 chu trinh Hamilton thi G cing ¢o
dutmg Hamilton : ta chi cn hdy di 1 canh trong chu trinh
Hamilton thi s& nhin duge 1 dutmg Hamilton. Tuy uhluién
lvu ¥ ring diéu dao lai khong ding : c6 nhing dd thi cb
duérng Hamilton nhung khoéng c6 - chu trinh Hamilton.

Diga vao nhin xét la mbi dinh trong chu trinh Hamilton
déu lien k&t vl ding 2 canh trong chu trinh nay, ta suy ra
cde qui tic sau :

232 QUITAC TIM CHU TRINH HAMILTON

1. Néu tdn tai 1 dinh cia G c6 béc = 1 thi G khing cb
chu trinh Hamilton.

9 Néu dinh x 6 béc 1a 2 thi ci 2 canh téi x déu phai
thuée chu trinh Hamilton.

3 Chu trinh Hamilton khéng chim bit ki chu trinh con
thue su nao.

4. Trong gué trinh xdy dung chu trinh Hamilton, sau

khi dii ldy 2 canh tdi 1 dinh x dit vao chu !.rllnh
Hamilton réi thi khéng thé liy thém canh nao té X

39
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-~ Xét hang 4 , myy # 0, chon dinh ké tép | ot

: 3vacodugcduwtmg 23 124 3. ';-' u 1 2 3 4 8 68

'IIF 7} I 2 3 4 5 3 - v

= A e W B e

B O o Ee R R e R E e

= T R S U -
-

! 1~ — Xét hiing 5, mgg # 0, chon dinh ké tiép la
5 6 2 vi oo duge dubng 231243652,
Ma trén d8i thinh ma trin khong: gidi
- Xét hing 3, myg # 0 , chon dinh k& tidp la thudt két thic va ta c6 chu trinh Euler
Gvacodugcduwbmg 23124 36. | 2312436852.0

2.2.3 DINH LY EULER 2
rAA Cho 1 44 thi vé hugng G lidn thing va cd hon 1 dinh. Thi
AT . 8 G c6 dutmg Euler néu va chi néu G ¢6 diing 2 dinh bde lé.

A a3 ' CHUNG MINH:

| (=) Gid st G c6 dubng Euler ndi dinh a vdi dinh b. Lap

luin giéng phin chimg minh trong dinh ly Euler 1 v&i

nhiin xét thém riing riéng 2 dinh a va b, 6 ldn djng

tif roi khdi a (di 48n b) nhidu hon s6 ldn ddng to di

' dén a (rii khoi b) la 1. Viy céc dinh a va b cé bic lé,

4 - | con moi dinh khéic déu cé biic chiin.

(e=) Gid st G o6 ding 2 dinh béc 1& |4 a va b. Thém vao G
mjt canh tuing twmg ndi a véi b, ta nhin duge db thi
mdi G' mh moi dinh cia G’ déu o6 biie chiin. Viy G o 1
chu trinh Euler P'. Loai bé canh tuimg tugng ab ra khar
P, ta nhin duoe P la 1 dutmg Euler trong G. D

o A & W b e

- Xét hang 6, mg; = 0, chon dinh ké tiép la
Svicodugcdubmg 23 124 36 5,

a7
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a-'r.'
| 2.3 45 ! 1 23 4 56
1| I LT 3
2 111 2 1 1
3|1 1 | 3 l |
4 } .l 4 14
21 1 5 ] |
-'3]_ 1 .1 61 R R
4 4 * .
5 6 5 6

- Xét hang 1, moi phiin tif trén hang nay
déu la 0 : khéng thé di tiép duge nia. Xét
dinh ké tiép trong chu trinh vita tao la
dinh 2. Trén hang 2, c¢6 phin td my = 0.
Viy ta md rjng chu trinh (breakout) ti
dinh 2.

Vietlaichutrinh: 2 3 1 2
bé thi vt ma trin vin nhy ci.

- xﬂl hﬂﬂg 2, My @ 0, ‘fﬂ]" Eh;l'n dinh
tidp 1a 3 vA b duge dutmg 1 2 3. DO thj va
ma triin trd thanh

AT 2 Wl _ Xét hang 2, my, # 0, chon dinh k# tidp la
; I g dvaichdugedutbng 23 1 2 4.
31 1 l | |
4 1 1 i
5 | l N ]
6 | ] : ] T % 4 5.6
; 2’ 1
" 2 1
~ Xét himng 3, my;, = 0, chon dinh ké tiép la 3 | |
1 vir ed dugre dudmg 1 2 3 1. D6 thi va m 4 1
trin trd thanh 5 | |
6L 1 |
ik i
5 6
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CHUNG MINH:

(=) Gid s G cb chu trinh Euler. Xét dinh x.
Tuimg tuong 1 dong tr khdéi hanh tir x, di trén cic canh the
chu trinh Euler va dimg lui tai x sau khi da hoan t4t chu trin}
Euler nay. Ro rang s6 lin ding tif nay réi khéi x cing bing &
lin démg tif di dén x. Do dé dix) chiin.

(=) Gia sif moi dinh cia G déu cb bic chiin. Xét gial thusgt
dung 1 chu trinh trong G nhuy sau :

Bat diu tir 1 dinh a, di theo céc canh 1 cich ngau nhid
nhung khong duge lap lai canh nao di di qua cho dén
khong thé di tifp duge, phii dilmg & 1 dinh b. Lic nay mg
canh t4i b déu da di qua, nfu a = b thi dé thiy rling 6 lan d
dén b nhidu hon s 18n rin khai b 1A 1 : v 1§ vi d(b) chin. Vi
phii e6 b = a. Néi cich khéc khi khéng thé di tiép duoc |
déng ti di tao nén 1 chu trinh. Néu c6 1 dinh ¢ trong chi
trinh nay la dinh dau cua 1 canh chua di qua thi ta s& mi
ring (breakout) chu trinh nay thinh 1 chu trinh lén ha
béing cdch khdi hanh lai tir ¢, di theo chu trinh cil cho dé&
khi hoan tdt noé & ¢, rdi tiép tuc di theo canh téi ¢ chua ¢
qua néi & trén cho dén khi khéng thé di tiép duoe nifa,
sé tao duge 1 chu trinh mdi chifa chu trinh cii. Cd tiép tul
thi tue nay : thanh lip chu trinh, mé réng né...cho dé
khi duge mdt chu trinh ma khing thé mé réng duge nita
didu nay xdy ra khi moi dinh trong chu trinh hién c6 ¢ 3
khéng con canh tdi nao chua di qua.

Ta chi con phdi ching minh riing lic d6, chu trinh hién ¢
chinh la 1 chu trinh Euler cua G, nghia la mgi canh coa €

déu thude chu trinh nay. Thue viy, coi canh e = xy. Vi §
lién théng nén cd 1 duimg ndi dinh a véi dinh x: aaa;,...
Canh aa; phii thudc chu trinh, vi khing con canh tdi a nd
chua di qua. Suy ra dinh a; phai thuic chu trinh. Lai 1§
ludin tuomg ty, canh T:.TEI; phai thude chu trinh, suy ra a

thude chu trinh,.. cubi cing ta phii of dinh x thuje
trinh va do d6 canh e ciing thudc chu trinh. O

Bay gio ding ma trin lién két, ta 52 xem giai thuit néu
trén duoge dp dung dé tim chu trinh Euler eda 1 do thi nhu
thé nao trong thi du sau diiy:

THI DU 1: Xét db thi G vdi ma trin lién k&t (cdc vi trd
trong la s6 0)

A s W b =
| —

Trudc hét nhin xét riing téng cdc phian t
trén mdi hang cia ma trin lién két déu la sb
chiin (nghia |4 moi dinh clia G déu cb bic
chiin), viy G ¢6 chu trinh Euler.

- Xét hang 1 (chon dinh 1), phin t & cjt 2
khdc 0 vy ta chon dinh k& tiép la 2 va cd
duge dubng 12.

Giam 1 & phin w0 my; (hang 1 et 2) va

my; (x6a canh 12 vita di qua). Do thi va
ma trin trd thanh



2.1

30

WWW.VIETMATHS.COM

=2

¥ CAC BAI TOAN VE CHU TRINH

EULER VA BAI TOAN 7 CAU d KONIGSBURG

(J thanh phé Ksnigsburg (Lithuania) ¢ 7 ciy cfiu bic ngang
sing Pregel nhu hinh vé sau .

RIS

Ngutni ta dat cdu do:

Tim cdch di qua 6t cd 7 cdy cdu nay, mdi cdi dung I ldn
quay vé diém xudt phdt.

Nam 1736, Leonhard Euler (1707-1783) da ching minh khé
thé ed 1 dubmg di nhu thé bing lip luin sau :

Biéu dién 4 mién dat A, B, C, D bing 4 diém trong mit phi
mbi cdu ndi 2 mién duge bidu didn bing | doan nbi 2 diém
Ung, ta sé cd do thi

2.2

C
Bay gid, mit dubng di qua 7 cdy ciu, mbi cdi ding 1 lan rii quay
vé diém xudt phdt s& cb s lin di dén A bAng sd lin roi khoi A,
nghia li phdi sit dung dén 1 sd chéin cdy clu ndi vdi A. Vi 86 cilu
néi véi A la 5 (1é) nén khong thé co dutmg di nao théa diéu kign
cua bai todn .
Y tudng trén cia Euler di khai sinh nganh Todn hoc quan
trong of nhiéu dp dung la Ly thuyét DG thi.
Dui diiy ta sé tOng quat héa bai todn trén.

CHU TRINH EULER

2.2.1 DINH NGHIA
Xét 1 db thj lién thong G.
Mét chu trinh Euler cia G la 1 chu trinh di qua tit ci cic
canh cua G.
Mt dubng Euler eda G la 1 duting cé dinh bt dau khie
dinh két thae va di qua tit cd cdc canh cua G.

222 DINHLY EULER 1

Cho I dd thi veTiwdng G lién thing va co hon | dinh. Thi
G o chu trinh Ewler néfu va chi néu moi dinh cua (7 déu
co bde chdn.

41
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16.
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29 39
38 H)
30
37 i3
31
36 34
32 35

Céc cap dd thi c6 hudng dudi day o6 dang hinh vdi nhau
khéng ? Giai thich.
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9 10

19.  Tim cac eap dé thi ddng hinh véi nhau trong céc db thi sau:

a)
Y 18 14
A 17 15

16 22 2]

&
-
o0
-
o
=

Bud
a8

26

Far)

28

)

L} | 32

35
30 37

\a ok 30T N 18
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i)
Al pllet D% B Og B - ,
A |2 ] 1 A B C D E F & H I
B |1 . 1A g 1 1
C 1 1 2 1
D l ] 1 B :
E |1 | 1 1 C 1 1
o 1 -
l 1 |
G 1 1 1 )
H | 1 e E 1 1 |
F l 1
G (" A
3. Tim chu tinh Euler hodc dudng Euler (néu cd) cia do . '
co hudng vdi ma trdn lién kal sau ; H , ]
; 1 =
a) J _1 1 £
i R - Wl S TS e 4. Pé thi sau diy o6 bao nhiédu chu trinh Euler 7
0 |1 | A
1 H 1 '
!
2 1 i |
3 1 1 ]
4 | ]
5 | | |
fi 1 | B
e [f [ ] j J. 06 thi duieag (line graph) LIG) eda 1 A6 thi G b do thi eo

tip hop dinh la 13p hgp cic canh eda G v €0 canh noy 2
dinh e,, ¢, trong L{G) néu va chi néu 2 canh oy va e, IUong

!|'|'|]_| ||:“||:|_:ll, |.'.| i |:.|||:_' |I'I:| i l“l]h HI]HH L3,

al Vi LIGY cda dd dhi G san
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. : Bty 8.y
san cho vdi moi w e E. tén tai duy nhal 1 chi sd
(mod r) dé : W = Bl e Bt
: D& thay riing néu chudi De Bruijn Wbntaithir=a™
Ding ké! qud cia phdn b) dé suy ra réng véi moi o, n
' ludn lubn 16n tai chudi De Bruijn.
r L =
b) Viét ma trdn lién két cia LIG) vdi dé thj G sauw : 8. a) Tim mdt dé thj €6 chu trinh Hamilton nhung khong cd
A H C chu trinh Euler.
- bl Tim 1 d4 thi c6 chu trinh Euler nhung khéng c6 chu
trinh Hamillon.
Q. Tim mét chu trinh Hamilton cia db thi sau :
a)
- - | I 2 3 R 5
F E D
6. Ching minh rling néu G c6 chu trinh Euler thi L(G) cing e
chu trinh Euler.

Tim 1 phin thi du chiing 16 diédu dédo lai khong ding.

7. Bt = [0.1,2...0-1)

< L

= wet | lwl =n=1]

E = lwe? |l Iwl =nj

(V 1a tdp hgp 181 ca cac chudi chidu dai n - 1 trén v, va B
ld 1dp hop tdt ed cdc chubi chidu dai n trén 7)

Goi Gz = (V, E] la dd thi cd hudng, trong dé canh bb....
co dinh ddu la bbb, , va dinh két thic 1a b, . .h3
{I.J‘-,. I-".'"""lh'-ll & .'.I'

H] 1||I"'EI [;_'_IJ i UI.'I B {-;jl'_.l P {;_. 2.
b) Chitng minh rang G, ,, ¢6 chu trinh Euler.

c) Mot chudi De Bruijn 1a 1 chudi (tudn hoan) trén
ad
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goi la mit nimg (forest),

Mbi dinh x clia cdy T la gc mot ciy con cia T gém x
cde dinh sau eia né. Nhu viy, néu hiy gde khoi cay T,
sé duge mit rimg.

By git ta xét mit civtudo T. -

B léch tim (eccentricily) cia dinh x, k¥ hiéu la E(x),
khodng cach 1dn nhit tir x d8n mdt dinh bfit k¥ cia T:

E(x) = max 5(x,y)
yeT

Binh c6 d9 léch tim nhé nhdt trong T duge goi la
(center) cua T, df léch tdm cia tim duge goi 1A bdn
(radius) cia T.

Nhin xét ring néu ta chon tim lam gbc thi ciy o gic
(tng s@ cb chiéu cao nhé nhit (bAng bdn kinh cla cay)

Mt cay tu do ¢d nhidu nhdt 2 tdm.

CHUNG MINH: Trudc hét ta chimg minh ring néu a, b la
tim cua T thi ching duge ndi vdi nhau
mit canh. Thue viy, chen a lam gie. Gid
&a,b) > 1 thi ¢é mdt d .h v dimg trude b va
dimg sau a. Véi moi x trong cly,

H |

o« Néu x ditng sau hay trimg vdi u thi

By, x) = 8la, x) — dla, u) < Ela)

« Néu x khong ding sau va khéng tring vdi

u thi

&lu, x) = &b, x) = 8b, u) < E(b)

Suy ra  Elu) < E(a) = E(b) : vb Iy
B&rgiﬂnéumh.clhﬁtimdﬁimétkhﬂn
nhau eda ciy thi :

éla, b) = 8(b,c) = &e,a)l =1
Diéu nay dua d&n city cb chu trinh abea. Vo Iy
Véy, ciy cf nhiéu nhdt 2 tim. O

i.1.4 CAY m-PHAN
4.1.4.1 DINH NGHIA

Cho mdt ciy cb gic T.

Né&u si con t6i da clia mot dinh trong T la m va 6 it nhit
mdt dinh ¢6 ding m con thi T goi la mdt cay m~phén
(m-ary tree).

Néu moi dinh trong ctia T déu ¢6 ding m con thi T goi la
mit cAy m-phéin ddy dd (complete m-ary tree).

Bl
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4.1.2 DINH LY (Dalsy Chain Theorem)

Gid st T la mdt dd thi cé n dinh, thi 6 mpnh dé sau

tuong duong :

tii) T la mot cdy.

(it} T khdng cd chu trinh va cd n - I cgnh.

(iti) T lign thong va néu hdy bdt ky mot canh ndo cia
ciing ldm mdt tinh lién théng.

fiv) Gida 2 dinh bat ky cda T, ludn ludn tén tai
dutmg duy nhdt néi ching.

(v) T khéng cd chu trinh, va néu thém mdt canh mdi n
2 dinh bdt ky cda T thi s& tao ra mét chu trinh.

(vi) T lidn thdng va cd n-1 canh,
CHUNG MINH:
(i) = (ii): dodinhly 4.1.1.2

(ii) = (iii: Md&i thanh phidn li*~ théng cla T déu
cdy vi T khéng ¢é chu trinh. Tron, mbi cdy nay, s8
+ 1 bling 88 dinh. Ma theo gid thi€t trong T c6 88 canh +

= 80 dinh, vy T chi ¢4 théf c6 mdt thanh phdn, nghla la
lidn théng.

Bay gi¥ hiy di mdt canh cla T, ta nhdn duge mbt db thj
¢6 n dinh vi n - 2 cpnh, hon nida T cing khéng o6
trinh. N&u T lién théng thi T' A mét cly: vo 1.

(iil) = (iv): Goix, yla2dinhbAt ki cla T. VI T
théng nén tn tai mit dubmg ndi ching. Gid s 6 2
khidc nhau cing néi x véi v, thi khi dé, nfu ta hiy di
canh nAm trén dubmg thd nhit nhung khéng nhm

dutrng thif hai thi s& khéng lam mft tinh chét lién thd
cia dd thj : méu thuln vai gid thiét.

(iv) = (v} Néu T c6 mft chu trinh, goi v, w lh 2 i

phin bi¢t cla chu trinh nay, ré riing, ta cd 2 dutmg

nhau nbi v vh w trén chu trinh nhy: vé 1y, vy T khéng
chu trinh.

E:ﬁy[i{!.thlmﬁinTn!nhmﬂnﬂdinh:?didinhy.Thliu
giinhiﬁt.nﬁmbtduﬁnuumuT{khﬁnunhﬂlqnh mdi)
n&i x v8i y. Rd ring dubng nhy thém canh mdi 5@ tgo
thanh mit chu trinh.
(v) = (vik: Xét 2 dinh bt k¥ x, y cia T. Thém vao T
c;nhmﬂinﬁi:vdirthluuudwcmﬁtchutﬂnh.Hﬁj
mnhmﬂinirkhﬁiuhumnh.udwtmﬁtdﬂnitmlT
nﬁ'i:?ﬂij,\flyTllinth&u[‘HtthlugiithiEt.Tkhﬁni
tdﬁhuuinhninTliﬂyﬂﬁndiﬂL\fﬂTndn—lqnh.
(vi) = (ik Gida st T c6 chu trinh. Hﬂymn:ln‘h
chu trinh nay khéng lam mdt tinh lién . Néu
;r:nt:iﬂnﬁwnvlnnhncﬁnhu trinh thi ta lai hdy mt
qnhum:uhutﬂr&lmdi,tﬂthiﬂhuﬂnkhiunlﬂnm
d4 thj lién théng va khéng et chu trinh. D8 thj nay la
m@tﬂ;c&ndlnhnhtm[ﬁqnh:n—l:vﬁlt

Viy T khéng cé chu trinh, nghia 12 T la mét city. O

41.3TAM VA BAN KiNH CUA CAY
4.1.3.1 BINH NGHIA

dén v.
Mﬂ:lﬂnnhl'tullm&tdjnhhl'tkjrmﬂjmiliﬁhﬂu
cao (height) cua cdy.

Néu xy liqnhn:ﬁthhngpl:lich:fpurmﬂuﬁly.y
la con fehild) eda x. Hai dinh cing cha goi la anh em

‘siblings) cia nhau. N&u cé mit dubng (cd hudng) di u:: v
dén w thi v goi la dinh trudc (ancesfor) cua w, w gol lix

dinh sau idescendant) cua v.

Nhimg dinh khing cé con goi la I4 (leaves), nhung dinh
khéng la |4 duge goi la dinh trong (internal vertices),

Mat tip hop gdm nhifu ciy déi mdt khing co dinh chung
79
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M CAY

4.1 KHAO SAT TONG QUAT

4.1.1 PINH NGHIA VA CAC TINH CHAT CcO BAN
4.1.1.1 BINH NGHIA

Céy (tree) con goi la cdy wsf do (free tree) 14 mot dé thj li
théng khoéng cd chu trinh.

4.1.1.2 BINH LY
Cho T la mdét edy, thi gita hai dinh bdt ky cia T lutn lud
thn tai mét va chi mét duimg trong T néi chiing.

CHUNG MINH: Goi x, ¥ 1a 2 dinh trong cfiy T. Vi T li
thding nén c6 it nhit mét dutmg trong T
x va y. (ia suf of 2 dudng khdc nhau cling n
Xvay:

Py = apay..a,; Pas=bgb..b,
trongdéag=bhy=xvia,=h, =y

G_r;ri__i & chi 86 nhd nhdt sao ¢
a;a., = hqh:-l

Goi j la chi s6 nhé nhit > i sao choet k >
dé by, = a,

76

4.1.1.3 BINH LY

Dé théy i, j, k ton tai va aa,.,..aby ..b la
chu trinh trong T : vo ly. O

Chiéu dai cla duimg (duy nhét) ndi 2 dinh x,
y trong T goi la khodng cich (distance) gilla
2 dinh x, y va duge ky hiéu la 8(x, y).

Cay cd gbc (rooted tree) la 1 cAy ob hudng
trén dé did chon mot dinh la gde (root) v
ciic canh duge dinh huéng sac cho vdi moi
dinh, ludén ludn cé 1 duing e6 huémg tir gbe di
dén dinh dé.

Hién nhién, goe cha cdy la duy nhat.

Do dinh ly 4.1.1.1, ta thiy ngay moi ciiy tu
do déu c6 thé chon bit ki mit dinh cla né
lam gbc dé trd thanh 1 cdy cb goc.

Vé&i cay ty do T sau, chon dinh a lam géc
thanh céy o6 goc T,

Néu ciay co n dinh thi cé n - 1 canh.

CHUNG MINH: Ta cd thé gia su la edy ed gie. Moi dinh khic

ghc déu et bic trong biing 1, con ghc cf béc
trong bAng 0. Ma ta c6 tit cA n - 1 dinh
khic gbc, vdy co n— 1 canh. O

17
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b) Chitng minh ring (2d, + 2d, - dyds)V = 4d;

Suy ra bat ddng thdc (d, - 2)(d; - 2) < 4
¢) Tim 8t cé cdc chp (dy, da) co thé c6 va vé céc dd thi

Platon tugng Ung.
B&l ddng thic EV cé cdn ding trong truting hgp 48 thj G
khéng lién thong khong ?

10. cChing minh riing :
a) K,phing = ns4.

b) Ky phiing & m<2haynsa2

11. D4 thj tam phan ddy di (complete tripartite graph) K., .,
md! d:lnddth.l:dm+n+rd!nhdﬂ:rcphln cdt thianh
tdp hop cdch bigt V, gdm m dinh, V: gdm n dinh va Vv,
r dinh. Ngoai ra c6 canh ndi 2 dinh néu va chi néu 2

nay khdng cling trong mét V, (1 i < 3),

'.-] va K‘MF KI.H"

b) Tim s& canh va dai cia Kaor

¢) V@i gid trj ndo clam, n, r thi K,, ., phing ?

12. Ky hidu L(G) 1a 48 thi duting cia G.
8) Ching minh rdng L(K;) va L(K,,)khong phd
ng. Su
rdng néu G khong phdng thi L(G) ciing khéng ]:t!tl:ﬂnﬂ',.:’Ir
b) Tim d4 thj phidng G sao cho L(G) khéng phdng.

13. GoiGla 1 don dé thi.
a) Gid s G phdng. Chilng minh rang t8n tal 1 dinh cda
ct bic < 8.

b) Suy ra rAng nffu moi dinh cila G déu cd bdc 2 6 thi
khéng phidng,

14, Mt dé thi Platon (platonic graph) la 1 d4 thj phing lia
théng mé moi dinh ddu cd cing bdc d, (d, 2 3) va moi
ddu c6 d, canh bidn (d, 2 3).

Xét mét dd thj Platon cd s6 dinh , s& canh va
el oo canh va sd mt |

15.

&) Chitng minh rAng E = %d.?vi F= ii-'—‘I.I'.
dy
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A 1 1
B 1 i
C 1

D i 1
E 1 A ]

F 1
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H 1 1
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Au BB D B AT G
A figtd £ o0
B |1 il 1
Gelie il =
D | I | v A
E Ly T
F |1 | 1
=l St 2 g And

Goi G 1a 48 thi c6 cdc dinh la cac 6 trong 1 ban cd 4 = 4,
va céc canh 1a cdc doan ndi gidta 2 dinh sao cho €0 thé di
it dinh nay d&n dinh kia blng 1 nudc di ciia quin ma.

a) Vi G.
b} G cd phing khéng 7

Mat don dé thi phding lién théng co 10 mat, tél ca cic dinh
déu co bdc 4. Tim sd dinh cua do thi.

Chitng minh céng thdc Euler cho dd thi phidng khdng
lién thdng.

PDan dé thi phing lién théng G c6 9 dinh, bic cac dinh la 2,
2 23,3, 3,4, 4.5 Tim sd canh va s8 mal cha G.

Chitng minh ring néu goi E la s0 canh (E 2 1) xjﬁ F la s0
mil ciia 1 don dé thj phdng lién théng thi 3F s 2E.

Tim V, E va g cua :
a) K b) Kas
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8

d)

Céc d8 thj sau ddy c6 phing khéng 1

a)

|

d

e = — e =

o - -

=, e -

a3 o

o - )

= -~ - ot

o =0 i

o th s - o
MmO A MO X

——

J

Tl
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C B

F G F D
( (g
G; chita cfiu hinh Ky, G; chia ciu hinh K;, do dé chd
khéng phidng. O

m BAITAP

Chiing minh ring cdc dd thj sau la phdng;
a) b)

d)

Ching minh riang cdc db thj sau khéng phdng :
al h)
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quit vé tinh chdt phing cla 46 thj lug

duge néu & phdn bai tip. ol bl

sau: Thém vao Gy cdc dinh mdi vi cde canh méi. dinh mdi

c6 thé ndi véi 1 dinh khéec bng 1 canh mdi. dinh mai

r:ﬂh;cdthldu:mdltnlmtr!nlqnhcnvinhhqnhm

nhythinhﬂmnhmﬂi.hnﬁiﬂudﬁthjﬂnhlnmu

cé chifa cflu hinh (configuration) G,.

Ta di biét ring Ky va K; khang phing, do dé hién nhién

:::mﬁtdfthjrdﬁhﬂlﬂuhmhﬂuhﬂcﬂathlnﬁkhﬁq
ng. Bifu ddo lai cling ddng va 1A

. oy khidng dinh cla djnh

3.4.2 DINH LY (Kuratowski)
B4 thi G phdng néu va chi néu G khdng chia cdu hinh
-ﬁ:jlj Eﬂﬂﬂ' FI-’-IHI;-

thnchﬂn:minhcﬁndinhljnirkhiphﬂ:upﬂﬂ
«héng trinh biy & diy. Pdc gid o6 thi tham khdo trong [1]

Ta c6 thé ding dinh 1y Kuratowski dé ching minh 1
la khéng phdng. gl

THI DY Xét cdc 46 thj sau :

133 GINHLY
Cho G la mft don dd thi lign thong cd V dinh, E canh
E 2 3. Néu G phdng thi ta eé bdt ddng thue ;

E<3%V-2 (4)
cHUONG MINH: Hifn nhién. O

34 DINH LY KURA TOWSKI
M{t cdch tdng qudt, vige khdo sat tinh chdt phdng cida mdt
thi la mgt bai todn khéng dé. Binh Iy Kuratowski dun ra
didu kign dt of va did d€ mget dé thi la phdng.

3.4.1 DINH NGHIA
Nhic lgi ring don 48 thj ddy dd o6 n dinh duge ky hidu

K, va c6 quh.

DE thdy K;, K;, K;, K, déu phdng. Hon nira, thi du 4
trén chimg té ring K, ( n 2 5) khéng phdng.

D4 thj ludng phan ddy di (complete bipartite graph)
la 1 don d8 thj ¢6 m + n dinh gdm m dinh "bén trdi" va
dinh "bén phidi" sao cho mbi dinh bén trdi déu c6 canh

dén moi dinh bén phadi. 'y
Dé thdy ring K, ¢6 mn canh. - A
/AN /72N )
oL e |
== F C
4 E D
K, K, K,, Ky, G, G;

Do thi du 3, Ky, (m, n 2 3) khtng phiing. Kt qud Ta vé lai ching nhu sau :

i
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1 néue, la canh bién cha mit f| THI DU 4 Xét dé thi K.
m, = 1

0 néue; khéngla canh bién cua mat A

Xét hang thd i. Vi canh e |4 canh bién
nhidu nhét la 2 mat nén téng cdc phin
trén hang nay < 2:

F
Zmu < 2
j=1

R F

Suy ra: Zm,d = zz:nu- < 2E

15isE i=1 j=1
15j<F

Lai xét ot thi j. Vi mat f; co it nhét g cal
bién nén tdng céc phin ti trén cit nay 2 g

E
Emuzg

D C
D6 thi nay c6: V=5, E=10,g=3.
Ma: —(V-2)=9<10=E
- -
Viy K; khéng phang, D
Luuy: Coé nhimg dé thi khéng phing

F E

Suy ra : imu = szu z gF

1sixE j=1 j=l
15)<F

Hon nifa theo dinh 1Y Euler 3.2.1, ta cb : nhung vén théa bit ding thic EV.
F=E-V+2 THI DU & Pé thi sau khéng phiing nhung théa bit ding
(1), (2) va (3) cho : thie EV:
g A B
E= (V-2)
g -2

Luu ¥ : Gia thiét g 2 3 cho thiy G phai
don d6 thi c6 it nhdt 3 canh.
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THiDys  Xét dé thi G: =,
A " trutmg hop vé canh Ab & bén ngoai lyc gide.
| Suy ra dé thi trén khéng phing. O

351 BINHLY
Gid st H la d6 thi con cda dd thi G. Thi :

B b (i) Néu G phdng thi H phdng.
(ii) Néu H khéng phdng thi G khong phdng.
cHUNG MINH: Hién nhién. O
Binh 1 sau diy cho ta 1 didu ki¢n di dé 46

c . thi khong phing. O
. - v BAT DANG THUG EV (The Edges-Vertices Insquality)
Ta ch mﬂ“ﬂmmmn‘m 3.3.2 DINHL .
o Lkt Cho G la 1 d4 thi lién théng c6 V dinh, E conh va dai la
::h*"““"“l“ﬂ“h“m oa 6 g >3, Néu G phdng thi ta c6 bat ddng thite :

N&u o6 thé va 48 thj thanh 1 bifu 48 Es;f-gﬁ’—m (3)

thi chu trinh trén s cd | c. ’
g lye CHONGMINH: Goi & (1 SisE)lhciccanh v (1< F)

A cAc mit cla 46 thi phing litn thing G.
Xét ma trdn canh miit (edge-face incident

matrix) cla G sau ddy:
I TR TR S
&y *
e
Ta con phii vé 3 canh Ab, Be, vi Ca. Néu |1, o SR ll:.lu
Ab & bén trong lye gide thi canh Be phai
vé bén ngodi luc gide, nhung khi dé canh
dis ¥& bién trong hay bén ngoai lyc gidc clng ‘h

it Ab hofic Be . Lip ludn tuong
o g x trong d6 phin td & hang i cft j la :
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THI DY 2

d
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A B
C
D
Vay K, phing. O
Cho dé thj G sau -
b c d
¥ f ¢

Ta tim céich vé lai G thanh 1 bifu 43 phin
icac canh déi mit khong cdt nhau). Cha
dén chu trinh agbfeedha chifa tit ca 8 din
cua do thi. Trong bat kv cdch bidu did
phing nao cia G, chu trinh trén cing déu cd
dang “da gidc” nhuy sau -

Ta _con  phdi vé thém cdc canh
ae, gc, bh va fd. Dé thiay ring G phing vi

¢t thé biéu difn nhy sau :

—

6]
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:-.\I"—E|'PF|'—'1I'I.|_|—E|t+FII| =2

CHUNG MINH: Ta hay vé biéu d4 phing cia G ldn lugt
canh m{t sao cho sau khi vé duge i canh
dé thi G, nhan duge 1a 1 db thi phing lj
thing. Goi V,, E,, F, ldn lugt 14 s8 dinh,
canh vi 56 mat cia G. Ta chi cdn ch
minh ring moi G, déu théa ding thiie
dinh I¥.

Voii=1thi'V, =2 Bi=1 F,=1,
'lhlk.h..lén Hhiﬁ']] ﬂlﬁﬂﬂhﬁ|

Choi 2 2. Gia sit G, , théa ding thc.

3.2.2 HE LUAN
Goi G la mot db thi phdng co s6 dinh, s6 canh va s mat
ldn lugt la V, E, F. Gid si G c6 m thanh phdn. Thi ;

V-E+F=m«+1 (2)
(2) goi la cong thue Euler cho d8 thi phdng bdt ky.

CHUNG MINH: Xem bai tdp va danh cho djc gia. O

Goi xy la canh duge vé thém vao G, dé
G." Hién nhién phai e6 it nhat 1 trong 2
ﬂuaﬁwmmuhmtmngﬂ._i,t.hidui.

nida vi G; phdng nén xy phdi nim hoan
trnnglmﬁtﬁnlﬂ[}”.ﬂﬁﬂmﬁnghg‘p:

a}fEG..:qnhEr:hiamﬁtﬁﬂi&nh
mAL, viy :
1Ul|=1i"|r|-ln E1=Erl+1- FI-:FI-I.I"I

:-'."'vq_El*‘Fl = I'-4'|Il||-|'En—l""Flll-l =2

3.3 BAT DPANG THUC EV
Ta xét bai todn xdc dinh xem dbé thi G cho trudc c6 phing
khong. Trude hét, coi vai thi du
THiDY 1= Cho do thi K, :
A

D

Co thé vé lai K, thanh :

bly ¢ G ,: canh xy lilf:i_mhtrmvdijr
dinh treo cia G, do dé -

"ir'r.:\-".,+1. E-.:E,;'i-l. F.:FLL
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a.1

3.2

3

pO THI PHANG

(D4 thi xét trong chuomg nay la dé thi vé huing)

DINH NGHIA

Mat dé thi G goi 1a db thi phiing (planar graph) néu c6 thé bifu
dién G bAng mdt biéu 48 trong mét phing sao cho cic canh dbi
mit khong ciit nhau. Khi d6, cdc canh cia G chia mét phing
thanh nhiéu mién, méi mién goi la mdt mit (face) cia G (trong
céic mit nay, lubn luén c6 1 va chi 1 mit v6 han). Nhing canh
nim bén trong mét f hofic 14 canh gidi han clia mit { vdi 1 mét
khic goi la canh bién cia mat { (boundary edgel.

Cho 1 dé thi G. S8 g = chidu dai cia chu trinh ngfn nhit trong
(i goi 14 dai (girth) cia G. Trutmg hop néu G khéng o6 chu trinh
thi ta dat g = s8 canh cia G.

CONG THUC EULER

Mat tinh chéit riit hay clia d6 thi phding 1a sd dinh, 56 canh va sb
mit cua nd cd lién hé védi nhaw Su lién hé nay duge néu trong
dinh Iy du@i diy.

321 DINHLY

Cho dd thi phdng lién thong G cd s6 dinh, s6 canh va s6
mdt lan lugt la V, E va F. Thi :

V-E+F=2 (1)
(1) goi lé cong thite Euler cho 448 thi phdng lién thing.

o7
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10, Chitng minh réing cic 44 thi sau khéng ¢6 chu trin
Hamilton nhung e6 duiing Hamilton,

al 4]
!

G4
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4.1.4.2 BINH LY
Mgt edy m-phdn ddy du ed i dinh trong thi cd mi + 1 d

CHUNG MINH: Moi dinh trong déu c6 bic ngodi 1a m, con

¢d bie ngohi la 0, vay 58 canh cla cdy la
viv do dé, 88 dinh clacdy lami + 1. O

4.1.4.3 HE LUAN
Cho T la mdt edy m-phdn ddy dud thi :
(i) Tedidinhtrong =Tecd | = (m- 1)i + 1 1d.
fii) Tedlld = Ted i .L*'ll dinh trong.
m-l-
vd n Iml-llﬂllﬁ.
m -]
fiil) T ed n dink 2T i = n;l dinh trong
vda [ = {w-lhq”-ﬁl
ot :

CHUNG MINH: Do djnh lj trén vi ddngthien=i+1 O

Mit clly ¢ chidu cao h goi ld cdn
fbalanced) néu moi ld cla né ddu & mde

hofic h - 1.
4144 DINH LY
(i) Hftcdjmm#dnﬁnhﬂucmﬁIMcdnﬁﬂunhd'l
- m" ld.

) Mot cdy m-phdn cd | ld thi ed chidu cao h 2 flogd]

fiti) Mdt edy m-phdan ddy dd va cdn bdng cd | ld thi
chidu cao h = {log,l]

|0 ddy, ky higu [r] chi 8 nguyén nhé nhit > 1),

cHUNG MINH: (i) Ding qui nap trén h.
Dinh ¥ hifn nhién ding khi h = 1.
Cho h =z 2. Gid si mgi cAy cé chibu cao
k < h -1 déu cé nhibu nhat la m*"' (< m"")
lé. Xét cly T cb chifu cao 1 h. Hiy gc khoi
cdy ta duge 1 rimg gbm khéng qud m cdy con,
mbi cdy con niy c6 chidu cao s h -1. Do gid
thift qui nap, mdi cdy con niy c6 nhiéu nhit
la m™' 14. Ma 14 cia nhimg cliy con nay cing
A 16 cia T, vy T et nhibu nhét la
mm™ = m" ld.
(i) Nhén xét ring :

hzlloge] = lsm"

(iii) Nhén xét rhng :
h = [logel] < mn"!' el<sm" O

1.2 CAY NH] PHAN VA PHEP DUYET CAY
4.2,1 DINH NGHIA

Ta nhéc lai djinh nghla cia edy nhj phin (binary tree) :
Eﬂynlﬁph&nlhiﬁjcﬁlﬁ:mthnmpiﬂnhﬂumnhjﬁu
nh#it 14 2 con. Tif glic, o6 thé ¢ 1 hay 2 canh di xubng, dinh
nfii véi gbe & phia trdi (phii) bAng cfc canh niy goi 1a con
bén trai left child) (con bén phai (right child)). Mbi mit
trong cde dinh con nay lai cb con bén trdi hay con bén phai
cla nd vi oif thEé cho dén cubi cing la céc lA.

Ngutri ta con ding dang dinh nghia dé qui cua cay nhj
phén sau :

M&t city nhi phin hofic la tip ring, hodc gbm 1 gdic véi hai
ey con nhj phin cdch bi#t goi la cly con bén trdi v city
con bén phii (left subtree and right subtree).

B3
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Gidi thuit Preorder cho ta thd tu cdc dinh la:
A, |cily con bén trdil, [edy con bén phail

Trong 46, thi ty cde dinh cia cdy con bén
traicia Ala: BDE

?hmﬂmmcd{nh:ﬁﬂnﬁrmuhénphﬁicﬁa
Ala: CF
Viykétqua :ABDECF. O

Céiy nhi phin = &

GIAI THUAT INORDER SEARCH
1. Dé&n cAy con bén lrai, ding Inorder °

2. Bén gbc.
3. Dén clly con bén phai, dung Inorder

ﬂj‘ LN & ¥ Con
bén trii Wit phili
422 PHEP DUYET CAY

Duyét cay (tree searching) la dua ra 1 danh sdch liét
tit cd cdc dinh cia cdy, mdi dinh 1 l4n.

Cé 3 gidi thuft thubmg ding d€ duyét cAy nhi phén
Preorder Search, Inorder Search va Postorder Search.
Céd 3 giai thuit vita néu déu dé qui.

THI DY 3 Vin xét ciy trong thi dy trén
Gidi thuit Inorder cho ta thif tif ede dinh la:
[cdy con bén trdi], A, [ciy con bén phai]

Trong d6, thif tu cdc dinh cla cdy con bén
traicia Ala: D B E

viv thit tif cic dinh clia cdy con bén trédi cua A
a: C F
Vigykétqua: DBEACF.O

GIAI THUAT PREORDER SEARCH

1. Dén gic.

2. Dén cay con bén trdi, ding Preorder
3. Bén cay con bén phai, ding Preorder

THI DY 2: Xét cdy nhj phéin:

;s GIAI THUAT POSTORDER SEARCH :

1. Dén cay con bén trdi, ding Postorder
2. Pén cdy con bén phai, ding Postorder
3. Pén gc.

™i DU & Van xét cay trong thi du trén.
Giai thuat Postorder cho ta thi tf cde dinh la
[ediy con bén trdil, [elly con bén phail, A

Trong d6, thd ty cdc dinh cia cay con bén
trdicia Ala: D E B

85
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20. Ching minh ring néu db thi G c6 duy nhét 1 cdy bao
thi G la 1 ciy.

21. a) Cho dé thi lién thang G va 1 dinh a cda G. Ching
ring chifu cao ciia ciy bao trim tao theo bé sd
gic a ludn ludn Idn hon hay bing chidu cao cia mdl
bao trim tao theo bé ring ciing vdi gic a.

b) Tim 1 thi dy ching té két qud & phdn a) sai néu
cac gic khiac nhau,

22. Tim MST ciia dé thj sau :

al
1 2 3
13 14 15 16
4 5 3
! AR d)
17 18 | & 20
7 . K LY
& = 5 — 4 - -
21 22 23 24
1My : 11 12
b)
1 7 3 2
2 4 3 5 7
5 2 | 3
- T —_— -
*, 5] 2 17 3
3 4 1) 1
h-_l—l-——l—*l"_ = = ¢ .-
4 2 5 3 3
T - o - 2
+ 4 - — -4 't
3 5 ) 4 2
2 L) 5 fr
- - - B 4

112 113




14.
15.

16.

110

c)

1I 1 1
2 1 1
3 1 1
4 1 1
5 1 e
d)
1 "Rl go Ay & 8T B 10
1 1 L. 12
2 |1 1 1
3 1 1 1
4 1 1 1
b |1 1 1
6 |1 1 1)
T 1 § g
8 1 1 1
9 1 I ,
10 | 1 i 11 J

Lam lai bai tap 13 nhitng bay gi#f chon tam cia dé thi lam

Gid st dé thi G lién théng, c6 13 dinh va 20 canh. Cay
triom cia G cd bao nhifu dinh ? Cé bao nhiédu canh ?

Chimg minh rdng néu dé thj G lién théng. cé n dinh va

- WWW.VIETMATHS.COM

17.

18.

19,

chu trinh thi G co it nhél n canh. K&l qui nay cd con ding
khi bo gid thit vé tinh lién thong clia G khéng ?

Dudi day la 1 s gidi thudt tim cdy bao trim cia 1 d6 thi
litn thong G cho trude. Hay cho biét cdc gidi thudt nay co
diing khéng :

a) B4t ddu vai G. Néu G c6 chu trinh, hiiy 1 canh thudc
chu trinh nay khéi G, lap lai thi tyc niy dén khi dé thi
nhéin duge khoéng con chu trinh.

b} BAt ddu blng 1 canh, thém déin mdbi 14n 1 canh mdi cho
dé&n khi dd thi nhin dudgc c6 n = 1 canh.

c] Bét ddu bing 1 canh, thém ddn mdi lén 1 canh mdi vdi
didu kién khong tao ra chu trinh cho dé&n khi khong thé
thitm duge canh mdi nao nida.

B thi dudi diy co lién théng khing ?

5 S ST S S
£ 16 0.1 & 1.0 0
g o 09" 1T '0 L O]
k10 o6 40 0
PO (C e T It | LS e
6-137% 1 0%, e 1
O el G g e
) S R 5

Goi G la dd thi c6 25 dinh x;. Xy, ... Xzs V@ €6 canh X%,

néu va chi néu i, j khéng nguyén 14 cing nhau va khac
nhau. P4 thi G c6 bao nhiéu thanh phin ? Tim cdy bao
tritm ciia mdi thanh phén.
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e St ol e

Ta dinh nghia phép duyét cdy nhi phén “X-order” nhus s
Gidi thudt X-order Search.

1) Dén géc.

2) Bén cdy con bén phai, ding X-order.

3) Bén cdy con bén trdi, ding X-order.

Ding giai thudt nay , hdy duyét céc cdy 8 bai tdp a.

Gia sd 1 cdy nhi phdn c6 danh sdch céic dinh khi duye

theo gidi thudt Preorder [a A, B, D, E,C, F, G va khi du

theo gidi thudt Inorder la D, B, E, A, F, G. C. Hiy vé cé

nay.

Viél bidu dién bAng RPN cia cdc bifu thifc sau :
al [A-B)*C)+(D*E) bj(A+(B*(C-D))+E

c((A-D)*CMA+B)+D) d) A{B+ % - E]
. N :
o) (INY)') mMn-q N ‘&*-?E‘E-‘+§i +EEE
= -I- =

Tinh gid tri cdc bidu thilc RPN sau
a) 5 3+ 12 4 + " @ 2 * 4

b) 4
c] 3
d) 2

2 ™ 4
6 * &
z N2

+ 10+ 16
- o N S
AR A D

+

& i -

AT A

Tim cdy bao triim cla céc dé thi sau ldn lugt bhng DFS rdi
BFS, chon dinh 1 lam géc.

p]

f
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Ta ¢b cfich mi t8i wu sau
Ky higu |a b & d e f

Ma Huffman ’ 1 0001 011 0000 001 010

Vi cich ma nay, chidu dai chudi ma cia
tin la ;

® BAITAP

1. Vi 141 cd cic cdy (khéng ddng hinh véi nhau) 6 -
a) 4dinh; b) 5dinh;  ¢) 6 dinh

2. Tim 58 t6i da cic dinh cia 1 cay m-phén cé chidu cao h.

Co thé tim duge 1 cdy c6 8 dinh va théa didu kién dud

didy hay khéng ? Néu cé, v& ciy dé ra, néu khing, gidi
thich tai sao :

a) Moi dinh déu cb bac 1.
b} Moi dinh déu cé bac 2.
106

c) Co 6 dinh bic 2 va 2 dinh béc 1.
d) cé dinh béic 7 va 7 dinh béc 1.

Cac phat bifu sau ding hay sai ? Gidi thich.

a) Néu db thi G cé n dinh va n— 1 canh thi G 1a 1 cdy.

b) Néu G lién thong thi G khéng cé chu trinh.

¢) Néu hiy bél ki canh nao cia 1 dé thi lién théng G ciing
lam mal tinh lién théng cia G thi G khéng c6 chu trinh.

d) Thém 1 canh vao 1 ciy sé& sinh ra diing 1 chu trinh.

e) N&u G khéng c6 chu trinh va ¢6 25 canh, 26 dinh thi G
lién théng.

f)] NéuG co 32 canh va 28 dinh thi G khing la cay.

g) Néu G lién thoéng, cé 10 canh " va 10 dinh thi G co it
nhil 1 chu trinh.

Gia sit dd thj G c6 sd canh blng s6 dinh. Chiing minh rdng
G c6 it nhdt 1 chu trinh.

P& thi G 14 1 ring gdm T cdy va c6 n dinh. Tim 58 canh
cua G

Chitng minh ring moi cdy c6 gdec déu cé la.

Duyét cdc cdy san day ldn lugt bdng cac giai thuft
Preorder, Inorder va Postorder.
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(ﬁﬁfm)

[ 1. Initialize T |

Khi gidi thudt Huffman két thic, edy ma nhdn duoc i t6i
Trutic hét ta chid § tinh chat sau ela ciy ma t5i we

Mﬂ:ﬂqfﬂﬂﬂpﬁgpcﬁckﬁhi#um;yﬂﬂhj ]
tdn sudt xudt hidn nhé nhdt. Thi c6 mét edy mad t6i
cho X sao cho x va y la 2 ld anh em trong T,

Ching minh bd dé: Goi T, 14 1 cdy ma i uu cho X,
X, ¥ khong la anh em, goi u 1 14 c6 mie l6n nhit '
ﬁﬁphﬁi:ﬁmﬂtlﬂvliauhemvﬂiu.ﬁmvam
khong c6 anh em, goi w 14 cha cda u. Xéa dinh u va
lﬂ‘iﬁ tuang ung vai ky hiéu u, ta nhin duge cdy ma
vl E{*'I";.J < E(Ty): v 1y.
Bay mo, néu x khdng ciing mife vdi u, v thi Alx) < Al
bing edch hodn dfi gida x va u, ta nhiin duge 1 ciy
mdi T, vdi :
E(T)) = E(Ty) - AlxMix) = Mulflu) + Alx)ftu) + Alu)fix)
= E{To) = (Mu) = Alx)NRu) — Ax)} < E(T,)

Biéu nity mau thudn vdi tinh t8i vu cia T, Viy x va
tu y, of cing mde vdi u v v. Biing cich hodn d8i x

vir y vdi v, ta nhin duge ciiy ma T véi E(T) = B(T.).
Ia T cing tdi vu. O

Chiing minh dinh ly: Ding qui nap trén n = IXI. T

hop n = 2 la hifn nhién. Gid s dinh ly ding vdi n.

Coi X = [X{yoreiXp, Xaotl. Khong mdt tinh téng qudt , cothé
gid sif x, v X3, 14 2 k¥ hiéu c6 tiin sufit hién nhé nhit.
Goi T la ciy ma toi wu cho X sao cho x, va x;,, 14 anh em
trong T (T tdn tai do b8 dé). Goi H la ciy ma nhin duoc tir
gidi thuit Huffman va x,, x,; cing la anh em trong H. Goi
H' 14 cdy ma nhin duge tir H bing cdch xéa x, vA x,,, gin
cho dinh cha cla x, v X, k¥ hidu y vdi tin sudt xudt
hién ctia y 1a fly) = fix,) + fix,,). D thiy ring H' chinh la
ciy méi nhin duge tir giai thuit Huffman khi dp dung vao
tdp ky hidu Y = Ix), ....Xua, ¥I. Tuong tu, goi T" la cdy ma
nhin duge tir T bing cdch x6a cde 14 %, X, vA gin cho
dinh cha ciia x, vé X4, k¥ hifu y véi tin sufit xudt hién
cia v 14 fly) = fixy) + fixg,,) thi T la 1 ¢y méa cho tép Y.
Do gid thiét qui nap, ta cd E(H') < E(T'). Viy :

E(H) = EH') + flx,) + fixy,,)
< E(T) + fixy) + fixg,y)
= E(T)
Vi T t8i wu nén E(H) = E(T), nghia la H t6i vu. O

i DU 11:  Céy mé Huffman cho tip hop X trong thi du
11la:
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= 230 000

Nhin xét ring cich ma nay cho phép
thé gidi ma duge nho tinh chit sau :
e chudi ma cia 1 kv hiéu nao la tid
(prefix) cua mat chudi ma cia 1 ky hidu
Cdch mi ndo théa tinh chit nay, duoc
mi tién td (prefix code) .

Rb rang cich méa nay cho chudi ma cia
cd ehifu dai ngdn hon so véi cdch ma 1,
diay c6 phai 1& cich ma tét nhit chua ?
thudt Huffman sé tra li cdu hdi nay.

452 GIAI THUAT HUFFMAN

Vdi mdi cdch ma tién t4, ta b thé xdy dung mit ciy
phin sao cho mbi ky hiéu tuong dng véi mot 14 va
di tif ghe dén ld sé& xic dinh ma cia ky hidu tuong
theo cdch sau : canh di xudng con bén trdi dng vdi bit
canh xufng con bén phdi dng véi bit 1.

THi Dy 10: Céy nhj phiin clla mé tién td (cdch

Ddo lai xét mdt cly nhi phin T, trén d6 mbi
14 duge gian nhin la mt ky hidu trong X. Thi
ciy T nay sé xdc dinh mot ma tién t5. V6i
mbi 14 x, mde Alx) eda x chinh 13 chidu dai
chufi ma cia k¥ hidu x. Goi fix) la tin suft
xufit hién cia ky hiéu x thi chidu dai chudi
mi ctha ban tin la :

8. % Alx)f(x)

trong d6 S 1a s6 ky hiéu trong ban tin.
Cay ma T la tdi uu khi :

E(T) = Z‘“ x)f(x)

dat gid tri nhé nhit va khi d6, chidu dai
chudi md cha bdn tin lA ngén nhit.

trong thi du trén la:

Gidi thuat Huffman sy dung cAy ma T cho tip hop X nhy sau ;

GIAI THUAT HUFFMAN

1. T larimg c6 1X| cdy, mbi cly cb dung 1 dinh (vita la
goe vita la 14) tiong dng voi 1 ky hifu trong X. Gan
cho moi gic x mt nhin 14 fx).

2. Né&u T la c¢iv thi ditng, néu khéng, qua budc 3.

3. Tim 2 ciy trong T sao cho gbc cua ching (goi la y va z)

¢6 nhiin nhd nhit. N& v va z vdi 1 dinh mdi u dé thanh
1 ciy mdi glc u (chc cly gic y vh £ trd thinh cly con
bén trii va cliy con bén phai coa ciy méi). Gdn nhan
cho u la ting nhin cla y vi z. Trd vé bude 2.
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Ky hiéu |a b ¢ a e f
: Tén suit | 45 10 12 3 20 10
xufit hién
(%)

Eﬁﬁkj’hiiukh&nnh&unénvdi cich ma e
chidu dai cé dinh cén t5i thidy 3 bit cho mdi
ky hi¢u (2° > 6), Ching han :

A Yok i i et ST P
Mal (000 001 010 o011 100 101

E:inhmﬁn&ychnr:hjéudiichuﬁimﬁcﬁnhin
tin la 3.10° = 300 000

Xem cdch ma thit hai nhu sau :
_Kyhigu | a b c bl AR
Ma2z | 6 o IR ety ST
Cach m# nay cho chidu dai chud; mé cia ban

tin 14 -
(% 1071 A0%+2.10%+2.12%+2 3%+ 1.20%+2.10%)
4.5 CAY MA HUFFMAN = 35000
451 MATIENTO Tuy nhign cach ma nay khéng diing duge

vi 1¥ do sau : Xét 2 ban tin aa v ¢ . Ching
cung duge ma thanh 00 Do d6, khi nhan
duge bdn ma, ta khong thé gidi ma duge.

Biy gitt xem cdch ma thi ba nhi sau ;

Gid sif ta c6 mbt bdn tin gom mdt day ky hiéu liy tr
mot thp hop hitu han X. Biét ring mbi ky hiéu trong
xuit hién trong bin tin theo mét xde sufit cho trude. !
mubn mé cie ky higu nay thanh nhimg chubi bit nhi pk
580 cho chifu dai chudi ma eia ban tin 13 ngdn nhat,

. H].’r___ljii}u__ r A b c d _ s
K = h. 3 d. 3 . 1 i .
h?p I.H' B 2 ﬂ T':dn oy m:_ﬁ - Cach ma nay cho chidu dai chudi ma cia ban
cua cic ky hi¢u trong ban tin nhy say - b I -

10°(1.45% +4.10% +3. 12 +3.3%+3.20%-+4.10%,)
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ul‘

 (Te)

GIAI THUAT KRUSKAL

Cho G = (V, E) la 1 d8 thj c6 trong s& lién théng,
thufit Kruskal xdy dung 1 dé thi con T cla G nhu sau :

1. T=(V,2).
2. NéuT lién théng thi ditmg.

3. Néu khéng, chon 1 canh c6 trong 56 nhé nhdt
trong T sao cho khi thém canh nay vao T thi kh
tao ra chu trinh. Dat canh nay vao T. Trd vé budc

Ta s ching minh ring gidi thuidt Kruskal cho ta 1 N

eia dd thi G. Chi cdn chimg minh 2 diéu |

a) Bude 3 la kha thi.

bl - Khi giai thudt két thae thi do thi T la 1 MST cia G

Bé chitng minh a), diit : A = [canh e ¢ T| thém e vao

WWW.VIETMATHS.COM

khing tao ra chu trinhl|.

Ta cdn chimg minh ring néu T khéng lién théng thi
A e @ Vi T khong lién thong nén phdi c6 2 dinh u, v
khéng nim trong cing 1 thanh phéin cia T. Vi G lién
théng nén c6 1 dubng néi u véi v, dubng nay phdi chia
canh e = u'v’ vdi u' pAm trong cing thanh phin vdi u va
v’ khing ndm trong cing thanh phdn véi u. Viye ¢ T va
thém canh e nay vao T thi khong tao ra chu trinh. Néi
cidch khéc A = @,

Pé chitng minh b), ta goi Ty la do thi nhin duge khi gidi
thuit Kruskal két thic, Hién nhién T, 1a 1 cdy bao trim
cia G. Liy 1 canh e & T,. Trén chu trinh tao bdi e vdi cdc
canh etia T, xét 1 canh a bat k¥. Xét 1dn thue hién bude 3
cua gidi thuit d&€ chon duge canh a. Véi ky hiéu tidp hop A
nhy trén, nhdn xét riing trong T, néu hiiy canh a va thém
canh e thi T, viin 1a 1 cdy, do dé e & A. Theo diéu kién

chon canh a cia gidi thuit Kruskal thi cfa) < cle).

Viiy e c6 trong 86 16n nhdt trén chu trinh tao bdi e vdi cde
canh trong Ts. Suy ra Ty la 1 MST cia G. O
Xét 44 thi G

THI DU B

Ap dung gidi thuat Kruskal, ta xiy dung din
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TGRS P I
. s
3 2|
D “E

2
; -
F o= Vi H

Trong thye hanh, gidi thuit trén it duge ding ma ta thubng
dung gidi thuit Prim hodic gidi thudt Kruskal 4 tim MST.
4.43 GIAI THUAT PRIM

Cho G la 1 db thj cb trong sd lién thong. Gidi thudit
xiy dung 1 dé thi con T cia G nhy sau :

1. Chon tay ¥ 1 dinh cia G dat vao T.
2. Néu moi dinh cia G déu di nkm trong T thi dimg.

3. Néu khéng, tim 1 canh c6 trong s6 nhd nhat néi
dinh trong T véi 1 dinh ngoai T. Thém canh nay
T. Trd vé bude 2.

Ta sé chiing minh riing gidi thudt Prim cho ta 1 MST
dd thi G.

Gia suf G cé ndinh va T, (0 <k < n - 1) la db thi gbm
canh va k + 1 dinh nhin duge khi thyc hién bude 3
thit k.

Xét ménh dé

(Ag): Céc canh cia Ty ndm trong 1 MST.

Ta ching minh ring (A, ,) ding. Ding qui nap.
(Ay) hién nhién ding.

Gid sir (A ding (0 sk <n-1.Goi T la 1 HETE-IE“IHT;

vi canhey,; = vw (v e Ty va w ¢ Ty) la canh thém vao
Ty d€ c6 Ty,,. NEu ey,; € T thi (Ay,,) ding. Xét truimg hop
ey € T. ViT lién thong nén e6 1 dutrng trong T" ndi v
véi w. Dé thiy rling trén dubmg nay phai chiia mdt canh

vw vdiv e Tovaw ¢ Ty |

Theo didu kién chon canh é,,, clia giai thuit Prim thi :
clera) Sc{v'w')

va theo tinh chit cia MST thi :
elex,) 2 el v'w')

Suy ra : t!l.’l!hﬂ:n{WI

Bay gio trong T', thay canh v'w’ bdi ey, ta nhin duge

T, hién nhién T 14 1 MST chda T\.,. Viy (A, ding.
o

THI DU T: Xét db thi sau :

10

Ap dung gidi thuft Prim, bdt diu tir dinh A,
ta xiy dung ddn 1 MST cia db thi trén
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>
Lk
w
b
N

T EG S W M NG . W M MG e

F 5 G H

DE, DF, EG, EC, CH, GH. Ta kiém tra

timg canh.

e Canh AD: Thém vao T thi tao ra
trinh ADBA gém 3 canh ¢6 trong s8 14
3, 6. Viy thay DB (cé trong si 6) b
canh AD (c6 trong si 3). Bay gio T la :

A 3 2

=
3

5
L
L ]
L
&
%
L 9
L

%

. o

O R e o e

L

""""""

F 3 G H

e Tifp tuc dén canh DE: Tao ra chu t :
DEBA, trén chu trinh nay DE c¢é trong

lén nhat. Vay gill nguyén T.

e Canh DF: c6 trong s& 16n nhit trén chu
trinh DFGD, giif nguyén T.

. C@nhﬁ: gilf nguyén T.
+ Canh EC: giit nguyén T.
» Canh CH: ¢6 trong s6 nhd hon trong s

canh EH trén chu trinh BCHEB, viy
thay EH b&i CH.T trd thanh :

Sl R C

3| 2

D E 8
2

—_—— — e Sl et Mt e e it

F 5 G H

e Cufi ciing, canh GH : ¢6 trong s& la 4 nhd
hon trong s CH trén chu trinh
GHCBADG, vily thay CH béi GH .

Ta tim duge 1 MST cla G 14 :
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4.4.2 BINH LI
Goi T la 1 cdy bao trim cia 1 d8 thi co trong s6 lién thong G
Thi T la I MST néu va chi nfu méi canh e ¢ T déu eé trony
86 lim nhdt trén chu trinh tao biv e véi cde canh cda T,
CHUNG MINH

(=) Gia st T la mét MST va canh e ¢ T. Xét canh u ¢ |
nim trén cho trinh tao bdi e vdi cdc canh cia T

cua dé thi co trong s lién théng G nhi sau :

1. Xuét phat tir 1 cdy bao trim T bat ki cia G.

2. Néu moi canh e ¢ T déu cb trong sd 16n nhéit trén
chu trinh tao bdi e véi cdc canh cia T thi dimg.

3. Néu khong, nghia la ¢6 1 canh e & T c6 trong sé
nhé hon trong s8 canh u trén chu trinh tao bdi e
vl cdc canh cia T thi trong T, thay u biing e. Trd

Béng cich thay u bdi e, ta nhan duge 1 ciy bao trir vé budc 2.
mdi T". Vi T :
i le.lj'lﬂ’l'nénct ) 2 elT). Suy ra cle) z clu T Xét 48 thi ob trong o6 G sau day:
(=) Gid sif T l4 edy bao trim cé tinh chdt A mbi canl

e € T déu ¢6 trong sd 16n nhdt trén chu trinh tao bdi A 3 _B . &

e vdi cdc canh cia T.
Goi e, e,..., €, 12 cdc canh cla T sdp theo thir tu
trong sd ting din, nghia la :
oley) = cles) = ... < ele,)

Goi T 1a mdt edy bao trum bat ki 6 k canh khéc T.
Goi g 1a canh 6 chi s6 nhd nhit ma khéng thuje Ty,
[l;EhI:I la Bl €4y, By E T'n T| vi & E T1'LT[.
Ty v lgjl cd chu trinh y. Phii ¢6 mdt canh u & y\T. __
T W ul e6 chu trinh I va theo giad thift clu) 1én nhél
trén I'. Ta ching minh clu) 2 cley). Thue viy, cé cank
wel\Tyvaviwe e, e;,..e ) c Ty nén taco :

cle;) < ciw) < clu)
Bay gio dat Tyt = (Ty U (e)\ul thi Ty 1a 1 cay baa
trium théa 2 tinh chdt sau :
~ Ty chi cbn khde T & k-1 canh.

- eTy 1) = elTy) + eley) - clu) s oATy)

T‘i. I Tﬁ-h*lth-I'.l =T v oT) = olTa) = |H.T|:-i s ol
O

Tis chitng minh trén, ta suy ra 1 gidi thuit tim M

F 5 ".G -+ H
Ta bét diu tir cdy bao trim sau ciia G




L&y dinh 1 lam gbe,
Cdy bao trim tao theo bé siiu li
3
|
2
3
hay 5
7
8 4 %

Cdy bao trim tao theo bé ring li :

3

Dinh Iy sau diy cho ta tinh chit co bén,

WWW.VIETMATHS.COM

4.3.4

435

4.4.1

di don gidn nhung rit quan trong cla cly
bao trum.

BINH LY

Coi mot edy bao trim T cila dd thi G.

Thém vdae T mit canh cia G (khéng thude T), ta duge 1
chu trinh trong T. Hiy 1 canh bdt ky trén chu trinh nay
khéi T, ta nhdn duge 1 cdy bao tram mdi cda G.

cHUNG MINH: Hién nhién. O

Ta suy ra duge ngay két qua sau :

GIAI THUAT KIEM TRA TINH LIEN THONG
Xét 1 48 thj G.

Ap dung gidi thugt tim cdy bao trim dA trinh bay & trén

viwo G. Khi gidi thudt dimg, :

« Néu T chita moi dinh cia G (nghia 1A dibu kidn dimg néu &
butie 2 théa) thi G lién thang (va T 1a 1 ciy bao trium cia G).

« N&u T khéng chia moi dinh cla G (nghia la 4 ldn sau

cing thye hién bude 2, khdng tim duge cgnh ndo nfi 1
dinh trong T véi 1 dinh ngoai T) thi G khéng lién thing
{vi T la cdy bae trim cia 1 thanh phdn cia G).

44 CAY BAO TRUM NHO NHAT

BINH NGHIA
Cho 1 48 thj G. Gia sit mdi canh cia G duye gin vdi 1 88
goi la trong s8 (weight) cla cgnh &y. Th! G duge goi la
mdt 48 thj cb trong s8 (weighted graph).
Téng trong sd tit cd cdc canh cia 1 dubng (chu trinh, d_n'.'l
thi con) goi li trong s6 cia duting (chu trinh, db thj con) Ay
Ta ky hiéu trong s8 cia canh e (dé thj G) la cle) (c(G)).
Bii todn dat ra 1a di tim 1 cAy bao trum 6 trong s& nhd
nhét (minimal spanning tree : MST) cia 1 48 thj c6 trong
88 lién thong.
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d ngoai T. Vi T lién théng nén tdn tai 1 d

vval w, duting nadv nfi v ¢ T vdi :" T :::Epthr;mthi'
nhét 1 canh cé tinh chat mong muén, nghia la né néi
dinh v' e T véi dinh w' ¢ T. Vay buée 3 ludr ludn ¢
hiﬁndu!ltnhﬂd!nkhimpidinh:&aﬂdéunhmtrmgT.
Bé'nhﬂngminhh}‘mddnﬁnd&ﬂngmjuhliu;m
ldnt.]:u:n':hil!,*r:I:rl.l:!rr:s.11-:!-LI-L!'TnJ-.uanailui;'.h::I«:-ﬂ.;r.r.Ilfil||:|niT1l
ddthinh&ndmpcnﬂuk]ﬁthwhiénhuﬂcﬂldnthﬂi. i

2. D#t moi canh nfi gbe véi 1 dinh ngedi T vao T. Lan lugt xét
timg dinh con ciia géc, xem dinh nay la géc méi. Lap lai thi
tue nay cho dén khi moi dinh cia G déu nim trong T.

Céiy bao trim nhbdn duge biing phuong phip nay goi la cdy

bao trim tao theo bé rong (Breedth-First Spanning Tree).
Coi do thj lién thing G sau :

| 2 3

THI DU 5:

nhién T, la 1 cdy. Gid s Ty 1a edy va sau khi thuc hi
bude 3 ldn thi k + 1, ta da thém vao T, canh mdi v, w,,,
trong d6 vy € T} vit wy,; & Ty
Gia s Ty, e6 1 chu trinh thi chu trinh nay phai
canh VeWier -
Hiy canh nay khéi chu trinh, ta duge 1 dutmg trong T,
Vi VO Wi vB LY Vi owy,, @ Ti. Vay T\.; khong 6 chu tri
Hom nita dé thy ring Ty, ¢6 k + 1 canh va k + 2
‘l.i"ﬁy Thl HI. 1 t‘.‘.ﬁ]l’. O

4.3.3 DFS VA BFS ;

Gi&ithuatn&utréndw;:ipdungdiﬂmdyhmuﬁm ia 1
thi lién théng G theo 2 céch : A
1. Phép duyét theo bé sdu (Depth-First Search):

1. Chon 1 dinh bét ky ciia G lam gée cim T.

2. Tao 1 dubng tir gie di qua cdc dinh khing trong T,
dai duling ndy dén khi khéng thé kéo dai thém.
dutrng nay vao T rbi quay trd vé dinh ngay trude dé, x
dinh nay la gfe. Lap lai thi Jue nay cho dén khi m
dinh ciia G déu ndm trong T | b

Cay bao trum nhéin duge biang phuong i:hdp nay goi la ca

bao trimm tao theo bé siu (Depth-First Spanning Tree),

2. Phép duyit ciy theo bé rong (Breadih-First Search):
1. Chon 1 dinh bét k¥ cia G lam gic cia T.

6 7 §
Ma trin lién k&t cla G A ;
1 . +2& '3 486 & T 8

-

r.ﬂ
—
e




WWW.VIETMATHS.COM

vl thd ty cde dinh eda cdy con bén phdi
Ald: F C

| Vivkéiqui:D EB F C A DO
4.2.3 KY PHAP NGH|CH DAO BA LAN
Xét bidu thue dai 54 sau :
E=(2+3/"2-(4-1)"*(15 + 5)
Cdy nhj phin sau ddy cho ta thdy cdch tinh trj cia E:

© 4.3 CAY BAO TRUM

4.3.1 DINH NGHIA

Cho 1 48 thij vb hudng G. Myt ciy T goi la 1 cdy bao trim
(spanning tree) cia G n&u T 1A 1 d4 thi con chita moi dinh

i+ ¥} o cin G
4.3.2 BINHLY
¥i & &) (D 15 B4 thi G c6 cdy bao trim néu va chi néu G lién thong.
Trén 1 mdy tinh st dyng logic RPN, 4€ tinh trj cia E, ::f:n] 4 14 hién nhién

phdi dua vho mdy cde dr lidu theo tha ty sau :

23+8M1-156+"*- Ta ching minh phdn ddo. Coi d4 thj lién théng G.

Dang thde trén goi la ky phdp nghich dio Balan (Revers Xét gidi thudt xdy dyng d8 thj con T cla G sau ddy :
Polish notation), goi tét & RPN cla bifu thie cia E, 1. Chon toy ¥ 1 dinh cda G dgt vao T,

Nhin xét ring néu dp dung gidi thuit Postorder search 2. Né&u moi dinh cia G déu di nim trong T thi dimg.
vio cily vé d trén thi duge két qua chinh la biu thie RE 3. Né&u khéng, tim 1 dinh cia G khéng ndm trong T ma
cua E. ¢6 thé ndi nd véi 1 dinh cia T bling 1 canh. Thém
Ta hity xem mdy tinh da tinh ra trj cia E nhu the nae: - dinh vi canh nay vho T, Trd vé bude 2,

Mdy luu gilr cfic con s8 trong stack, mdi khi 1 phép todn Ta sé chilng minh 2 diéu :

duge dum vio mdy thl may sé thue hién phép todn nay vdi al Budc 3 kha thi, nghia & nfu T chua chia hét mgi
2 todn hang la 2 88 Ay tir stack ra r8i lai diy kit qud vao dinh cda G, ta ludn lubn tim duge 1 canh néi 1 dinh
stack, cif nhu thé cho dén khi cé két qua sau cing, trong T v&i 1 dinh ¢ ngoai T.

Hinh vé sau ddy minh hoa cich lam cia mady: b} Khi giki thujt k&t thic thi T la 1 cdy bao trim cia G.
Dé ching minh a), goi v ld 1 dinh & trong T v w |4 | dinh

a"%



WWW.VIETMATHS.COM 4
dd thi sau :

25.  Ching minh rling néu trong s6 cic canh cia 1 dé thi lién
théing G d6i mit khac nhau thi G c6 1 MST duy nhét.

26.  Xét don dd thi ddy di G gém n dinh (0, 1, 2, ..., n = 1]. Gid
sif trong s6 cia canh ijla 1i-jl. Tim 1 MST cia G.

27. Lam lai bai tap 26, vdi trong s6 cla canh ij bay gio 1a i + j.

28, Xdy dyng ciy ma Huffman cho tap ky hiéu sau ;

K higa® FAC ille piie § G N
3 9

Tnsuft |6 25 20 8 10 19

23. Trinh bay 1 gidi thudt tim cdy bao trivm lén nhat

Ap dung: Tim cdv bao triim ldn nhit cda cic 46 thj &
lap 1.

24. Trinh bay 1 gidi thual tim cdy bao tram nha nhal chia
canh cho trudc.
Ap dung : Tim edy bao trim nhd nhil chita canh km 115

114
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521 BINHLY
Néu w...w...v la dudng ngdn nhidt thi v..w vda w...v cing la
duing ngdn nhdt va ta co ;

c*u, vl = c*u, w) + c*w, v)
CHUNG HIHII Hién nhién. O

Bay gitr gid sif ta mudn tim con dudng ngin nhdt ndi dinh
vy € V véi céc dinh cbn lai. Gidi thudt sau diy sé xdy dung
mit ciy L va cic ham §: V — [0,2] va n: Vvl = V

5.2.2 GIAI THUAT DIJKSTRA
1. DatL = lvol, 8lvg)=0. Véiv e V = [l
dat &v) = clvg, v) va niv) = v,
2. Néu moi dinh cia G déu thuje L thi dilng.
3. Né&u khoéng, chon v ¢ L sao cho 8(v) nhé nhét.

—}
Pat v* = v. Pua thém dinh v* va canh ={v*)v * vao L
4. Vai moi w € VAL, néu &(w) > 8(v*) + clv* w)
thi dat sw) = 8v*) + civ*,w) vt niw) = v*

O

@ BAI TOAN CON PUONG NGAN NHE

5.1 GIOI THIEU BAI TOAN
Cho m{t don dé thi eé hudng lién théng c6 trong s8 G =(V,
trong sb ciia mdi canh & ddy duge gid sif = 0 va duge xem
chiéu dai cia canh &y.

Bai todn dft ra la di tim con dutng ngin nhdt ndi 2 dioh
trude cha d6 thi.

-
Xét 2 dinh u, v € V. Néu c6 canh e = uv ¢ E nii u véi v thi ta Tréd véb budic 2.
clu, v) = efe) = chidu dai canh e So db khoi coa gidi thudt Dijkstra la :
N&u khéng c6 canh nao néi u véi v thi ta dit elu, v) = = (BEGIN)

.

[_nitalize |

Luu ¥ rng cluu) = = vdi moiue V.

Bt c*(u, v) =chiéu dii con dubng ngdn nhat (gém it nhat
canh) ndi u vdi v,

Nhiin xét ring :
c*(u, u) €« ® < cd 1 chu trinh trong G chita u

c*fuul=2 Yue V & G khéng c6 chu trinh.

5.2 GIAI THUAT DIJESTRA

Trude hét |, ta chi ¥ dén mot tinh chit rit quan trong cua
dutrng ngin nhdt néu trong dinh 1y sau :
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Voi moi hium tdi @ vi moi phép odt a ~ z (P, P ), trong
lpl =c(P, P)néu va chi néu 2 didu kién sau thia :

i) ¥ e(P,P), ofe)=0
i) ve E!’F,E_’J. wel = cle)

Hon nda, khi | gl = cfP, PJithi ot ham tdi ob tdi
lon nhdt va (P, P) la phép cdt a - 2 c6 trong 56 nhd

Mgt diy chuyén (chain) a-z trén mang G la 1 d
hudng néi a vdi z.

Cho 1 ham tdj ¢ trén mang G.
Véi mdi canh e trong G, dat s(e) = cle) - gle) va
lugng —ay la do léch tai (slack) cla e d8i vdi o.
Néu s(e) = 0 thi ta néi canh e bio hba (saturated) dbi
Xét mit day chuyén a-z K trén G. Ta dinh nghia ham
om: E—=(-1,0 1]
nhy sau :
0 néuegeK

grle) = {1  néue eK va cé hudng tir adénz
-1 néue €K vaco hudng tir zdén a

Giai thudt sau diy xdy dung mdt ham tdi t5i dai trén
mang (.

GIAI THUAT FORD-FULKERSON (Augmenting Flow Alg
Bat dau bang mdt ham Lai ¢ trén G (chdng han c6
ple) = 0 vdi moi canh e).

1. Moi dinh déu cheta xét fzean) va chua o6 nhan /la
Gan nhan cho dinh o 16 | AR v Ala)l = o

Bt py = a.
Xét py. Thue hién tha tue ghi nhin cho cde dinh ké
vdi pp nhu sau : '

_P.
a) Vi mbi canh e = p,q sao cho q chua cé nhan va

s(e) > 0 thi gdn nhin cho dinh q la (95 ,Alq)), trong
do Alg) = min(Alpgy) ,sie)).

b) Vdi mbi canh e = q_p}ﬂ sao cho q chua c6 nhin va
ole) > 0 thi gdn nhén cho dinh q la (pg.Alg)),
trong dé Alg) = min(Alpg), ple)).

Néu dinh z 438 duge ghi nhin thi qua bude 4, néu

khéng thi qua bude 5. ;

Ding thank phdn thd nhit eia nhin d& tim déy

chuyén a-z K bling edch di nguge (backtracking) tif z

vé a. g :

Pat ¢ =9 + Alz).gg

Quay vé bude 1.

Tim 1 dinh p di e6 nhin nhung chua xét. N&u tén tai
mdt dinh p nhu viy thi dit p; = p. Quay vé budc 2.
Néu khéng tén tai dinh p nao nhu viy thi dat P la tap
hop ghm tit cd cdc dinh da c6 nhiin (va da xét), ta sé
c6 phép cit a-z (P, P ). Dimg giai thuat.

Sa dd khéi cia gidi thuit Ford-Fulkerson la :
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trong dé P=V\P

Ph&pnﬁtt?,ﬁ}milhlphépnﬁtu-zn&rnef’vizs -

BINH LY
Goi @ la 1 ham tdi trén mang Goa PV \ la,z/

Thi : Zq{ai = Zﬂm

ecl P, P) ealP,P)
CHUNG MINH
Ta ¢6 : 2 2ee=Y Yok
2P pelnix] xeP ealutiz)

Néu canh e 6 2 dinh cing ndm trong P thi 5§ hang
xuit hién & cd hai v& cia ddng thic trén. Don gidn
hang g{e) nhu thé di, ta con lai ding thic

2o = Yo O

el P P) [ F.ijnl

BINH LY
Vi moi ham tdi ¢ trén mang G, lwong téi khéi a
lugng tdi vao z, nghia la -

CHUNG MINH
Ehﬁn;mﬂﬂnhtdngqnﬂtﬁth&giim?ﬂkhﬁng'
2 :

canh az. Dt P=V\ |a, z|, thi :

tai khdéi a (va cing 1a luong tdi vao z).

Ta sé khdo sdt bai todn di tim ham tdi c6 tdi trong
nhat.

Hifn nhién: lgl s Zﬂe]t z:!l:a.'l
eelutin) eeininl

Véi mbi phép cét (P,P), ta dinh nghia trong s8 (capacity)
cia phép ciit nay la :
E{P, FJ‘I! Zﬁﬂ]
eed PP

BINH LY
Vi moi ham tdi p va véi moi phép cdt a - z (P, P) trong
magng G, tacd : lpl sc(P, P)
CHUNG MINH
—

—
Thém vao G dinh méi a, v eanh méi asa voi c(agn) = «
thanh mang G’ (vdi dinh phét a; va dinh thu z).

u.*
Trong G, dit : ¢laga)= lgl v ¢'(e) = gle), Ve € E.

P P
el
Ta cb :
lpl = lg'l < E'.p‘lfej= Z;'lajr Zqﬂnj
seiPulngl P} sePPulagll  eelPP)
< Z.:m = ofP,P) <
eeiP.P)

Suy ra ngay két qua sau :
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7. Tim mot phan thi du chiing 16 chibu ddo cia dinh Iy 5.2.1

8. Tim mdt thi du chiing t6 dinh Iy 52.1 sai néu khéng cd
kién trong s6 tilt cd cic canh ciia dé thj déu = 0. Suy ra ring
;hfu.h Dijkstra khéng dp dung duoc cho nhitng dé thj cd tro

t ky. '

0. ﬂmmhﬁnﬂd]ﬂnﬂiﬁaddHﬂcdmah-ﬂ.n]iénkﬁts.au: |

Ed
—

i
= S — B — B — TR -
=2 9 a.9D

L= I = LR - T — T -
s == N = T = N S
2o S O = o

140

S

& MOT SO AP DUNG

6.1 BAI TOAN MANG
6.1.1 BINH NGHIA

Mang fnetwork) la mit dom dé thi c6 hudng c6 trong sd
G =.(V, E) trén d6 di chon-1 dinh a goi la dinh phéit
(source vertex) va 1 dinh z goi la dinh thu (sink vertex).

Xét mot mang G = (V, E) véi dinh phét a va dinh thu z.
Goi cle) la trong sd cla canh e (cle) € N). Véi mbi dinh x, dat

In(x) = lee E | etditrong x|
Outix) = |e e E | e tdi ngoai x}
Mot ham tdi (flow funtion) trén G la mjt ham
g E > N
théa cdc diéu kién sau :
(1) q:rlelaﬁ cle), Ye e E.
(i) ple) = 0 , ¥e e Inla)w Outlz)

(i) zq:u-: = Yole) ,vxeV\ lazl

eelnini el kx|
Mat phép cét (cut) xdc dinh bdi 1 tdp hop con P cua V, ky
hiéu (P, P ) 1a tap hap :

= _.. —
(P,Pi=IxylxePvaye P
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. Goi Wy 1A ma trin xiy dung duge & budc k theo gidi thult
(1<k<n).

a) Chiing minh ring hang k va cft k trong 2 ma trin W,
Whglﬁnghﬁtnhau

b) Chitng minh ring nfu trén hang k (cdt k) clia W, o6
blngmﬂﬂm!ﬂﬁng}chthphﬂnhldﬁmimhin
uiwhgiﬁnghetrﬁuu.

6. Ap dung gidi thust Floyd vao céc a8 thi sau d& tm W' va P’ +
a)

138

c)

d)

O & 58 »

wm @3 D O @ >

B C
b 8
el |
-
4 b
B 13
B C
7 15
VS
k==
5 9
8-
B 9

D E.
13 6
10 9
2 9
g
3 2 -
D E
8 10
12 13
8 8

15

6
8
9
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b) Tim duéng ngdn nhit bt A dén 2 b chifa canh HG.
¢} Tim dudmg ngdn nhit b A dén Z cd chifa dinh K.

d) Tim duiing ngdn nhit tir A dén Z 6 chita canh 1J .

im duding ngdn nhit tif B dén cdc dinh khic cia dé thi c6
trdn trong s8 14 (cdc & trdng 13 =);

a)
ANBC DR Y 6
At v e
B |3 B il
¢l 6. 2 N TR
D £% .1 2 4
E 49 3541
F 2 2 4
G L é--1-7d ]
b)
- R BTE DR F G
A | Rion2 4 |
B {2 1
C | 2 3 i
D |2 d -3
E | 4 3 4 7
F 1 3 5 |
G 7 5 6
H | 1 6 ]

-

Y 2 =

~ 9 e = 1T Mg N e >

c)

cili B @ Dy B R8Ty

a) Tim Jduémg ngdn nhit ki A dén P.
b) Tim Jdudng ngdn nhdt tr A dén P di qua dinh 1.

12

i 12 13
B |31 4
G £ 1 |
D 3 8
E 3
F | 2 8
G 6
H |2 ;
Cho dé thi cd ma trin trong sd la :
ACB e/ R PG "L o X L M. NP
B
5 4
4 7
g i
5 7 6
8
| T e |
& 46
4 6 a
3

L r]
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E BAITAP

1. Dung gidi thuit Dijkstra tim dudng ngdn nhdt tir dinh A 48
cuc dinh cdn lai t:#nn:ﬁ-‘:d&ﬂ'llsaq:
a) . | . 3
4

a) Tim dudmg ngén nhdt tr A dén Z.

134
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_}

vi vt hom nita G lai ¢6 canh v, v, . Viy, c6 dubmg

dai k+1 di tir v; dén v,. O
Béay git, tadit: R=M + M* &+ ... + M™
nghia 1a : Rlijl = » M™fi,j] thi hién nhién.
k=1

Rlijl=1 < c6 mjt dubng di tir dinh v; d&n dinh v,
Ma triin R goi la ma trin kha lién cia dé6 thi G.
Ta c6 thé tim R bing cich tinh M, M™',... . M™ rdi
ching lai. Tuy nhién, Warshall dd dua ra mit gidi
tit hon dé tinh R.
GIAI THUAT WARSHALL
Xét db thi G c6 ma trin lién két la M. Gidi thuit W
xiy dung diy ma trin Wy, = M, W,,.... W, trong
(1 = k < n) duge xdc dinh dua vaio ma trin W,_, nhu
Véiitr 1l dén n.
Vi j tir 1 dén n

’ Wilidl = Wii[ig) + Wil kLW [k,j]
DINH LY
Gidi thudt Warshall cho ta ma trin R = W, la ma
kha lién cia db thj G.
CHUNG MINH
Ta chi cdn chitng minh riing véi moi k, Wylij] = 1
duimg ndi dinh v; véi v, di qua cdc dinh trung gian
v ¥e... %) '
Phén chimg minh chi tiét (ding qui nap trén k)
dpc gia. O
THI DU & Coi db thi G c6 ma trin lidg két sau:

0 1

0 0

M= !1 0

Iﬂ 0

o o
Ta tinh duge :

' 03

0 0

M, = 1 1

!ﬂ 0

Erer

!'[l 1

0 o0

Msg= |1 1

0 0

S

RS

O

M, = T F

0.0

Y =

- D D e S

== RE == R = R = S

-n.‘.‘ll:'lh-'t:lﬂ

=

e SRR - T = R e T o
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Ta tim duge
[¢ w L P
e 1 15 8
w.=w = x an a0 a -F
- S WO S
x @ 1 L &
PR gy g0

D& thiy ring 44 thi nay khong lién
manh (vi 6 phin t& khéng ndm trén
chéo cia W™ bling =), nhung 6 chu trinh
¢6 phin tif trén dubng chéo cia W' hiu
O

GIAI THUAT WARSHALL

5.4.1 QUAN HE KHA LIEN
Xét dom dé thi G c6 tip hep dinh 1a V = (v;.va,....va).
vj goi la kha lién (reachable) tit dinh v, néu c6 mjt duk
di tir v; dén v;. Goi M = [m;] 14 ma trdn lién két cia G
M la mit ma triin Boole nghia 14 mdi phan tid cia M
1A O hay 1:
-3

my; =1 < cbcanh vv; trong G.

Ky hidqu M la tich cia ma trin M vdi chinh né

phép cing va nhin & diy la nhitng phép todn trong
Boole B = [0, 1] dinh nghia nhy sau :

- 0 1 :
0 0 1 0 0
1 1 1 1 D

THI DY & Coi:

0
H=.1
1
1

- = 0

0
0 1
1 0
L 0 P

4
Ta c6 M™(ijl = ) my.my, va ;
k=1

e e e

1
n 1
H‘.’li & ' 1

koL
¥, 1
gl |
I

el {I n o
Tuong ty, ta cing ky higu M™" = M M

5.4.2 BINH LY

Goi M la ma trdn lién k&t cda mét don d8 thi G. Thi ;
M [ijl=1 & cé mot duomg chidu dai k di tie dinh v, dén
dinh v,
CHUNG MINH
Ding qui nap trén k. K&t qud hién nhién ding vdi k = 1.
Gid sif két qud ding véi k. Ta c6 :

MM ijl = ) M™[i, klmy

K=l

Ro rang M*'[ijl = 1 néu va chi néu c6 it nhit 1 58 hang
trong tong trén biing 1, nghia 14

ik, M'h[l.ﬂ =lvamy=1
Do gia thiét qui nap, 6 mdt dutmg chidu dai k di tir v, dén
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Wr=W, =

| 17

10

4

7
7

1

2
1

8

13
6

7

e =

2 2 d 2
4 4 3 4

¥ Vg gl

Gidai thudt Floyd cing c6 thé ding dé tim quan hé khd lién
(reachability relation) cla mdt dé thj c6 huéng G: chi cin dat
trong s6 moi canh déu li 1, khi d6 ma trén W tim dugc sé cho
ta biét c6 dubing néi gitra 2 dinh hay khéng:
Wilijl<= < cb dutrng ndi tir v; dén v,

Péc biét, Wi,i) <@ < c¢6 chu trinh trong G chifa v,.

Nhu vy ta ciing o6 thé kifm tra xem dd thi e6 huéng G cé chu
trinh hay khéng bling gidi thuit Floyd.

THI DU 4:

Ap dyng gidi thuat Floyd vao dé thi
¥ Vs

Vi
v vs
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| 6 10 2 7 13|
4 i
W, = 3
4 8 5 11
S M T e
oty gt o

o' 8.9 99 i1e

BT A i 8

W Wos Ll " 9 5 @

TR G B R RSE

SV e A

. 4 ] 4 6 2 T
Chua vy :

i) Gidi thudt Flod cé thé dp dung cho di thi vé hi
ciing nhu dé thi cé hudng: ta chi cdn thay méi ca

= - -
huing uv bdng 1 cdp cgnh cd humg uv va wvu ovdi
_— — _
efuv ) = ol vu) = el uv ). Tuy nhién trong truong hop nay,
cdc phdn td trén dudng chéo cda ma trdn W cdn dgt

bdng 0.
ii) Pd thi cd hudng G la lidn théng manh néu va chi néu

moi phdn td khing ndm trén dutmg chéo trong ma trdn
khodng cdch ngdn nhdt W' déu hitu hgn.

5.3.3 GIAI THUAT FLOYD M3 RONG

Eing’ ﬁiﬂh dﬁt Fdl.]} = ¥ II-EU ci Eﬂﬂh ﬂﬂ'i v v ¥i v
Pylij] khong xéc dinh nfu khing, v& xem gidi thuit Floyd
md ring sau :

Xde dinh W, va P, dua vao W, , va P, nhy sau

Véii=1dénn

Véij=1dénn

o Néu Wy [ij] > Wi_li, k] + Wy _,[kj] thi dat :
Wiligl = Wy, lik] + Wi lk,j)

v RIGl o= Pfix
o Néu khong, Wiligl = W.oligl
vl Blijl = Pialigl

D& thiy ring khi gidi thuit nay két thic, ngodi ma trin
khodng cdch ngdn nhd&t W'= W, cho ta biét chidu dai
duérng ngdn nhét ndi 2 dinh cia db thi, ta con c6 thém ma

trin P’ = P, cho ta xdc dinh dubng ngén nhit nay : dubmg
ngén nhét di tir v, dén v; xdc dinh bdi diy:

i Plijl, PUPTijlil, PIPTPTijLjldl....
™I DU & Xét do thi:
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Wiiligl = chiéu dai y < W ilik] + Wikl
Do dé theo dinh nghia cia W, thi Wi[ijl = W,_,[ij]
ii) Moi dutmg chiéu dai ngdn nhat néi v, vdi v; i
cic dinh trung gian trong [v,..., v} déu chita v,.
Goi y = vi.vi.v; la 1 dubng ngdn nhét nhu
Vi:Vi VAl ¥i...v; cing la nhimg dutmg ngdn nhat
cic dinh trung gian trong |v,,...v, ;) va :
Wl k] + Wi ilk jl= chidu dai (v,...vi)+ chidu dailv
= chiéu dai l‘.'I"_'.i < w“liil
Do dé theo dinh nghia cia W, thi :
Wilijl = W lik] + Wiilk,jl

THI DI 2 Xét db thj G sau

Ap dung gidi thuit Floyd, ta tim dudc (

trong la =) -
7 2
| 1 1
W=W,= | 3
4
2 2
L 1

11

11

1
=3
8
1
3
5
10
B !
B 14
i, o
5
5 11
10 5
2 8
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|ABCDETF G
LAE BT L
nz_d'dﬁiﬁ
ABFBAF

Qlwirim
&)
o

L
w1
&
n

©
®

Gidi thudt chdm dit va bang lip dugc sau ciing cho ta con

ngin nhit ndi A dén cde dinh khdc,

Ehinghgndtﬁngng&nnh&'tnd]AdEquﬁﬁﬁﬂH vil
duiing ngén nhdt nay la 5.

Nhin xét Thng khi gidi thugt Dijkstra kit thic, ta sé nhin o
ciy bao trim L cia G va dubng ngin nhit néi v, dén mdt d

khde chinh la duimg duy nhat trong L ndi vy véi dinh dé,
L la edy bao trim Dijkstra géc v, cia G.

53 GIAI THUAT FLOYD

Xét 1 dé thi c6 hudng c6 trong s G.
122

5.3.1

53.2

Dé tim con dubing ngn nhit gida moi cip dinh cia G, ta c6 thé
ap dung gidi thuft Dijkstra nhidu lan hofic dp dung mdt gidi
thuét don gidn la gidi thuat Floyd duge trinh bay dudi day.

Gia s G cb tip hop'cdc dinh 14 V = |v,, vy, ...,v,] v c6 ma trin
Id:mﬁng cich la W = W

Giai thuit Floyd xiy dung diy cAc matrinn xn W, (0 < k < n)
nhu sau :

GIAI THUAT FLOYD
Xac dinh ma trin W, dua vio ma trin Wy, (1 £k < n) nhit sau ;
Véii=1dénn,
Vogij=1dénn
Néu Wy, lig] > Wiali k] + Wilkjl thi dat
Widigl = Wilink] + Wy i lkjl
Néu khong, dat
Wilijl = Wi,ligl

BINH LY
Gidi thudgt Floyd cho ta ma trgn W* = W, la ma trdn
khodng edach nhé nhat cda d6 thi G.
CHUNG MINH
Ta ching minh biing qui nap theo k ménh dé sau :
Wilij) la chidu dai dueng ngén nhit trong nhitlng dubmg
nbi dinh v, vdi dinh v; di qua cdc dinh trung gian trong
¥y Ve, ¥
Trude hét ménh dé hién nhién ding vdi k = 0.
Gid s ménh dé ding véi k - 1.
Xét Wiligl Co hai truémg hap :
i} Trong nhing dutng chifu dai ngdn nhit ndi v, véi v, va

di qua cdc dinh trung gian trong [vi,...v.), c6 mdt dubmg

y a0 cho vy ¢ y. Thi y cimg la duémg ngdn nhit ndi v,

viii v; di qua cdc dinh trung gian trong lv,.... v, nén
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O buidc tha 1, ta ldp duge bing sau :

@

ABCDEFGH A BCDETFGH
LEE L | &R L
.E'[]Im-mm|m_t;:ll @‘ O O Eﬂzilllﬁlﬁs
0 F o RORE AU AR Ak x ABFBAFZC
Chon duge dinh F dit vao L va ta 6 bang sau

|ABCDEFGH ABCDETFGH
L Yol ;

L] insbls (5% 10 L | 106 Ly BT
5[0 2 » 4 = 1 6 = . 02 4.4 6 £6 5
n A AF A AF A ABFBAFLC
Cir tifp tuc nhu trén, ta c6 ldn lugt :

| ABCDEF GH . ABCDEFGH
LIL L L @ WETR 08 Bl TR
5[0 2 446 1 60 502744 61 65
x|/ ABFBAFA " ABFBAFC
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523 DINHLY
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Bat M(v) va =*v) la tri 80 cia &v) va afv) khi gidi

Dijkstra ding. Thi con dutmg ngdn nhdt di tir vy dén
chiéu dai la &fw) va dupe xde dinh bdi ham x*:dinh
1 dinh v trén duimg ngdn nhdt nay la =*(v),

CHUNG MINH
Hifn nhién giai thudt ludn luén dimg.
Trude hét nhan xét rAng véi moi dinh w & V va tai
thai difm thuc hién gidi thuit ta luén o6 :
c*vy, w) < 8lw) = c*vy, W) 5% w)
Gia s thit t chon cdc dinh dat vao L 1a vy, vy, ....¥,
Ta chimg minh ring §*(v;) < §*(v,,1) , Vi.
O vong lap thi i (chon dinh v, dat vao L) thiv,,, ¢ L
6*(v;) = &ilv,) = Bilvia)
(6 la ham & & vong lap thi i)

O vong lap thiri + 1 ta b :
%(vi.) = Bilviag).

Bilv;.q) néu §(v ) S8 *(v) +elv,v,y)
< {E'W,H elv;,¥,.;) néu §(v,.;)>6%(v)+clv,v,)

do db &6%(v) 5 6%(vy,,)
Nhy thé néu dinh v duge chon dét vao L trude w thi
G%(v) < 5%w)

Biy git gia sd cd dinh w sao cho c*lvy,w) < 6%w).
vow,..w,w la dubng ngin nhit ndi v, véi w,
c*lw,,wl = clw,w) vt cé thé gid sit riing c*lv,w) = E"'[
Vi=l..p
Tach :

&*(w,) < 6% w,) + c*lw,w) = c*lvywy) + c*(w,w)

Vay dinh w, duge chon dat vao L trude dinh w.
O thii diém chon w, dat vao L thi :
c*ivgwy) = 5% w,)
clve,w) = c*{vo,wp) + c*(w,w)
= &% w,) + clw,w)
z blw)
z %w)

Vo ly. O

Lufa ¥:

1) Pé tim con duimg ngdn nhdt néi dinh v, véi mit dinh
w , ta dp dung gidi thugt Dijkstra véi didu kién dirng
thay dbi nhu sau:

Néu w e L thi gidi thudt ding.

2) Gidi thudt Dijkstra cing dp dung duge cho dé thi

vd hudng.

THI DV 1: Xét da thi :

Ta ding giai thuit Dijkstra dé tim dubng
ngin nhit ndi A dén cdc dinh khic.
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6.1.7 BINHLY

Ap dung gidi thudt Ford-Fulkerson vao mang G. Khi
thugt két thic thi p la 1 ham téi t5i dai va (P, P)
phép cdt a-z t8i tifu eda G.
CHUNG MINH

Moi lin dp dung gidi thuét, ta lai tim duge 1 ham o m
tdi trong 16n hon tdi trong cia ham ci, do dé gidi @

WWW.VIETMATHS.COM

phai dimg sau mot s6 hitu han 14n dp dung gidi thuét.
Trudc hét ta chitng minh ¢ la mdt ham tai. Ding qui nap.
Hifn nhién @ 6 gis tri nguyén. Goi ¢, 1a ham thi ci va
os = @y + Mz) ox 12 ham tdi mdi. CA ¢, va gy cing thoa (i) va
(iii) trong dinh nghia ham tdi, do dé ¢, cing thoa (i) va (ii).
Nhén xét ring vdi moi dinh v trén diy chuyén K, ta luén
lubn, c6 Alz) < Alv).

—
Vdi e = uv trong G.

¢« nfue ¢ K thi gxle) = 0, ma ggle)= ¢le)
= 0= goe) =cle)
e néuee Kvieocdhudng tir a dén z thi
Alz) prle) = Alz)
< Alv) = min{A{u),s(e))
< sle) = cle) - pyle)
ma pole) = gyle) + Alz)
= 0 < gyle) < cle)
e néue ¢ K vae cd hufng tir z dén a thi
Alz)pgie) = -Alz)
2 =Alu)
= —min(A(v), gile))
= maxi{-Alv),—g(e))
z —ple)
mé @le) =  gyle) - Alz)
= 0 = @gle) <cle)
Viy ¢y thoa (i) = oy la ham tai.
By giv goi P 1a tip hop xdc dinh dugc khi gidi thuat
dimg. Hién nhién (P,P ) la 1 phép cit a-z.

_..}
Véie= v _ trong G :
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* néuee (P, P)thividinh v khéng thé ghi nhan

« néue e (PP)thivi dinh u khéng thé ghi nhin
ﬂ .

Do hé luin 6.1.5 (P, P) la 1 phép cit a-z t&i tidu va @
ham tdi t&i dai. O |

6.1.8 PINH LY (Max Flow-Min Cut Theorem)

Trong 1 mgng G, tdi trong cda 1 ham tdi t6i dai
trong 86 cua I phép odit a-z 180 tiéu.

CHUNG MiNH: Hién nhién. O

ple) =

THI DU 1:

slel=0 = ple) =cle)

Xét mang G véi him tdi trén G sau :
b 6,5 d |

[ 1,1 &
Ta dp dung gidi thuit Ford-Fulke-son.
Gdn Inhﬁn (-, @) cho dinh a.

(d .Z) (c*,2)

(& :I Jb - ) e
(a*,3) (h™.2)

Xét dinh a. Thue hién tha tue ghi nhin
Khing cé canh nio tdi trong a ca, co 2

WWW.VIETMATHS.COM

o —
tdi ngodi a la ab va ac.

_}
Coi dinh b. Vi s(ab ) = 0 nén khéng gin nhan
cho b duge.
_'.

Coi dinh ¢. Vi Ala) = = va s(ac) = 3 nén ta
gan nhin (a*, 3) cho c.

Xét dinh c. Dat nhéin cho d la (c*, 2)
Xét dinh d. Dét nhin cho b la (d, 2)
Xét dinh b. Dat nhan cho e la (b*, 2)
Xét dinh e. Dét nhén cho z la (e*, 2)

Béy gi®! dinh z da ¢6 nhan.

Bing phuong phap di nguge (backtracking) tit
z, ta tim duge diy chuyén K = acdbez va ham
tdi ¢ duge sua thanh

b 6,3 d

Lap lai gidi thudt trén .
Lai gdn nhin (-, =) cho a.
Xét dinh a. PDat nhan cho ¢ la (a”, 1).

Xét dinh ¢. Thidy ngay ring khing thé gén
nhéin cho dinh nao khie.
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WWW.VIETMATHS.COM 8.2.3.1 Giai “ﬂl tim nmhanh chu trinh Hamilton {w
Traveling Salesman Tour Algorithm)

1. Chon 1 dinh a diit vao I,
2. Néu moi dinh cda G déu thude I' thi dimg.

3. Néu khing, chon dinh z 6 ngoai I’ gdn 1 dinh v
trong I' = a...uv..a nhit. Chen z vao ngay tnidc
v d€ thanh chu trinh méi I' = a...uzv..a.

Trd vé budc 2.

Hién nhién gidi thuit nay lubn luén thue hién duge
va khi gidi thuft k&t thic thi I 1a 1 chu trinh

Hamilton.
62.3.2 Djnh ly

Chu trinh T tim dupe bdng gidi thudt trén c6 trong
s nhd hon 2 ldn trong sd cia chu trink Hamilton

nhd nhdt.
CHUNG MINH
Goi Ty, Ty,... Iy 1a céic chu trinh gém 1, 2...n dinh ma ta
(32 l4n lugt xdy dyng duge khi &p dung gidi thujt vao a4 thi
14 G gim n dinh,

Goi I'" 1a chu trinh Hamilton nhé nhit va dit S,=I"-le’], e
14 mét canh c6 trong s8 16n nhét trong I'".
Vdii=1, 2..n-1, xét T, = a.uv..a Goi z la dinh duge
chon chen vho ngay trude v trong I, d& thainh I;,; =
A...Uryv...a
Tén tai 1 dubmg trong S; ni z véi dinh w € I, Trén dubmg
nity goi w'w | canh cufi cimg, w' ¢ I'. Diit S,,,=8, \[w'w |
Ta ky hiéu trong s6 béi chif ¢ thi :

i) = el = cluz) + clzv) - cluv )
Theo diéu kién chon dinh z cia gidi thudt thi :

Ta tim dugc chu trinh Hamilton ngén
(c6 chidu dai bling 14) la :

154321 0

623 MOT GIAI THUAT KHAC PE GIAI GAN BUNG BAI TOAN DU L
Gidi thuit “ré nhdnh va chidn” lubn ludn cho ta tim
l3i gidi ciia bai todn du lich, tuy nhién né kha phie
co thisi gian thuc hign tuong di lén.

Ddi vdi cdc dd thi vo hudng (nghia la c6 ma trin
déi ximg) va thda bdt ddng thic tam gidc :
my < my; + my , Vi, j, k ddi mit khéc nhau
Ta ob thé dp dung gidi thuit don gidn sau diy dé tim
gidi gén ding cho bai todn du lich.
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ré nhdnh. Xét (43). Thay my = =

gon, ta duge : nhanh. Xét (54 ). Thay mg, = = rdi nit gon,

ta dugc :
2 3 4 6
¥ 3 .32 4-5
i I T | ]
3 |0 0 0 1 0o 0|
HH= 5 H_*= 3 0 ﬂ‘
4 |0
o Rk Lok |
o e e e - vdi LB=17
vii LB =18

Xét (54). X6a hang 5 cit 4, déng théi thay

Xét (43). X6a hang 4 cit 3, dong mys = = rdi rit gon, ta duge :

mgy = % roi rit gon, ta c6 :

..2
3. 4 b : | 8
1 1 0 Msq =
3 Lo
Mg= 3 |0 : véi LB =14
B L2 0 Bay gio, thdy ngay ring phdi chon tifp cdc
vii LB = 14 — —l
canh 15 va 32, vi viin 6 LB = 14.
Ta cb cdy nhi phén :

Viy, ciy nhi phéin sau cing la :

_l.
Tir (43), chon 54 d& thuc hién thd
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Sau dé ta rit gon ma trdn M d€ tim LB (mdi) cda (ij):
LB (mdi) = LB(cd) + tng cdc phdn td rit gon

Kﬁti%]-ﬂﬂtmﬁzm.ﬁtmﬂdﬁﬁmm[mﬂi]:ﬁﬁ
Ta c6 dudc cdy nhi phan gc X, cdc 14 ciia cdy nay i
qua cua thi tue ré nhdnh.
Lﬁphithilu,lcrﬁnh&nhtgitinﬁl.ﬂnhﬁnhﬂ
khi tim duge lon gidi cia bai todn.

THI DY) 3 Eétdﬁth;ﬂnﬁmatrmkhuﬁngcﬁch
(Céc vi tri trdng la «).

BV SRR
1 Byl ik 8
2 | 4 4 5 6
M= 3 |6 3 4 4
W8 5 Rt ek 6
W T T e

Thue hién thi tuc nit gon ma trin, ta

30 85 WB - B

1 Nl G B

2 | o RS

My= 3 |2 0 0 0

4 |2 4 0 4

ELbE um. B0
vdi LB = 14

—r
Chon 21 d& thue hién thu tue ré

Xét (21 ). Thay my, biing « rdi rit gon, ta duoc:

I_1 g - & B
1 s A i nE SR
2 0 0 41
H~= 3 0 0 0 O
21
4 0 4 O 4 |
o L1 3. 919 ¥
vii LB =16

Xét (21). xﬂnhﬁﬁgﬂnﬁtlirithljrmﬂ_m
rbi rit gon, ta cb :

BF A

1 T e

My= 3 |0 0 0
4 |4 0 4

5 R e ek

16 14
_*
Tir (21)., chon eanh 43 dé& thue hién thi tue
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Biit nhin cho b la (a*, 2)
Xét dinh b.

Biat nhén cho e la (b*, 1)
Xét dinh e.
Bit nhan cho ¢ 1a (e*, 1)
Xét dinh .
Bit nhan ého d 1 (c*, 1)

E¥n ddy, ta khong thé dat nhan cho
dinh nao » mi z chua c6 nhin. Viy
tai cudi nay la téi dai va phép
(la, b, ¢, d, el, If, z]) la téi tidu. O

6.2 BAI TOAN DU LICH

6.2.1 GIOI THIEU BAI TOAN

Cho 1 db thi ¢6 hudng ddy di c6 trong s6 G. Ta mub
1 chu trinh Hamilton c6 trong s& nhé nhét cia G.
Eﬂhﬁnn&ygpil&hﬁitaﬂndulinhfﬂnmﬁng
Problem) cla dé thj G va lsi gidi chinh xdc cia né.

156

tim béng gidi thuit ré nhdnh va chin (Branch and Bound
algorithm) sau :
GIAI THUAT RE NHANH VA CHAN

Gia su tdp hop cde dinh cia G la (1, 2,...,n] va ma trin
trong s8 clia G 1A M = [my] véi :

—’.

m;; = trong sd cia canh ij
Nhén xét ring trén mbi dong (cit) eha M, mét chu trinh
Hamilton diing dén 1 va chi 1 phin t.
Trudc hét ta thue hién thi tue rit gon M: Trir mdi phin td
trén mdi dong (cHt) cho phén tir nhé nhit (goi la phin ti
rit gon) cla dong (ejt) db.
bt LB = tdng cdc phin t rit gon.
Dé théy ring moi chu trinh Hamilton déu c6 trong =8 lén
hon hay bling LB.

S
Ti€p theo, chon 1 canh ij v&i m,; = 0 d€ thuc hién thd tuc
ré nhdnh sau : Goi X la tip hop gbm moi chu trinh
Hamilton ¢6 trong s nhdé nh&t (nghia 14 moi loi gidi).
Chia X thanh 2 tdp hgp con cdch biét la (ij) gdom cde l&i

.-..* e
~ gidi cb chia canh ij va (ij) gbm céc 1oi gidi khong chia

_I.
canh ij .
Xét (ij). Moi chu trinh trong (ij) déu khéng ding dén bit ki

phéin tif ndo (ngoai my) trén hang i va trén cdt j, do db ta
cH thé x6a hang i va cbt j trong M.

-
Lai d€ ¥ ring canh ij ciing s& khong ding dén, vay dat

.-.-.'.
m;; = = (nghia la x6a canh ij ).

Ngoai ra vi chu trinh Hamilton khiéng chita chu trinh con
thue sy nén nhing phéin t néu ding dén thi tao ra chu
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Pét nhin cho e la (b*, 2)

Xét dinh c.

Pt nhin cho d la (c*, 1)

Xét dinh d.

Pét nhin cho fla (d°, 1)

Xét dinh £

bét nhin choz 1A (", 1)
(a*,2) (b+,2)

b - 7.4 e

z (f*.1)
12,10
d 9.7 i
(ct.1) (d*.1)
Tim dugc diy chuyén acdfr va ham tdi ¢
sita thanh
b 7.4 e

d 9.8 f
Lap lai gidi thuat.
Xét dinh a.

DBt nhéin cho b 1a (a®, 2)

154

Xét dinh b.
Pét nhién cho e la (b*, 2)
Xét dinh e.
Pat nhin cho ¢ la (e”, 2)
Xét dinh c.
Pit nhédn cho d la (c*, 2)
Xét dinh d.
D4t nhiin cho fla (d°, 1)
Xét dinh f.
Pét nhén choz 1a (7, 1)

(at,2) (b*,2)
b ¢

T4

z (f+.1)

12,11

d 9.8 f
(c*.2) (d*,1)
Tim duge diy chuyén abecdfz v ham tidi ¢
sifa thanh
b 1.5 ¢
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Pat nhén cho e la (b*, 2).
Xét dinh d.
P#t nhéan che fla (d*, 7).
Xét dinh [
DB#t nhin cho z la (f, 7).

(at+,2) (bt+,2)
h 7.4 ¢
d 0 f .
(a*,7) (c+.3)

bét nhén cho e la (b*, 2).

Xét dinh c.

Dat nhén cho 4 (¢*, 3)

Xét dinh f.

Biit nhiin cho z 1a (f*, 3)

“E&Wfﬂfmnﬂd:vﬁhhmtﬁ
sia thanh

(a*+,7) (d*.7)

Tim dugc diy chuyén adfz 14 ham tdi ¢ duge
sua thanh

(a¥,6) d 9,7 [
Lap lai giai thuat. Lap lai giai thuat.
Xét dinh a . Rét dinh a.
Dat nhin cho b 1& (a’, 2), nhin cho Pat nhén cho b la (a®, 2), nhin cho ¢ la

(a*,1), nhén cho d 14 (a*, 7) (a*,1).
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-
I:I' ﬁ'l d WWW.VIETMATHS.COM Ht II I ﬂ_ Thﬂc hj&n 't.h_& L'li.]l: Ehj I I t#j a.

Khéng cf canh nao tdi trong a ca.
<> =
Cé 3 canh téi ngoai a 1A ab,ac va ad.

Coi dinh b. Piph b chua cf nhin wva

s(ab) = 6, viy dit nhan cho b 12 (a*, 6).
Tuong ty dit nhin cho c la (a*, 4) va dat

c ‘.1 e nhin cho d la (a*, 7)
(a*,1) Xét dinh b.
Viy ham tdi ¢ nhu trén la tdi Pét nhén cho e la (b*, 6).
(la,cl,Ib,d,e, 2]) la 1 phép cit a-z tdi ti Xét dinh c.
Cho mang G sau : P#t nhan cho f1a (¢*, 3).
b 7 ¢ Xét dinh e.
6 v 4 Pat nhin cho z la (e*, 4). Biy gid dinh z da
A ¢6 nhin. Ta tim duge diy chuyén abez va
a Z ham tdi ¢ duge sda thanh .
b 1.4 €
” 12
d 9 f
Goi @ 14 ham tadi zero trén G.

Gédn nhén (-, =) cho dinh a.

Lap lai gidi thujt trén.
Lai gdn nhén (-, =) cho a.

Xét dinh a.

Pat nhin cho b 1 (a*, 2), nhin cho ¢ la
(a*.4). nhin cho d 14 (a®, 7).

Xét dinh b.
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Tlhiuﬁ_hﬂdln_gthﬂc;tll:l.'-ﬂc:__ S E
clzv)+cluv)zcelzu) = cluz)-cluv)sclzv)

Viy o) — el <2e(zv) s 2lw'w) = 2(c(S) - oS,

Suyra: ol <2e(S,)<2el’) o
THipy«  Xét dd thj G c6 ma trin trong s sau :

43 BAI TOAN GHEP POI

6.3.1 GIOI THIEU BAI TOAN
Cho mét dé thi ludng phidn G = (X, Y, E) véi X la tip hgp
céc dinh trdi va Y la tip hop céc dinh phii cia G.
Mit bd ghép (matching) clia G 1a mét tip hop céc canh cla

o SN e Mgy, (N G d6i mot khéng cé dinh chung.

1 7 5 10 3 14 EﬂitﬂnﬂhﬁpﬂﬁifﬂﬂhﬁiﬂlwﬂﬂJﬂﬂhﬂmnﬂtﬂ
ghép tdi dai (nghia la c6 s5 canh lén nhit) cia G.

217 B e 6. 9 Xét mot b ghép M ca G.

3 5 9 ] 6 10 Céic dinh trong M goi 1A cfc dinh 4 ghép (mnrtched vertices).
Mot duimg pha (alternating path) la 1 dudng trong G bét

4.1 197 4" 0 8 12 18 dAu bAng mét X-dinh chua ghép va gdm céc canh lin lugt

5T 878 "848 13 | khong rbi dén c6 nAm trong M.

6l 9 10 12 13 Mot dubng md (augmenting path) cia M la 1 dubng pha

cia M két thic bling mdt Y-dinh chua ghép.
Tir 1 X dinh u chun ghép, ta cb thé xiy dung 1 ciy pha
(alternating tree) gic u ghm tit ci cdc dubmg pha bt diu tif u

(cic duttng pha nay khing c6 dinh chung nao khéc ngodi u).
Mét cdy pha c6 chifa it nhit 1 dubng md goi la 1 ciy md

(augmenting tree), néu khéng ta goi ndé la 1 cdy déng
(Hungarian tree), gc u cia ciy déng nay goi la dinh déng

(Hungarian acorn).
Pé tim bd ghép tdi dai cia 1 db thj ludng phin G, ta ding

Ma trén trong s§ d5i xdng va thoa bt
thic tam gidc. Ta dp dung gidi t
nhanh chu trinh Hamilton.
Chondinh 1, T, = 1.

Dinh 5 gin 1 nhit, vy TI:=151.
Dinh 3 gdn 1 nhét, vy T;=1531.
Dinh 2 gn 5nhdt, vy [,=12531.
Dinh 4 gin 2nhét, vdy [=14253

E- 9 : & : Eiiithlﬂ.tdmmaﬂﬂu:
Dinh 6 gén 2 nhat, viy T 14628 S50 AR SUNNG SI0 Uianig P Himpate Apeite
Ta tim duge chu trinh 146253 1 c6 ¢ Xay dung b ghép M nhu sau -

0 la 47.

Néu ta bt diu bing cich chon dinh 2, ta
dugc chutrinh 243 156 2 ¢6 trong s0 42,
(Chu trinh Hamilton ngdn nhit cia dé

nay cb trong sd la 39). O

1. Moi X-dinh la chua kifm tra. Dat M = @.
2. Néu moi X-dinh chua ghép déu di kiém tra thi difng.
3. Néu khéng, chon mjt X-dinh u chua ghép va chua

kifém tra dé xdy dung 1 ciy pha goc u.
4. Néu cay pha nay la ciy md thi qua budc 5, néu khing,
danh ddu u la da kiém tra rbi quay vé budc 2.
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5. Thuc hién tha tuc mé rong M béing ciy md nhu s;
Trén dudng md, loai bé cdc canh trong M va thém
cdc canh ngodi M d€ nhéan dugc b ghép méi.
Pénh ddu moi X-dinh la chua kiém tra. .
Quay vé budc 2. '

So db khdi cla gidi thuit nay 1a :

untested X-vertex

[Grow altemating tree from u]

Augment
Mark all X-vertices “untested”
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6.3.3 DINHLY

B¢ ghép nhén duge khi dp dung guiz thugt duong md va
ddthciwt‘iugpMnGiaM’;dq: '

CHUNC MINH : ]
Goi M 1a b ghép nhan duge khi gidi thuat dimg. Lic niy
moi X-dinh chua ghép déu la dinh déng.
Gid sif 6 1 by ghép M’ chita nhiéu canh hon M thi phai e
1 X-dinh a da ghép déi v6i M nhung chua ghép dsi véi
Ta xdy dung 1 dudng pha duy nhat bit ddu tir a gbm 14
lugt cac canh trong M’ va trong M.

M* M M*

a

Vi a la dinh déng déi véi M nén dudng pha nay phai ké
thic & mét X-dinh b. Hon nita b phéi 1a dinh chua ghé
ddi v6i M va da ghép d&i véi M. i
Nhu vay, mdi dinh a da ghép d6i véi M" va chua ghép dé
v6i M déu tuong (ng 1-1 véi mét dinh b da ghép déi véi M
va chua ghép ddi v6i M. Diéu nay ching t6 M" khong thi
chda nhiéu dinh hon M duoc. '

Né6i cach khéc, M 1a b ghép t6i dai. O A

Luu y : Ta cé thé dap dung gidi thudt nay bdt ddu f'
1 b6 ghép M bét ki, gidi thudt sé sia va mé
rong M dan dé sau cing tro thanh 1 b6 ghéy
t6i dai.

THI DU 5: Xét dé thi ludng phan G sau :

WWW.VIETMATHS.COM

T O T MmO A ®E >

Ma trén lién két cia G 1a :

A |1

B g

c 1

D 1
E 1 1 1
F 1 1
G 1 1 1 1
ke i - o S

Coi bo ghép dau tién :

o] s O w i

= m
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3

tir d6 suy ra bd ghép méi :

P
by

1

OO T wm >

T o m g 0w >

. oE
. W
Xét dinh E. Cay pha géc E 1a : Xét dinh F. Cay pha gdc F 1a :
- b E c C e
------- —————= ==
S B .
F
E O ke B B il il e N e T
d D h B
¢6 chia dudng md
_______ P C
d D L--_? ------- E B TR ..—--e

Suy ra b ghép méi :

T OmM. Mmoo O ®w >
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t dinh- G. Cay pha goc G la : ; Déy 1a 1 cay déng vi khong chia dudng md

a A f
_________ L WA oo 8 0,
b F
--------- &
@
c E
e D
c6 chita dudng mé
G_____g _________ A f
suy ra b ghép méi:
A H]
B b
C C
D d
E e
F f
G og
H h

Cubi cung, xét dinh H. Cay pha goc H la

c E
_________ i ot S L R
d D h

nao cd, va gidi thuat két thic. B ghép sau
cung la bd ghép téi dai cha G. o i |
Mot bo ghép M cia d6 thi luéng phan
G=(X,Y:E) duge goi la X-ddy du (X-compele
matching) néu M chda moi X-dinh.

V6i A = X, dat I'(A) 1a tap hop dinh y € Y ké
vdi mét dinh x € A.

6.3.4 BDINH LY (Hall)
Dé thi luing phéan G = (X,Y;E) cé 1 b6 ghép X-ddy di néu
va chlnéu VAc X, 1ITA)|l 2 1A,

CHUNG MINH: Phén thuan la hién nhién. Xét phan déo.
Néu G khong c6 bd ghép X-day da thi giai
thuat dubng md khi ding luén luén sinh ra
cAy déng va trén cdy nay, s§ X-dinh nhiéu
hon sé Y-dinh: vé 1y. a

6.4 BAI TOAN TO MAU

6.4.1 GIOI THIEU BAI TOAN

Cho mét dé thi G. Té mau G la gdn cho mdi dinh cia G
mdt mau sao cho 2 dinh ké nhau phai duge gdn 2 mau

khéc nhau.
S¢ mau 1t nhét cdn dung dé t6 mau dé thi G goi 1a sdc sd
(chromatic number) cia G va ky hiéu la y(G).

THI DU 6: Tim s#c s6 cia dé thi G sau :
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F B E
C A
G D H

Nhén xét riing 4 dinh A, B, C, D d6i mot
nhau nén phdi dugec t6 bing 4 mau K
nhau. Vay x(G) 2 4. Hon nila, ¢6 thé dum
mau dénh s6 1, 2, 3, 4 48 t6 mau G nhu s

1 2 3
3 1
Vay y(G) = 4.

Biy gior ta khdo sat bai todn di tim sie

WWW.VIETMATHS.COM

6.4.2 DINHLY

ciia mot dé thi cho truge.

Néu G c6 chia 1 dé thi con ddng hinh véi K, thi y(G) z m.
CcHUNG MINH: Hién nhién. o

THi DY 7:

Tim s#c s6 cia d6 thi sau :
ol i

D C

G chua K, vy x(G) 2 3.

Dimng 3 mau danh s6 1, 2, 3 dé to mau G. Gia sif
dinh F td mau 1, A mau 2 v B mau 3. Thiy
ngay rang phai t6 C mau 2 va D mau 3. Bay gi
bit bupe phai dimg mot mau khéc 3 mau trén

dé td mau dinh E. Vay x(G) = 4. o
Khi tim sdc s6 cia 1 db thi G, ¢6 2 diéu cdn
luu ¥ :

— Néu G' l1a mdt dd thi con cia db thi G thi
1UG') < 3G

~ Néu ding k mau dé t6 mau G thi khong
cAn quan tam dén nhimg dinh c6 bac < k.
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6.4.3 DINH LY

6.4.4

6.4.5

Mgt don dé thi c6 thé t6 bdng 2 mau néu né khong M-.:_"
trinh lé. ]
CHUNG MINH

(=) Hién nhién.

(<) Xét don dé-thi G khéng c6 chu trinh 1&. C6 thé gig
G lién théng. Chon 1 dinh v, € G. Ta tb mau cdc dinh
G bling 2 mau dénh s5 0 va 1 theo céch sau : V6i mdi ¢
X, ¢6 1 dudng trong G ndi v, véi x, néu dudng nay cé ck
dai chéin thi t6 mau 0 cho x, néu dudng nay c6 chiéu da
thi t6 mau 1 cho x. D& ching minh ring cich to mau
hoan toan xac dinh (well-difined), chi cAn ching minh
moéi dinh x khéng thé c6 2 dubng néi v, véi x ma cé
chin 1é khéc nhau. Thyc vy, néu c6 2 dudng mang ¢
chén 1é khée nhau cung néi v, v6i x thi dé thdy riing
phai chda it nhat 1 chu trinh 1&: vé 1y.

DINH LY

V6i méi s6 nguyén duong k, c6 1 dé thi khong chita Ky
c6 sde s6 bing k.

CHUNG MINH: Diing qui nap.

Trugng hgp k = 1 hién nhién ding.
Gia s da c6 da thi G, khong chifa K, vii c6 sdc s5 bim
(k 2 1). Ta x4y dung dé thi Gy,, gém k ban sao cia Gy
thém n: dinh méi (ny la s§ dinh cia G,) theo cdch .
mdi by thit tf (v, Vs,....vs) v6i v, la dinh thudc bin sa0
thi i sé tuong ing véi 1 dinh méi , dinh méi nay duge |
bang k canh méi dén cdc dinh v, trong ban sao G, thd i
Dé thay ring G,,, khong chia K, va 1Gya) =k + 1.

BINH LY 5 MAU (Kempe-Heawood)
Moi dé thi phdng déu c6 sdc sd < 5.

WWW.VIETMATHS
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Xét db thi G c6 n dinh. Diung phép chimg minh qui nap
trén n.
Truting hop G ¢6 1 dinh hién nhién dang.
Gi st moi db thi phing c6 n dinh (n > 1) déu c6 thé tb
bing 5 mau. Coi 1 db thi phing c6 n + 1 dinh. C6 thé gia
sit G la don db thi.
Vi G phing nén G c6 1 dinh x c6 bac <5 (bai tdp 13 ch.1).
Loai bé dinh x nay khéi G, ta nhan duge 1 dé thi phing
méi ¢ n dinh. T6 mau cho dd thi méi nay bing 5 mau, do
gid thiét qui nap nén diéu nay thyc hién duge. Bay git dua
dinh x vao lai d8 thi.
Néu céc dinh ké vdi x duge té bliing it hon 5 mau thi té
mau x bing 1 trong 5 mau khéc mau cac dinh ké véi x la
xong : dé thi G da dugc té bang 5 mau.
Vay chi xét truong hop d(x) = 5 va 5 dinh ké véi x duge t5
b&ng 5 mau nhy hinh vé sau:

58

' 2
c3 b
Xét tat ca cac dudng trong G bat diu tir a va gom céc dinh
chi té bing mau 1 va mau 3, trong cac duong nay né:.l
khong c6 dudng nao di qua dinh c thi ta c6 thé thay d‘?f
.mau cac dinh trén tit ci cdc dudng néi trén theo cach déi
mau 1 thanh mau 3 va ta c6 thé &6 dinh x mau 1.

Néu c6 1 dudng tif a dén ¢ gom toan cac dinh chi té bing
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xa va cx sé tao thanh 1 chu trinh, 2 dinh b, d
thé nim ciing bén trong ho#c cung bén ngodi chu
nay dugc. Suy ra khéng c6 duong nao tit b dén d gé
dinh chi t6 bing mau 2 va mau 4. V4y lai c6 thé th
mau cdc dinh trén t4t ci cdc dudng bt ddu tir b gl
dinh chi t6 mau 2 va mau 4 theo cdch d6i mau 2
mau 4 va nguge lai. Lic nay, b va d ¢6 cing mau 4 vi
thé t6 dinh x béing mau 2. i

BAI TOAN 4 MAU .
Trén mét ban dé bat ky, ta néi n6 duge t6 mau né
mién clia né dugc t6 mot mau xdc dinh sao cho 2 1
nhau (chung mét phén bién) phai duge td bing 2 mau
nhau. Van dé cdn ding t8i thiéu bao nhidu mau dé #
bén dé bat ky da dugc dat ra tir khodng gitta thé |
Mé hinh todn hoc cua bai todn nay nhy sau : Véi mi
dd M cho truéc, ta xdy dung mét d6 thi G tuong
mién cla M tng v6i mét dinh cia G, 2 mién cia
chung m¢t phdn bién néu va chi néu 2 dinh tuonj
trong G c6 canh ndi. D& thdy réng dé thi G nhan
theo cdch trén la mot dé thi phdng. Nhu thé thi bai
td mau M tré thanh bai todn t6 mau G. Ngay tif kh
xudt hién bai todn ngubi ta da dat gid thiét riing 1vi g
bai todn nay la 4. Tuy nhién, khong c6 mjt
ding nao cho gia thiét nay dugc dua ra cho dén nam
mdt nhém cde nha todn hoc (K. Appel, W. Ha.ken,J:
da xay dung mot 1di gidi dua trén céc két qua do mé)
IBM 360 cung cAp (mit hang ngan gis trén may tin
khéng dinh duge gia thiét 4 mau la ding.
Gig day, ta c6
6.4.6.1 Dinh 1§ 4 mau (Appel-Haken)

Moi dé thi phéng déu co sdc s6 <4.
L&i giat cia bai todn 4 mau la 1 sy kién rat dédng

day 1a 14n d4u tién mot gid thuyét todn hoc ndi tiéng da
duge chimg minh bing kha nang téng hgp cia con ngudi
va mdy tinh.

45 BAI TOAN MA VOI GIAI THUAT VITERBI

6.5.1 BAI TOAN MA VA MAY MA CHAP
Gia st S muén gdi dén R mét ban théng tin dudi dang 1
chudi céc bit nhi phan. Trong qué trinh truyén théng tin
c6 thé c6 mét s6 sai léch : bit 0 thanh bit 1 hoée ngudc lai.
Pé c6 thé phat hién va sita cdc bit sai nay, ngubi ta sé ma
héa dif lidu rdi méi chuyén di.
Mot may hitu han trang thai (FSM : Finite State Machine)
ding dé ma héa dit liéu goi la may ma chép (convolutional
encoder). Cé nhiéu loai mdy méa chép, dudi diy ta xét mot
mdy ma chdp hét sic don gidn, dé la mét mach tuan tu
gbm 2 D-flip flop va 3 céng XOR:
- o)

Mach nay gém 1 dubng input, 2 dudng output va tuong ung
véi«endy hifu han trang thdi c6 bang trang thai sau :

Present State Next State Output
0 110 1
A =00 A ¢ | 00 11
B=01 A €41 00
C=10 B D |01 10
D=11 B D |10 01

Ta ciing ¢6 thé thay bang trang thdi nay hang hinh vé sau
goi 1a don vi mdt cdo cia may:
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output

’ 01 +

Present state I Next state

:‘:Iaiy bat ddu & trang th4i ddu A va khi dua mot -.-'."
i¢u vao mdy, ta nhan dugc chudi output tuong i
chudi da ma héa. . 2
6.5.2 GIAI THUAT VITERBI

Trong khi truyén tin hiéu c6 thé xdy ra nhiing sai
Viterbi da dua ra mét gidi thuat dé cé thé sia nh 2
léch nay (néu khéng sai nhiéu qud) bing céch dung

: ma chap nhu trén d& ma héa timg b6 4 bit input nhig
1 2

L]

. 1t e *

Hinh vé trén dugc suy ra tir don vi mit cdo cia mé
xem nhu mot dé thi c6 huéng, tit ci cdc canh déu ¢

180 -

an huéng tif tréi sang phai, dé thi nay goi la biéu dé
mét cdo cyt § mic 4 ciia mdy ma chap. Bay gid, mdi bo 4
bit dir lidu tuong dng véi 1 duong c6 huéng tir dinh A, dén
Ag (goi 12 1 dudbng ma) va ciing tuong Ung v6i mot chudi 12
bit goi la chudi ma héa (goi 1a 1 tif ma) cia 4 bit dif ligu.
THI DU 8:

Data | Codepath | Codeword
0101 AgA,CaB5CyBsAs 001101000111
1110 Ay C,D:DsBsA A, 111001101100

D& thdy riing c6 tit ca 16 dubng ma tuong (ng v6i 16 b6 4
bit. Bay gio gid sit c6 2 ngudi la S va R. S gdi cho R mét
ban théng tin duéi dang céc bit nhi phan bing cich cif 4
bit lai duge ma héa thanh 12 bit tif ma tuong ung theo
céch trinh bay trén réi méi chuyén dén R.
Vén dé 1a khi R nhén duge chudi 12 bit nay, c6 thé c6 vai
bit bi sai. Lam th& nao dé phat hién va sifa cdc bit sai nay ?
Goi X 12 tap hop tét ca cée chudi bit nhi phén cé chiéu dai
12. Vé6i x, y € X, dinh nghia
5(x,y) = s6 bit sai khéc nhau giita 2 chudi x va y.

8 goi 1a khodng cdch Hamming va théa cédc tinh ch4t:

i) Slx,y)=z0

i) &x,y)=0 & x=y

iii)  8(x,y) + 8ly,z) = 8(x,z)

véi moi x,y, z € X.
Ta kiém chiing dé dang riing néu a, b la 2 tif ma (trong s6
16 tir ma) thi 8a,b) > 5. Vay, néu gia thiét ring trong 12
bit chuyén di, s6 bit sai khong qué 2 thi tit ma ding chinh
la tif ma c6 khoang each dén chudi 12 bit nhdn duge nhd
nhét. Thi du R nhan duge chuéi 12 bit sau:
100100011110
Trén mdi canh cia biéu dé mat cdo cut vé ¢ trén, ta ghi sb
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Nhu vdy, ta ¢6 1 dd thi ¢6 huéng c6 trong sé. Théy &
ring méi tif ma img vi 1 dudng tir A, dén A va chidu
cla dubng nay chinh la khodng céch giita i ma véi ¢
12 bit nhén dugc. Do d6, tim tif ma c6 it sai léch nhat
12 bit nhén dugc chinh 1a tim dudng ma c6 chiéu dai n
nhét va ta sé dung gidi thuat Dijkstra dé gidi quyst. .
Du6i déy la sy trinh bay ngén gon céc budc tim con d
ngdn nhat ndi A, v6i Ag :

o

(1
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cAn tim la 110100011100 va bo 4 bit da chuyén dén la
1010. =

)

u B;E_Ll TAP

1. Gidi cic bai todn mang sau bing gidi thuat Ford-Fulkerson bit
ddu bing ham tdi zero.

a)

10

b)

10

(6) 10

10 2

15 S o 15
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)
: f)

d)

2. Gidi cic bai todn mang sau bing gidi thudt Ford-Fulkerson, bit
diu bing ham tdi cho kém theo:

e)
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A 1 F 7 K
2 4 3
G :
B 3 2 —4 L
8 6 2
3 H o 4
C M
4 2 5
7 1 8
D —N
3 3 5 4
3. (Undirected Network). D& tim ham tai t6i dai trén mot mang § 2 i G
huéng G, ta xem mdi canh v6 hudng xy nhu 2 canh c6 hudn E ] P

- - b
Xy va yx, trong s6 cia 2 canh ¢6 hudng nay cing bing trol

s6 cla canh vé huéng x_y, va ta xét mang cé hudng G' nhi
dugc it G theo cdch nay. Ham tdi t6i dai cia G' cling chinh
ham tdi t6i dai cia G, chd ¥ ring trén mdi canh e = Xy, ta |
ghi p(e) kém theo mét mili tén d€ xdc dinh day 1a luong tai tf
dén y hay tif y dén x. '
Hay tim ham tdi t6i dai trén mang v6 hudng sau :

4. (Flow Network with Supplies and Demands).
Xét mang G sau :
[60]b 30 20 h{50]

50

a) Dinh phat Ia A, dinh thu 1a H: e
B 2 E
6
S e e 50
A < 4 : F.og H
F 1 r
4 6 (40)d O S R
5 G céSdinhphétb,c.d\rdikhénangcungca'pﬂnlmtIa60,40
2 va 40; ¢6 3 dinh thu h, i, j vdi khi nang tiép nhan lin lugt 1a 50,

40 va 40.
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mang ndy. D€ gidi bai todn nay, xiy dung mang mdi G' b

cach thém vio G dinh a (la dinh phit duy nhdt cia G) véi
e _

canh ab,ac va ad c6 trong s6 lan luot la 60, 40, 40, cing t

vao G dinh. z (la dinh thu duy nhit cia G) véi cic ¢

= :—} ‘:’ § # :

hz, iz, jz 6 trong s6 lan luot 1a 50, 40, 40.

b 30 He 20

<4 30

Ham tdi t6i dai trén G' tuong dng vdi ham tdi t8i dai trén G,

a) Tim ham tii 16i dai trén G. Ham tii nay c6 thda yéu ciul ¢
h, i va j khéng ? 3

b) Xét mang sau :
5 _

g 40 |

[6]

-
¢) Lam lai cdu b) trong d6 déi chiéu canh hg.

5. Giai bai toan du lich cho cdc dé thi c¢6 ma tran trong s6 sau :

a) b)
G VN T FEe B
1 S8 & 9 12 6
2 6, B | 4 8 8
3 6 cle 15 10
409 4 pl's &8 1
) d)
0 ot Ay B LAY B
A 5B AP 12 e 88
B | 20 5 13 35 B{1e 10 15
cle = 6. 8| cl7.12 9
pl7z 14 2 6| pDl2o o 15 8
Eloi 25 18 16 o BL16::15 14 13
e) f)
] LB A € oD B P
1| TRy T 5 7.9 12 15
2|5 PR i P 8 10 13 17
34 1 5 3.4 L.Clis 12 § s2isd
A P s s-bola 18 25 2 9
5133 5 4| E|l10 12 14 16 18
6174 6 7 | Fl2o 16 14 12 10

6. Ding gidi thuat im nhanh d€ tim 1&i gidi gin diing cia bai todn
du lich cho cac dé thi c6 ma trin trong s6 sau :
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a)

7. Tim bd ghép t8i dai cho cdc dé thi ludng phan sau :

a)

A TR

3

31 33 23 72 4

34 40 52 54

15 41 43

53 S§1

42

42

—

2131

3133 54

4123 40 15

3172 52 41 53

5|34 54 43 51

b)

b)
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" 9. Cho1dé thi ludng phan G = (X, Y; E) va gid st mbi X-dinh ké
Sl N véi diing m Y-dinh va mdi Y-dinh ciing k& véi diing m X-dinh.
AL : - Chﬁ‘ngminhringténtailb@ghépx-déydﬁdéngﬂﬂicﬁngh
B11 "Tesel 1 1 1 b6 ghép Y- ddy di cia G. A
G - gl 1 ' _
D 1 1 10.Cho Sy, Ss, .S. & n tap hop con khong réng ciia 1 tip hop X.
d Mot hé biéu didn (System of Distinct Representatives: SDR) cia ho
; tap hop nay 1a 1 danh sich (s, s2,....5n) gém n pidn tf déi mét
R SaC k. khac nhau ctia X sao cho s; € § (1 <i < n).
ol T 3 Chitng minh ring didu kién 4t c6 va di dé tdn tai mot he biéu
B |11 1 diénchohqtﬂph@_con{&li=1,2,...,nlmia)(l&vd‘imgihq
& 1 con (8, | j = 1.k} ctia (S} (1< k < n), ta ludn Juén c6 :
D 1 ' g
E o | U 8| 2k
F 1 Ft :
e) 11.Tim sic s6 cia cdc 46 thi sau :
g i AR i e LR Bt a)
A 1 1
B 1 1 1
D H
C Ay & -
D 1 1 1
gl = A E F ]
F 1 1 1
Q 1 1
. : 1 ’ c G 1
aw 1 wE
8. Chiing minh ring mét dé thi ludng phan G = (X,Y;E) c6
8 g P
ghép gém t canh néu va chi néu
véimoi A c X, IT(A)I 2 IAl +t— IXI
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dinh thi :
a) x(G) +1(§) sn+l
b) x(G). x(G) 2 n _
¢) Suy ra cic bat ding thifc sau :
2dn < x(G)+x(G)<n+1

va n < x{G).x{E) < @

13. Chitng minh-ring mét don dé thi phdng c6 8 dinh va c6 13 canh
khéng thé duoc té bing 2 mau.

14.a) Ching minh ring moi don dé thi phing cd it hon 12 dinh thi
s& c6 1 dinh c6 bac <4.

b) Dung két qud phin a dé ching minh moi don d6 thi phing
cé+it hon 12 dinh ¢6 thé t6 bing 4 mau.

8)

15.Cho 1 dé thi G. V6i moi cip dinh khéng ké nhau x, y ctia G, ta
dinh nghia:
Gy, la d6 thi nhin dugc tit G bing cich thém vao G canh Xy, '
G, 1a dé thi nhin duge tir G biing cich nhap x vdi y vao thanh
1 dinh.
Chiing minh ring x(G) = min[x( Gy, ).x(Ggy )]

E F G H
12.Goi G 12 a4 thi ba ctia d8 thi G. Chitng minh ring néu G o
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16. Xem mdy ma chap sau :

@ @
z a b c
PHY LUC
e
@ () (Huéng din & Pap s6)
a) Lip bing trang thdi réi vé don vi mdt cdo ciia mdy. . :
b) V& bi€u dé mit cdo cut 3 mic 3 (chon trang thii ddu
abe = tm)_ . @mﬂ ’
17.Giai ma bing gidi thuat Viterbi céc chudi ma 12 bit sau : v
a) 110101110100 b) 111010000111  ¢) 011101011011 -

d) Vdin = 2k: ﬂks,vdin=2k+1:2k|1-ll

a) Ky b) Khéng c6.

200
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11.
14.

16.

202
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Khéng.

‘ b} ViG cé ding 2 dinh bac Ié 1a A va E nén G c6 dudong Euler.

3. a) ChutrinhEuler:7 356 3142521004677
b) Pudng Euler :
ABCDHAICFGFEDJAJBHGEHI]

a) Khéng; b)Cé; ¢ Khéng; d)Khéng; e) x
f) C6 quaphép ding hinh1 > A, 2B, 3 5> E, 4>
535G, 62D, 7-5H, 81 9>F

g) Khong. 4. S6 chu trinh Euler 1a (2a-1) !

a) Khéng. b) Khéng. ¢) Khéng.

A
A
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" b) G khong phing vi ¢6 chifa cdu hinh Kj .

b) Kpar: V= m=n+r
5. v-8 E = %[m{n+r)+n(r+m)+r(m+n}]
7. E=14; F=7
= mn +nr + m
9, a)K.: V= n =n(';2_—1-). g=3 (23 g = 3
b) Kt Ve im+ i B, g=¢ ‘@mnsyl ¢) Kmarphing < 2trong 3s6 m, n, r bing 1 hay ci 3 s8 nay
11.2 y cling < 2.
A
K-l.l; Kl.:.!
Kiza
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