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CHUONG I

KHOI DA DIEN

# Khai niém vé khdi da dién
“ Khdi da dién déu
% Thé tich khdi da dién

Mét khéi mudi an

. Trong thuc t& ching ta thudng gap nhitng vat thé khdng
gian dugc giéi han bdi cac da giac nhw vién gach, khéi
l&p phuong, kim tu thap Ai Cép, tinh thé clia mét s6 hap
chét hoa hoc nhu muéi &n, phén chua .... Nhing vat thé
d6 dugc goi la nhitng khéi da dién. V& mat toan hoc,
viéc dinh nghia chinh xac khéi da dién khéng don gian.
Trong chuong nay ta chi gidi thidu khai niém vé khéi da
dién, khéi da dién déu va dua ra cong thic tinh thé tich
clia mot s6 khdi da dién quen thudc.



§1. KHAI NIEM VE KHOI DA DIEN

A1 Nhac lai dinh nghtfa hinh lang tru va hinh chép.

I- KHOI LANG TRU VA KHOI CHOP

Quan st kh6i rubic trong hinh 1.1, ta thiy
cdc mat ngodi cla nd tao thanh mét hinh
lap phuong. Khi dé ta néi khéi rubic cé
hinh dang la mo6t khéi lap phuong. Nhu
vy c6 thé xem kh6i lap phuong 1a phin
khong gian duoc gidi han bdi mét hinh lap
phuong, ké ca hinh lap phuong dy.

Tuong tu, kh6i lang tru 12 phdn khong
gian dugc gidi han boi mét-hinh lang tru
ké ca hinh lang tru &y, kh6i chép 12 phdn
khong gian dugc giéi han boi mot hinh
chép ké ca hinh chép 4y, kh6i chép cut 1a Hinh 1.1
phdn khong gian dugc gi6i han bdi mot

hinh chép cut k€ cé hinh chép cut &y.

Tén clia khéi lang tru hay khéi chép duge dat theo tén ctia hinh lang tru hay
hinh chép gi6i han né. Chéng han i{ng v6i hinh lang tru luc gidc
ABCDEF A'BC'D’E'F' ta c6 khéi lang tru luc gidc ABCDEF.A'BC'D'E'F’,
ting v6i hinh chép i gidc déu S.ABCD ta c6 kh6i chép ti gidc déu S.ABCD
(h.1.2) ... |
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Ta ciing goi dinh, canh, mat, mat bén, mit diy, canh bén, canh ddy... cia moét
hinh lang tru (hinh chép, hay hinh chép cut) theo thit ty 1a dinh, canh, mat,
mat bén, mat ddy, canh bén, canh ddy... cua khéi lang tru (khéi chép, hay
khoi chép cut) tuong ting. :

i

Piém khong thuoc khdéi lang tru dugc goi la diém ngoai cla khai lang tru,
diém thuoc kh6i lang try nhung khéng thudc hinh ling tru ding véi khéi ling
tru d6 dugc goi 1a diém trong cua khéi lang try. Diém trong hay diém ngoai
cua kh6i chép, khoi chép cut ciing duge dinh nghia twong tu.

Vidu

Hinh 1.3

Kim ty thap & Ai Cap la ki quan
duy nhét trong bay ki quan cla thé
gidi c6 dai con lai dén ngay nay,
ching cé hinh dang 1a nhimg khéi
chép tirgiac déu.

II- KHAI NIEM VE HINH PA DIEN VA KHOI PA DIEN

1. Khdi niém vé hinh da dién
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Az K& tén cac mét.clia hinh Iang try ABCDE.A'B'C'D'E’ va hinh chop S.ABCDE (h.1.4).
Quan st cdc hinh lang try, hinh chép néi & trén ta théy ching déu 12 nhimg hinh
khong gian dugce tao boi mot s6 hitu han da gidc. Cac da gidcdy co tinh chit :

i a) Hai da gidc phan biét chi c6 thé hodc khong ¢é diém chung,

!?! hodc chi ¢6 mét dinh chung, hodc chi cé6 mot canh chung.

b) Méi canh ciia da gidc nao ciing la canh chung cia diing
hai da gidc.

Ngudi ta con goi cc hinh dé6 12 cic hinh da dién.
N6i mot cach téng quat hinh da dién (goi tdt la da dién) la hinh duge tao bdi
mot s6 hiiu han cdc da gidc thod man hai tinh chdt trén. Mbi da giac nhu thé

g0i la mot mdt clia hinh da dién. Cdc dinh, canh cia cdc da gidc dy theo thi ty
duoc goi la céc dinh, canh cta hinh da dién (h.1.5).

Hinh 1.5

2. Khdai niém vé khoi da dién

i Khoi da dién la phdn khong gian dudc gioi han boi mét hinh
i dadién, ké cd hinh da dién do.

Nhiing diém khong thuoc kh6i da dién dugc goi 1a diém ngoai cia khéi da
dién. Nhitng diém thudc khéi da dién nhung khong thugc hinh da dién gi6i
han khéi da dién dy dugc goi 1a diém trong cua khéi da dién. Tap hgp céc
diém trong dugc goi 1a mién trong, tap hop céc diém ngoai dugc goi 1a mién
ngoai cua khéi da dién.

Maéi khéi da dién duge xdc dinh boi hinh da dién @ng v6i né. Ta ciing goi
dinh, canh, mat, diém trong, diém ngoai... ciia mot khéi da dién theo thi tu 12
dinh, canh, mat, diém trong, diém ngoai... cha hinh da dién tuong tmg.



M&i hinh da dién chia cdc diém cdn lai cia khong gian thanh hai mién khong
giao nhau 12 mién trong va mién ngoai clia hinh da dién, trong d6 chi c6 mién
ngoai 12 chita hoan toan mét dudng thing nao ddy.

d e

Mién ngoai

Diém trong

Diém ngodi —> ' M

" Hinh 1.6
Vi du

— Céc hinh dudi day 1a nhiing khéi da dién :

Hinh 1.7

— Céc hinh du6i day khong phai 12 nhimg khéi da dién :

a) b) c)

Hinh 1.8



- Nhitng vién kim cuong c¢6 hinh dang la nhitng khéi da dién :

Hinh 1.9

A\ Gidi thich tai sao hinh 1.8 khong phai 1 mot khi da dién 2
I11- HAI PA DIEN BANG NHAU

1. Phép doi hinh trong khong gian

Phép bién hinh va phép doi hinh trong khong gian dugc dinh nghia tuong tu
nhut trong mat phing.

& Trong khong gian, quy tdc ddt twong ting moéi diém M voi
. diém M’ xdc dinh duy nhdt dugc goi la mot phép bién hinh
& trong khong gian. '

.| Phép bién hinh trong khong gian dugc goi la phép doi hinh
Il néu né bdo tvan khodng cdch giita hai diém tuy .

Vi du

Trong khéng gian, cic phép bién hinh sau £
day la nhitng phép doi hinh : .

a) Phép tinh tién theo vecto 7V, 1a phép bién
hinh bién mbi diém M thanh diém M’ sao —p
‘cho MM’ =V (h.1.10a).

Hinh 1.10a)



b) Phép doi ximg qua mdt phdng (P), M
12 phép bi€n hinh bién mébi diém -
thudc (P) thanh chinh nd, bién mai

diém M khong thudc (P) thanh diém -~ M,
M’ sao cho (P) 12 mat phang trung ,
truc cha MM’ (h.1.10b). P
Néu phép d6i xiing qua mat phang (P) o
bi€n hinh (H) thanh chinh né thi (P)

Hinh 1.10b)

duoc goi 1a mdt phdng doi ximg cta (H).

¢) Phép doi ximg tém O, 1a phép bién hinh bién diém O thanh chinh nd, bién
mdi diém M khic O thanh diém M’ sao cho O 1a trung diém clia MM’ (h.1.11a).

Néu phép d6i xing tAm O bién hinh (H) thanh chinh né thi O duge goi 1a tdm
dot xing cia (H).

M
M
M
a) '

b)

Hinh 1.11

d) Phép déi xiig qua duomg thdng A (hay phép d8i xiing qua truc A), 1a
phép bién hinh bién moi diém thudc dudng thing A thanh chinh né, bi€n mdi
diém M khong thudc A thanh diém M’ sao cho A 13 dudng trung triec cia MM’
(h.1.11b). '

Né&u phép d6i ximg qua dudng thing A bién hinh (H) thanh chinh né thi A goi
1a truc doi ximg cia (H).

Nhdn xét

® Thuc hién lién ti€p cic phép doi hinh s& dugc mot phép doi hinh.

® Phép ddi hinh bién da dien (H) thanh da dién (H’), bién dinh, canh, mat cua
(H) thanh dinh, canh, mat tuong ing cia (H").
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2. Hai hinh bing nhau

@ Hai hinh dugc goi la bang nhau néu ¢6 mot phép doi hinh
i bién hinh nay thanh hinh kia.
bac biét, hai da‘dién duge goi 1a bang nhau néu c6 mot phép doi hinh bién da
dién nay thanh da dién kia.
Vidu
Phép tinh ti€n theo vectd Vv bién da dién (H) thanh da dién (H"), phép d6i
xing tim O bién da dién (H") thanh da dién (H"). Do d6 phép doi hinh cb

duoc bang cdch thyc hién lién tiép hai phép bién hinh trén bién (H) thanh
(H"). Tir @6 suy ra cic dg dién (H), (H’) va (H") bang nhau (h.1.12).

(H)

Hinh 1.12

A‘z Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Chimg minh rang hai lang tru ABD.A'B'D’ va

BCD.B’C’D’ bdng nhau.

IV- PHAN CHIA VA LAP GHEP CAC KHOI DA DIEN

10

Néu khéi da dién (H) 1a hop cla hai khéi da dién (H;), (H,) sao cho (H))
vd (H,) khong c6 chung diém trong ndo thi ta néi c6 thé chia duge khdi da
dién (H) thanh hai khéi da dién (H;) va (H,), hay c6 thé lip ghép hai khéi
da dién (Hy) va (H,) v6i nhau dé duge khéi da dién (H) (h.1.13).

2-HHOC 12 -8B
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Hinh 1.13

Vi du. Xét khéi lap phuong ABCD.A'B'C'D’. Mat phang (P) di qua BDD'B’ cit
kh6i lap phuong d6 theo mot thiét dién 1a hinh chit nhat BDD’B’. Thiét dién
ndy chia cdc diém con lai ctia kh6i 1ap phuong ra 1am hai phan: Méi phéin
cung v6i hinh chit nhat BDD'B’ tao thanh mot khéi lang tru, nhu vay ta c6 hai
khéi lang tru : ABD.A’'B'D’ va BCD.B'C’'D’. Khi d6 ta néi mat phing (P) chia
kh6i 1ap phuong ABCD.A'B’'C'D’ thanh hai khéi lang tru ABD.A'B'D’ va
BCDB'C'D'. '

Tuong tu nhu trén ta cé thé chia ti€p khéi lang tru ABD.A'B’D' thanh ba khéi
ti dién : ADBB', ADB'D’ va AA'B'D’ (h.1.14).

Hinh 1.14



12

Lam theo qhé trinh ngugc lai ta o6 thé ghép khéi lang tru BCD.B'C'D’ va céc
khéi tt dien ADBB’, ADB'D’, AA'B'D’ v6i nhau dé dugc khéi lap phuong
ABCD.A'BC'D". ;

Nhdn xét -
Mot khéi da dién bat ki ludn c6 thé phan chia dugc thanh nhitng khéi tif dién.

BAI TAP

. Chitng minh ring mot da dién c6 cdc mat 1a nhimg tam gidc thi téng s6 cdc

mat clia né phai 1a mot s6 chin. Cho vi du.

Chitng minh ring mot da dién ma méi dinh cla né déu la dinh chung cta mot
s6 1¢ mat thi téng s& céc dinh clia n6 phéi 1a mot s6 chan. Cho vi du.

3. Chia mot kh6i 18p phuong thanh nam khéi ti dién.
4. Chia mot kh6i 1ap phuong thanh sdu khéi ti dién bing nhau.

Pinh nghia da dién va Rhéi da dién

3 ddu chuong, chiing ta méi chi trinh bay so luge vé céc khéi niém da dién
va khai da dién. Bay gid ta sé& trinh bay mot cdch chinh xdc hon nhitg khéi
niém do. ' ’

Khéi niém da dién va kh6i da dién c6 thé dugc hiéu theo nhiéu céch khac
nhau. Pa dién va khéi da dién vira dugce trinh bay trong chuong I dua vao dinh
nghia sau day.

Pinh nghia

Hinh da dién (goi tdt la da dién) la hinh dugc tao bdi mét s6 hitu han cdc da
gidc, goi la cdc mdt cua hinh da dién, thod mdn cdc tinh chdt sau :



a) Hai mdt phan biét chi cé thé hodc khéng giao nhau hodc ¢6 mét dinh _
chung, hodc c6 mdt canh chung. :

b) Méi canh thuéc mot mdt la canh chung cua ding hai mdt.

¢) Cho hai mdt S va §', luén tén tai mét day cac mdt Sy, Sy, ..., S, sao cho S,
trung vdi S, S, trang vdi S’ va bdt ki hai mdt S;, S;,, nao (0<i<n-1) ciing
déu c6 mot canh chung.

Céc dinh, canh ctia mat theo thit ty dugc goi 12 céc dink, canh cha hinh da dién.

Vidu .

Hinh (H) trong hinh 1.15 1a hinh tao boi . /
hai hinh 14p phuong chi chung nhau mot

dinh. Khi d6 (H) khong thod man tinh chét /
¢) nén n6 khong phai 12 mot hinh da dién.

Tir dinh nghia trén, ngudi ta ching minh

- dugc dinh Ii sau goi la dinh li Gio6c-dan /

(Jordan) trong khong gian. I (H)
Hinh 1.16

Pinh Ii
Méi da dién chia cdc diém con lai cia khong gian thanh hai mién sao cho :

a) Hai diém thudc ciing mot mién luén cé thé néi véi nhau bdng mot duong
gdp khiic ndm hoan toan trong mién dé.

b) Moi duong gdp khiic néi hai diém thudc hai mién khdc nhau déu cé diém
chung voi da dién.

c) C6 mot va chi mot mién
chita hoan toan mgt duong
thdng nao ddy.

Mién chifa hoan toan mot
dudng thing nao ddy duoc
goi la mién ngoai cua da
dién, mién con lai duge goi
1A mién trong cha da dién.
Dbiém thudc mién ngoai goi
1A diém ngoai, diém thudc .
mién trong goi 12 diém trong (H) .
cua da dién.

Hinh 1.16
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Trong hinh 1.16, A 1a diém trong, B, C, D 1 diém ngoai cia hinh da dién (#).
Mién ngoai ctia (H) chita dudng thang d.

Dinh nghia -

Da dién cing voi mién trong cua né dugce goi la mot khoi da dién.

Trong thuc t&, ching ta thudng gap nhimg vat thé c6 hinh déng 12 nhimg khei
da dién. T nhitng cong trinh vi dai nhur kim tu thdp Ai Cap, nhiing toa nha cao
tdng hién dai dén nhiing vat thé nhd nhu tinh thé cla cdc hgp chat : dudng,
mudi, thach anh... déu la nhiing khéi da dién. Do d6, viéc nghién ciu cac khoi
da dién khong nhimg 1am phong phi thém cdc kién thic vé€ hinh hoc ma con
g6p phén giai quyét nhiéu bai todn thyc tién, phuc vii cudc séng con ngudi.

§2. KHOI DA DIEN LOI VA
KHOI PA DIEN DEU

I- KHOI PA DIEN LOI
: Khi da dien (H) dieoc goi 1o khéi da dién 16i néu doan thing

noi hai diém bdt ki ctia (H) luon thuoc (H). Khi dé da dién
+ xdc dinh (H) dwoc goi la da dién 16i (h.1.17).

AN

Hinh 1.17
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Vi du. Cic khéi lang tru tam
gidc, khéi hop, khéi ut dién 1a
nhimg khéi da dién 16i.

Ngudi ta ching minh dugc
rang mot kh6i da dién 1a khéi
da dién 16i khi va chi khi

~ mién trong clia né luon nim
vé mot phia d6i véi mbi mat
phing chifa mot mat cta né Hinh 1.18
(h.1.18). :

A1 Tim vi du vé khéi da dién 16i
va khéi da dién khong 16i trong
thyc t6.

I1- KHOI PA DIEN PEU

Quan sit kh6i tf dién déu
(h.1.19a), ta thdy cdc mat cia
né la nhimg tam gidc déu, mbi
dinh cua no6 1a dinh chung cta
ding ba mat. D6i véi khéi lap
phuong (h.1.19b), ta thdy céc
mat cua né la nhing hinh
vuong, méi dinh ciha né 1a
dinh chung ctia diing ba mat. a) b)
Nhing khoi da dién néi trén Hinh 1.19 -

duge goi la nhing khoi da

dién déu.

Dfnh nghia ,
Khéi da dién déu la khoi da dién 16i c6 tinh chdt sau day :

a) Méi mdt cua né la mot da gide déu p canh.

b) Méi dinh cia né la dinh chung ciia diing g mdt.

E Khoi da dién déu nhu vay duoc goi la khoi da dién déu loai {p ; q.

~ Tir dinh nghia trén ta thdy cdc mat ctia kh6i da dién déu Ia nhlmg da gidc déu
béng nhau.

15



Ngudi ta ching minh dugc dinh I sau :

Dinh If
| Chic6 nam logi khdi da dién déu. D6 la logi+3 ; 3}, loai {4 ; 3},
| logi (3;4),logi {5;3) va logi |3;5). |

Tuy theo s6 mat clia ching, nam loai khé6i da dién déu ké trén theo thit tu
dugc goi 1a cdc khéi ti dién déu, khéi 1ap phuong, khéi bét dién déu (hay
khéi tim mat déu), khéi mudi hai mat déu va khéi hai muoi mat déu (h.1.20).

&

Hinh 1.20

| RPN P

Az Pém s6 dinh, s6 canh clia khéi bt dién déu.

Céc hinh da dién déu la nhimg hinh c6 vé dep can d6i, hai hoa. Céc nha todn
hoc ¢ dai xem chiing 1a nhitng hinh I tudng. V& dep clia chiing ciing 1am
nhiéu hoa si quan tdm. Lé-6-na-d6 Da Vin-xi (Leonardo da Vinci) hoa si
thién tai ngudi I-ta-li-a da timg v& kha nhiéu hinh da dién trong dé c6 cac
hinh da dién déu. Dudi day la hinh mudi hai mat déu va hinh hai muoi mat
déu do ong vé (h.1.21). '

Hinh 1.21



Bang tém tat cda nam loai khoi da dién déu

Loai Tén goi S6 dinh S8 canh S6 mat
{3;3} T dién déu 4 ) 4
{4;3) | Lap phuong 8 12 6
13;4} Bat dién déu 6 12 8
{5;3} Mudi hai mat déu 20 30 12
{3;5} | Hai muoi mat déu 12 ’ 30 20

1
Vidu

Chifng minh rang :

a) Trung di€m cdc canh clia mot i dién déu la cac dinh clia mot hinh bét dién déu.

b) TAm cdc mat ciia mdt hinh 1ap phuong Ia cdc dinh cia mét hinh bat dién déu.

>

Gidi

a) Cho tit dién déu ABCD, canh bang a. Goi 1, J, E, F, M va N lan lchrt 1a
trung diém cua cic canh AC, BD, AB, BC, CD va DA (h.1.22a).

Aa Chimg minh rang tam tam gléc IEF, IFM, IMN, INE, JEF, JFM, JMN va JNE la

nhimg tam giac déu canh bang —

Tam tam gidc déu ndi trén tao thanh mot da dién cé cac dinhla L J, E,F. M. N
ma mdi dinh 12 dinh chung cia ding bon tam gidc déu. Do do da dién dy la
da dién déu loai {3 ; 4}, tic 12 hinh bdt dién déu.

3-HHOC 12 -A .
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b) Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh bing a (h.1.22b).

Aza Ching minh réng AB'CD’la mét t(r dién déu. Tinh cc canh clia né theo a.
Goi I, J,E, F, M va N lan luot 1a tﬁmlcﬁa cdc mat ABCD, AB'C'D’, ABB'A’,
BCC'B’, CDD'C'va DAA’D’ ctia hinh lap phuong. D€ ¥ ring sdu diém trén ciing
14n luot 1a trung diém cua céc canh AC, B'D’, AB’, B'C, CD'va D'A cuati dién
déu AB’CD’ nén theo cau a) sdu diém dé6 1a cdc dinh ctia hinh bat dién déu.
BAI TAP

1. Cit bia theo miu duéi day (h.1.23), gdp theo dudng ké, r6i ddn cidc mép lai dé
dugc céc hinh tif dién déu, hinh lap phuong va hinh bét dién déu.

A sEEE Yy
N EEEm VA

‘Hinh 1,23

2. Cho hinh lap phuong (). Goi (H’) 12 hinh bét dién déu c6 céc dinh la tam cic
mit ctua (H). Tinh ti s6 dién tich toan phén cua (H) va (H").

3. Ching minh ring tam cta cdc mdt cua hinh tif dién déu 1a cic dmh cuia mot
hinh tt dién déu.

4. Cho hinh bt dién déu ABCDEF (h.1.24).
Chitng minh ring :
a) Cic doan thing AF, BD va CE doi

mot vudng géc v&i nhau va cit nhau
tai trung diém méi dudng.

b) ABFD, AEFC va BCDE la nhitng
hinh vuoéng.

Hinh 1.24
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Hinh da dién déu

Cau chuyén vé c4c hinh da dién déu mang nhiéa tinh huyén thoai. Ngudi ta
khong biét duge ai la ngudi diu tién da tim ra ching. Trong mét cudc khai
quét, ngudi ta da tim thdy mot thir d6 choi ciia tré em ¢6 hinh hai muoi mat
déu v6i nién dai cach ching ta khoang 2500 nam. Céc nha todn hoc ¢6 dai
Hi Lap thudc truong phéi Pla-tong va truée d6 nita 13 trudng phéi Py-ta-go
(thé¢ ki IV trude. Cong niguyén) da timg nghién cttu vé cdc hinh da dién néi
chung va céc hinh da dién déu néi riéng. Cic nha todn hoc thdi bdy git coi
nam loai hinh da dién déu 14 nhitng hinh Ii tudéng. Ngudi ta coi bén loai da
dién déu dé dung la it dién, hinh lap phuong, hinh bdt dién déu va hinh hai
muoi mit déu, theo thi tu tugng trung cho lira, dét, khong khi va nude, dé 1a
b6n yéu t6 co ban (theo quan niém cua thoi bdy gid) tao nén moi vat. Con
hinh mudi hai mat déu tuong trung cho toan thé vii tru.

Khong khi Vi try

Sau nay ngudi ta con tim thdy cdc hinh da dién déu xudt hién trong tu nhién
du6i dang tinh thé clia nhiéu hop chat. Ching han tinh thé ciia céc chal
sodium sulphantimoniate, mudi an, chrome alum c6 dang tuong (ng la khéi
tir dién, kh6i 1ap phuong, khéi bét dién déu. Con hai loai hinh da dién déu
phtic tap hon 1a hinh mudi hai mat déu va hinh hai muoi mat déu, xuat hién
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trong khung xuong ctia mot s6 vi sinh vat bién vi du : circogonia icosahedra
va circorrhegma dodecahedra.

Cic hinh da dién déu 1a nhitlng hinh ¢6 tAm, truc hodc mat phing d6i ximng.
Viéc nghién citu cdc phép bién hinh bién médi hinh da dién du thanh chinh né
da dat nén méng cho i thuyét vé cdc nhém hitu han, mot huéng nghién ciru
quan trong cua dai s6. Li thuyét ndy c6 nhiéu ing dung trong viéc nghién citu
céc dang tinh thé cta céc hgp chat ho4 hoc. '

Mot 8 vi sinh vat bién



§3. KHAI NIEM VE THE TiCH CUA KHOI DA DIEN

—

Thé tich cia mot khéi da dién hi€u theo nghia théng thudng 14 s6 do do 16n
phén khéng gian ma né chi€ém chd. Tir xa xua con ngudi da tim céch do thé
tich cla c4c khéi vat chat trong tu nhién. D6i v6i nhiing vat thé 1ong, nhu khéi
nudc trong mot cdi b€ chita, ngudi ta c6 thé dung nhitng cdi thiing c6 kich
thudc nhd hon d€ dong. D6i véi nhitng vat rin c6 kich thudc nhd ngudi ta cé
thé tha ching vio mot céi thiing d8 ddy nude rédi do luong nudc trao ra... Tuy
nhién trong thyc t€ c6 nhiéu vat thd khong thé do duge bing nhitmg céch trén.
Ching han d& do thé tich clia kim tu thdp Ai C4p ta khong thé nhiing né vio
nuée hay chia nhd né ra duge. Vi vy ngudi ta tim cich thiét 1ap nhitng cong
thdc tinh thé tich cia mot s6 kh6i da dién don gidn khi biét kich thuéc cua
chiing, réi tir 46 tim c4ch tinh thé tich ctia c4c khéi da dién phitc tap hon.

I- KHAI NIEM VE THE TiCH KHOI PA DIEN
Ngudi ta chilng minh dwoc riing : cé thé dat tuong img cho méi khéi da dién
(H) mot s6 duong duy nhat V( H) thoa man céc tinh chat sau :
a) Néu (H) 1a khéi 1ap phuong c6 canh bing 1 thi V=1

b) Néu hai khéi da dign (H|) va (H,) bing nhau thi V(H1> = V(Hz)'

¢) Néu kh6i da dien (H) duge phan chia thanh hai khéi da dién (H,) va (H;)

i Vigy =V + Vi,

S6 duong Vi, néi trén duge goi la thé tich clia khéi da dién (H). S6 dé ciing
duoc goi 1 thé tich clia hinh da dién gi6i han khéi da dién (H).
Khéi 1ap phuong c6 canh bang | duoc goi 1a khdi Idp phuong don vi.

‘ Bay gid ta s€ xét thé tich ctia khéi hop chif nhat ¢6 ba kich thuée 1a a, b, .

V¢ du. Tinh thé tich cha khéi hop chi nhat c6 ba kich thudc 12 nhing s6
nguyén duong.
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(Hy) (Hy) (Hy) (H)

Hinh 1.25

Goi (Hg) la khéi lap phuong don vi.

— Goi (H,) 1a kh6i hop chif nhat ¢6 ba kich thuéc a=5,b=1, ¢ = 1.

Ai C6 thé chia (H 1) thanh bao nhiéu kh6i lap phuong bang (Hy) ?
K_hl dé ta co ‘/EHl) =5-V(HD) =8,
— Goi (H,) 1a kh6i hop chit nhat c6 ba kich thuéc a =5, b=4, ¢ = 1.

Az Co thé chia (H,) thanh bao nhiéu khdi hop chir nhét bang (H,) ?
Khi d6 ta c6 Viyy,y =4V g,y =4.5=20.

— Goi (H) 1a kh6i hop chit nhat c6 ba kich thudc a =5, b =4, ¢ = 3.

As C6 thé chia (H) thanh bao nhiéu khdi hdp chi nhat bang (H,)?
Khi d6 tac6 Viyy =3V, ) =3.4.5=60 (h.1.25).

Lap luan tuong ty nhu trén, ta suy ra : thé tich ctia khéi hop chif nhat (H) ¢6
ba kich thudce 1a nhiing s6 nguyén duong «, b, ¢ 12 Viin= abc.

Ngudi ta chimg minh dugc ring cong thic trén ciing ding d6i véi hinh hop
chif nhat c6 ba kich thudc 12 nhimg s6 duong. Ta ¢6 dinh 1i sau :
. Dinh If

Thé tich cia mot khoi hop chit nhdt bang tich ba kich thudc
cua no.




II- THE TICH KHOI LANG TRU

Néu ta xem khéi hop chit nhat ABCD.A'B'C’'D’ nhu 1a khéi lang tru ¢6 ddy 1a
hinh chit nhat A’B'C’D’ va dudng cao AA’ thi tir dinh If trén suy ra thé tich cua
né bing dién tich ddy nhan véi chiéu cao. Ta c¢6 thé chitng minh dugc rang
diéu d6 ciing diing doi v6i mot khdi lang tru bat ki (h.1.26). '

Hinh 1.26

Pinh i
| Thé'tich khéi lang tru c6 dién tich ddy B va chiéu cao h l
' V = Bh.

11- THE TICH KHOI CHOP
Dai v6i khoi chép, nguoi ta chitng minh duge dinh 1i sau :

Ta ciing goi thé tich cc kh6i da dién, kh6i ling tru, kh&i chép di n6i & trén
14n lugt 12 thé tich cdc hinh da dién, hinh lang tru, hinh chép xdc dinh ching.
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Ad, Kim tur thap Ké-6p & Ai Cap (h.1.27) dugc xay dung vao khoang 2500 nam trudc Cong

24

nguyén. Kim tur thap nay la mét khéi chop tir giac déu co chiéu cao 147 m, canh day
dai 230 m. Hay tinh thé tich clia nd.

_-——

Hinh 1.27
Vidu _
Cho hinh lang tru tam gidc ABC.AB'C". Goi E va F 1dn luot 12 trung diém cha
cdc canh AA’ va BB'. Duong thang CE cit dudng thing C'A’ tai E'. Duong
thing CF cét duong thing C'B’ tai F’. Goi V 1a thé tich khéi lang tru
ABC.A'BC".
a) Tinh thé tich kh6i chép C.ABFE theo V.
b) Goi khéi da dién (H) 1a phin con lai cta khéi lang tru ABC.A'B'C’ sau khi

ciit bo di khéi chép C.ABFE. Tinh ti s6 thé tich cua (H) va cla kh6i chép
CCETF,

?- P
a) Hinh chép C.A’B'C’ va hinh lang tru ABC.A'B'C' cé déy va dudng cao bang
| 2
nhau nén VC,A’B’C' = EV Tir dé suy ra VC.ABB'A' =V —%V ='§V

Do EF la duong trung binh cta hinh binh hanh ABB'A’ nén dién tich ABFE

. L. 3 1 )
bang nua dlf}l’l tich ABB’A’. Do do6 VC.ABFE = —5 VC.ABB'A' =%V (h.l.28)



Hinh 1.28

{ 1
b) Ap dUl’lg cau a) ta co V(H) = VABC.A'B}CI - VC.ABFE =V —EV = %V

Vi EA’ song song va bang %CC’ nén theo dinh li Ta-1ét, A’ 1a trung di€ém cua
E’C’. Tuong ty, B’ 1a trung diém cha F'C". Do dé dién tich tam gidc C’E'F’ gdp
4

b6n l?in dlél’l tich tam gléc ABC’, Tu dé suy ra VC_E’F'C’ = 4VC.A’B/C' = EV

_Yun 1
Veerc 2

Do d6

BAI TAP
. Tinh thé tich kh6i ti dién déu canh a.

. Tinh thé tich khéi bét dién déu canh a.

. Cho hinh hop ABCD.A'B’'C’D’. Tinh ti s& thé tich clia khéi hop d6 va thé tich
cua khéi tit dién ACB'D’,
. Cho hinh chép S.ABC. Trén cac doan thang SA, SB, SC 14n luot 1ay ba diém
. v o 4 BI ’
A’, B’, C’khéc véi S. Ching minh ring ~SABC _S4 5B sC
Ve apc SA SB SC
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Cho tam gidc ABC vudng cin 3 A va AB = a. Trén dudng thang qua C va vuong
g6c véi mat phang (ABC) 1ay diém D sao cho CD = a. Mit phang qua C vu6ng
g6¢ véi BD, cat BD tai F va ct AD tai E. Tinh thé tich khéi of dien CDEF theo a.

Cho hai dudng thing chéo nhau 4 va 4. Poan thang AB c6-46 dai a truot trén
d, doan thing CD c6 do dai b truot trén d'. Chitng minh ring khéi td dién
ABCD c¢6 thé tich khong déi.

ON TAP CHUGNG I

. Cdc dinh, canh, mat cua moét da dién phai thoa man nhimg tinh chat nao ?

Tim mo6t hinh tao bai cdc da giac nhung khong phai 1la mét da dién.

Thé nao 1a mot khoi da dién 16i ? Tim vi du trong thuc t& m6 ta mot khéi da
dién 161, mot khai da dién khong 16i.

Cho hinh lang tru va hinh chép c6 dién tich ddy va chiéu cao bang nhau. Tinh
ti 36 thé tich ctia ching.

Cho hinh chdp tam gidc O.ABC c¢6 ba canh OA, OB, OC d6i mét vudng géc
v&i nhau va OA = a, OB = b, OC = ¢. Hiy tinh dudng cao OH cta hinh chép.
Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC ¢6 canh AB bing a. Cac canh bén SA, SB, SC

tao vdi day mot géc 60°. Goi D 1a giao diém ciia SA véi mat phang qua BC va
vuong géc vGi SA.

a) Tinh ti s& thé tich cia hai khai chép S.DBC va S.ABC.
b) Tinh thé tich cta khai chép S.DBC.

Cho hinh chép tam gidc S.ABC cé AB = Sa, BC = 6a, CA = 7a. Cic mit bén
SAB, SBC, SCA tao v6i ddy mot géc 60°. Tinh thé tich cha kh6i chop dé.

Cho hinh chép S.ABCD cé diy ABCD 12 hinh chit nhat, SA vuong géc véi day
va AB =a, AD = b, SA = ¢. Liy céc diém B’, D’ theo thy tr thuéde SB, SD sao
cho AB’ vuong géc véi SB, AD’ vuong géc véi SD. Mit phang (AB'D") cit SC
tai C*. Tinh thé tich khéi chép S.AB'C'D’.

Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD, diy 1a hinh vu6ng canh a, canh bén tao véi

day mot géc 60°. Goi M 1a trung diém SC. Mit phang di qua AM va song song
v6i BD, cat SB tai E va cat SD tai F. Tinh thé tich kh6i ch6p S.AEMF.

4-HHOC 12 -B



10. Cho hinh lang tru ding tam gidc ABC.A'B’C’ ¢4 t4t ca cic canh déu bang a.
a) Tinh thé tich khéi o dién A’BBC.
b) Mat phang di qua A’B’ va trong tam tam giic ABC, cit AC va BC lan luot tai
E va F. Tinh thé tich hinh chép C. A'BFE. -

11. Cho hinh hop ABCD.A'B'C’'D’. Goi E va F theo thi tur I3 trung diém cua cic
canh BB’ va DD’. Mat phang (CEF) chia khéi hop trén lam hai khéi da dicn.
Tinh ti s6 thé tich cha hai khéi da dién dé.

12. Cho hinh lap phuwong ABCD.A'B’C’D’ canh a. Goi M 1a trung diém cta A'B’, N
1a trung diém cta BC.

a) Tinh thé tich khoi ti dién ADMN.
b) Mit phing (DMN) chia kh&i 14p phuong da cho thanh haj khéi da dien. Goi
(H) la khoi da dién chita dinh A, (H”) 12 khéi da dién con lai.

v
Tinh 1 56 —a.

Vi

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG I

1. Trong cidc ménh dé sau, meénh dé n2o ding ?
(A) S& dinh va s6 mit cia mot hinh da dién ludn bang nhau ;
(B) T6n tai hinh da dién ¢6 56 dinh va s6 mat bang nhau ;
(C) Ton tai mot hinh da dién ¢ s canh bing sé dinh ;
(D) Tén tai mét hinh da dién ¢4 s6 canh va mat bang nhau.

2. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
SG céc dinh hoac s cic mat cha bat ki hinh da dién nao ciing :
(A) Lén hon hoac bang 4 ; (B)L6n hon 4 ;
(C) Lém hon hodc bing 5 ; (D) Lén hon 5.

3. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
S6 cdc canh cua hinh da dién ludn uén :
(A) Lén hon hoic bang 6 ; (B)yLén hon 6 ;
(C©)Lénhon 7; (D) Lén hon hoic bang 8.



. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Khéi it dién 12 khéi da dién 16i ;

(B) Khai hop 13 khai da dién 16i ;

(C) Lap ghép hai khéi hop sé€ duge mot khéi da dién 16i ; —
(D) Khoi iang tru tam gidc 1a khdi da dién 161

. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

{(A) Hai khéi chop cé dién tich d4y va chiéu cao tuong tmg bing nhau thi ¢6
thé tich bing nhau.

(B) Hai khoi hop chit nhat ¢6 dién tich toan phdn bing nhau thi c¢6 thé tich
bang nhau.

(C) Hai khéi lang tru c6 dién tich ddy va chiéu cao tuong ing bang nhau thi c6
thé tich bang nhau.

(D) Hai khai lap phuong c6 dién tich toan phan bang nhau thi c6 thé tich bang nhau,

. Cho hinh chép S.ABC. Goi A’ va B’ I4n lugt 1a trung diém cla SA va SB. Khi d6
ti s& thé tich clia hai khéi chép S.A’B'C va S.ABC bang :

1 1 1 1
A) = ; B) - : = ~.
()2, ()33 (C)4, (D)8

. Cho hinh chép S. ABCD. Goi A’, B’, C’, D’ theo thit tir 12 trung diém cha SA, SB,
SC, SD. Ti s6 thé tich ctia hai khéi chép S.A’B'C’'D’ vi S.ABCD biéng :

1 1 | 1
Ay - B) —; O—; D) —-
( )2 : ( )4 ( )8 ( )16
. Thé tich cia khdi tang tru tam gidc déu c6 t4t ca cdc canh biang a 1a :
V2 3 2 3 3 3 3 3
A —a ; B) —a’ ; ) —a’ ; D) —a.
(A) 3 (B) 1 ° ( ). 2 (D) A

. Cho hinh hop ABCD.A’B'C’D". Ti s6 thé tich cta kh6i tif dién ACB’D’ va khéi
hop ABCD.A'B'C’D’ bang :

! 1 1 1
A) = ; B) - ; = —
()2, ()3, (C)4, (D)6

10. Cho hinh hop ABCD.A'B’'C'D’, goi O 1 giao diém cta AC va BD.

Ti $6 the tich cua khéi chép O.A’B’C’D’ va khéi hop ABCD.A'B'C’D’ bang :

1 1 1 1
(A) 5 (B) 3 (C) 7 (D) r



CHUONG H

MAT NON, MAT TRU, MAT CAU

< Mat tron xoay

% Mét nén tron xoay, mét tru tron xoay
% M3t cdu

Lam d6 gém trén ban xoay -
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§1. KHAI NIEM VE MAT TRON XOAY

I- SUTAO THANH MAT TRON XOAY

Xung quanh chiing ta ¢6 nhiéu vat thé ma mat ngoai c6 hinh dang la nhimg
mat tron xoay nhu binh hoa, nén 14, cdi bdt (chén) an com, cdi c6c (li) uéng
nudc, mot s& chi tiét mdy (h.2.1)... Nho ¢6 ban xoay véi su khéo 1éo cha doi
ban tay, ngudi thg gém ¢6 thé tao nén nhiing vat dung ¢6 dang tron xoay bang
dit sét. Dua vao su quay tron cua truc mdy tién, ngudi tho co khi ¢6 thé tao
nén nhimg chi tiét mdy bang kim loai c6 dang tron xoay. Vay cdc mit tron
xoay dugc hinh thanh nhur thé ndo ? Sau day chiing ta s& tim hiéu nhing tinh
chét hinh hoc cia mat tron xoay.

Hinh 2.1



Trong khéng gian cho mat phing (P) chita
duong thing A v mot duong €. Khi quay
mat phang (P) quanh A mot géc 360° thi
mdi diém M tren duong @ vach ra mot
dudng tron ¢6 tam O thudéc A vad ndm trén
mat phing vuobng géc véi A. Nhu vay khi
quay mat phang (P) quanh dudng thing A
thi dudng @ s& tao nén mot hinh duge goi 1a
mdt tron xoay (h.2.2).

Pudng € duge goi 1a duong sinh cha mat

tron xoay d6. Pudng thing A duge goi 1
truc clia mat tron xoay.

. Hinh 2.2
A1 Hay néu tén mot s6 dé vat ma mat ngoai co
hinh dang la cac mét tron xoay.

II- MAT NON TRON XOAY
1. Dinh nghia

& Trong mdt phdng (P) cho hai
_ duong thdng d va A cdt nhau
tai diém O va tao thanh géc B
vai 0° < B <90°. Khi quay mat
phdng (P) xung quanh A thi
“duomg thdng d sinh ra mot mat
tron xoay dugc goi la mdt nén
tron xoay dinh O. Nguoi ta
thuong goi tdit mdt nén tron
xoay la mdt nén. Puong thdng
A goi la truc, duong thdng d goi
la duong sinh va géc 2 goi la
gbc ¢ dinh cua mdt nén dé
(h.2.3).

Hinh 2.3
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2. Hinh non tron xoay va khoi non tron xoay

a) Cho tam. gidc OIM vuong tai / (h.2.4). Khi
quay tany gidgc d6 xung quanh canh géc vuong
OI thi duong giap khic OMI tao thanh mot
hinh dugc goi la hmh nén tron xoay, goi tat 1a
hinh nén.

Hinh tron tam / sinh bdi cdc diém thudc canh
IM khi IM quay quanh truc Of duge goi 1a mat
ddy cta hinh nén, diém O goi 1a dinh clia hinh
nén. Do dai doan O goi 1a chiéu cao cta hinh
nén, dé ciing 1a khoang cich tir O dén mat
phing ddy. Do dai doan OM goi 12 do dai
duwong sinh ctia hinh n6n. Phdn mat tron xoay : Hinh 2.4
dugc sinh ra bdi cidc diém trén canh OM khi

quay quanh truc O/ goi la mdt xung quanh cta

hinh nén dé.

b) Khéi nén tron xoay 1a phan khong gian duge gidi han bdi mot hinh nén
tron xoay k€ cd hinh nén d6. Ngudi ta con goi tit khéi nén tron xoay 13 khoi
nén. Nhitng diém khong thugc khéi nén duge goi 12 nhitng diém ngoai cla
kh6i nén. Nhitng diém thudc khoi nén nhung khong thuée hinh nén tng véi
khéi nén 4y dugc goi 12 nhiing diém trong cta khéi nén. Ta goi dinh, mat
day, duﬁmg sinh ctia mot hinh nén theo thd tu 1a dinh, mdt dday, duong sinh
cta khéi nén twong @ng.

3. Dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay

a) Mot hinh chép duge goi 1a néi tiép mét hinh nén néu ddy cta hinh chép la
da gidc noi ti€p dudng tron ddy cta hinh nén va dinh cta hinh chép l1a dinh
cta hinh nén. Khi dé ta con néi hinh nén ngogi tiép hinh chép. Ta ¢6 dinh
nghia sau : .

Dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay la giéi han ciia
dién tich xung quanh cia hinh chép déu ngi tiép hinh nén dé
| khi s6 canh ddy tdang lén vo han.

o

b) Céng thiic tinh dién tich xung quanh ciia hinh nén

Goi p la chu vi ddy ciia hinh chép déu ndi ti€p hinh nén va ¢ 1a khodng cach
tir dinh O téi mot canh ddy cua hinh chép déu d6 thi dién tich xung quanh cta

hinh qhép déu 1a qu =%pq. (h.2.5)



Khi cho s6 canh ddy cta hinh chép déu tang
1én vd han thi p cé gi6i han 1a d6 da duong
tron ddy bdn kinh r clia hinh ndn, g cé giéi
han 1a d6 dai dudng sinh / cia hinh nén. Khi
d6 ta tinh duge dién tich xung quanh cha
hinh nén theo cong thuc :

Siq

=7rl

Vay : Dién tich xung quanh cua hinh nén
tron xoay bdng mot nita tich cua do dai
duong tron ddy va do dai duong sinh.

Hinh 2.5

Ngudi ta goi téng dién tich xung quanh va dién tich day 1a dién tich toan phan
cta hinh nén.

1 Cha y. Dién tich xung quanh, dién tich toan phin cia hinh nén tron xoay
cling 14 dién tich xung quanh, dién tich toan phan cta khéi nén duge gidi han
bdi hinh nén dé.

Néu cit méit xung quanh ctia hinh nén trdn xoay theo mot duong sinh réi trai
ra trén mot mat phang thi ta s& dugc mot hinh quat ¢é ban kinh bang dé dai
dudng sinh ctia hinh nén va mot cung tron cb d6 dai bang chu vi dudng tron
day clia hinh nén. Ta ¢6 thé xem dién tich hinh quat nay 1a dién tich xung
quanh cta hinh nén. (h.2.6) ,

- Hinh 2.6
4. Thé tich khoi nén tron xoay

a) Muén tinh thé tich khéi nén tron xoay ta dua vao dinh nghia sau day :

Thé tich ciia khoi non tron xoay la gidi han cia thé tich khoi
chdp déu noi tiép khdi nén dé khi s6 canh ddy tdng lén vo han.

3

g3
s
]
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b) Cong thitc tinh thé tich khoi non tron xoay

« o7 > g n /> , > l ’ k] 4 V' e rd ~
Ta biét rang thé tich ciia khéi chép bang 3 tich clia dién tich da giic ddy va
chiéu cao clia kh6i chép dé (chiéu cao nay ciing la chiéu cao cua kh6i nén).
Khi cho s6 canh ddy cta khdi chép déu tang 1én v6 han thi dién tich da gidc
day cha kh6i chdp déu d6 c6 gidi han 1a dién tich hinh tron ddy coa khéi nén
tron xoay. Do d6 ta tinh dugc thé tich ctia khéi nén tron xoay nhu sau :

Goi V 12 thé tich ca khéi nén tron xoay c6 dién tich ddy B va chiéu cao h,
ta c6 cong thic :

v=>lgp
3

Nhu vy, néu ban kinh ddy bing r thi B = 7r%, khidé: V= %m%

5.Vidu

Trong khéng gian cho tam gidc vuéng OIM vuong tai I, géc IOM = 30° va
canh IM = a. Khi quay tam gidc OIM quanh canh géc vuéong OI thi duong gap
khic OMI tao thinh mot hinh nén tron xoay.

a) Tinh dién tich xung quanh cia hinh nén tron xoay dé.

b) Tinh thé tich ctia kh6i nén trén xoay dugc tao nén boi hinh nén tron xoay
noi trén,
Giai
a) Hinh nén tron xoay dugc tao nén cé ban kinh
d4y 13 a va c6 d6 dai dudmg sinh OM = 2a. 0

Vay dién tich xung quanh cuia hinh nén 14 :
Syq =7rl=ma.2a=27a* (h.2.7).

b) Khéi nén tron xoay ¢6 chiéu cao h = Ol = a3

v ¢6 dién tich hinh trdn ddy 1a 7a?.

Vay khéi nén tron xoay c6 thé tich 12 :

w5
3

1
V=-rzat.aJ3=
3 Hinh 2.7

S5-HHOC 12 -B



Az Cat mat xung quanh ctia mt hinh nén trdn xoay doc theo mét duong sinh rdi tréi ra
trén mat phang ta duge mét nira hinh tron ban kinh R. Hai hinh nén d6 ¢é ban kinh
r clia duong trén day va goc & dinh cla hinh nén bang bao nhiéu ?

o

III- MAT TRU TRON XOAY

+ Trong mdt phdng (P) cho hai
i duong thang A va | song song T
N

1. Dinh nghia

voi nhau, cach nhau mor

. khodng bdng r. Khi quay mdt }
. phdng (P) xung quanh A ithi '
¢ duomg thang | sinh ra mor mdt :
tron xoay duoc goi la mat try |
tron xoay. Ngudi ta thuong % o [ )

goi tdt mdt tru ton xoav la LS K
mdt tru. Piwong thang A goi
la truc, duomg thang 1 la A

(Ilf()ng sinh va r la ban kinh Hinh 2.8
cua mat tru do (h.2.8).

2. Hinh tru tron xoay va khoi tru tron xoay

a) Ta hay xét hinh chit nhat ABCD. Khi quay hinh
dé xung quanh dudng thing chiia mot canh, ching
han canh AB, thi dudng gip khic ADCB tao thanh
mot hinh duoc goi 1a hink tru tron xoay hay con
dugc goi tat 13 hinh rru (h.2.9).

Khi quay quanh AB, hai canh AD va BC s& vach ra
hai hinh trdn biing nhau goi 1 hai ddy cua hinh try,
ban kinh ctia ching goi 1A bhdn kinh cta hinh try,
Do dai doan CD goi 12 49 dai dwong sinh cia hinh
tru, phdn mat tron xoay dugc sinh ra bdi cdc diém
trén canh CD khi quay quanh AB goi Ia mdt xung
quanh cua hinh tru. Khoang cich AB giita hai mat Hinh 2.9
phing song song chifa hai ddy 13 chidu cao cua

hinh try.
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b) Khéi tru tron xoay 1a phan khong
gian dugc giéi han bdi mot hinh try
tron xoay ké ca hinh tru d6. Khéi tru
tron xoay con dugc goi tit 1a khoi tru.
Nhimmg diém khong thudc khéi try
dugc goi la nhiing diém ngodi cla
khéi tru. Nhimg diém thudc khéi try e
nhung khong thudéc hinh tru goi la
nhitng diém trong cua khéi tru. Ta
goi mat ddy, chiéu cao, dudng sinh,
ban kinh ctia m@t hinh fru theo tha tl.I Céc chi tigt may c6 dang hinh tru
la mdt day, chiéu cao, duong sinh,

bdn kinh cta khéi tru twong dng.

3. Dién tich xung quanh ciia hinh tru tron xoay

a) Mot hinh lang tru goi 12 néi tiép mot hinh tru néu hai ddy cta hinh lang tru
noi ti€p hai dudng tron ddy cta hinh tru. Khi d6 ta con néi hinh tru ngogi tiép
hinh ldng tru. Ta c6 dinh nghia sau :

o\ dién tich xung quanh ctia hinh ldng tru déu noi tiép hinh tru

@ Dién tich xung quanh ctia hinh tru tron xoay la gidi han cia
| dG khi s6 canh ddy tdng lén vo han.

b) Céng thitc tinh dién tich xung quanh cua hinh tru

Goi p 1a chu vi ddy cta hinh ling tru déu noi ti€p
hinh tru va h la chiéu cao ctia hinh lidng tru dé thi
dién tich xung quanh cta hinh ling tru déu la :

Sy =Ph (1.2.10),

Khi cho s6 canh ddy cta hinh ling tru déu ting lén
vO han thi p c¢6 gidi han la chu vi hinh tron day
ban kinh r cha hinh try, chiéu cao h bing do dai ,
duong sinh / cta hinh tru. Khi d6 ta tinh dugc dién \

-

A

\

-

I e e
—

‘ T
!

-
N o=

tich xung quanh cta hinh try theo cong thic : LA T
Syq =2nrl Hinh 2.10

Vay : Dién tich xung quanh ciia hinh tru tron xoay bang tich cia d¢ dai
duwong tron ddy va do dai duong sinh.



Ngudi ta goi téng dién tich xung quanh va dién tich ctia hai déy 12 dién tich
toan phdn cia hinh try.

0" Cha y. Dién tich xung quanh. dién tich toan phdn cua hinh tru tron xoay ciing
1a dién tich xung quanh, dién tich toan phdn clia kh6i tru dugc gidi han boi
hinh tru d6. .

Néu cat mar xung quanh clia hinh tru theo mét dudng sinh, réi trai ra trén mot
mét phang thi 1 s& duoc mét hinh chit nhat c6 mot canh bang dudng sinh / va
mot canh bang chn vi clia dudng tron ddy. Do dai dudng sinh ! bing chiéu cao 4
cta hinh try. Khi dé dién tich hinh chir nh4t bing dién tich xung quanh cia
hinh tru. (h.2.11)

2nr

Hinh 2.11

4. Thé tich khdi tru tron xoay
a) Muén tinh thé tich khdi tru tron xoay ta dua vao dinh nghia sau day :

© Thé'tich ciia kh. tru tron xoay la gici han clia thé tich khoi lang
o try déu noi tiép khoi tru do khi s6 canh ddy rang lén vo han.

b) Céng thitc tinh thé tich khoi tru tron xoay

Ta biét ring thé tich cia kh6i lang tru bang tich cha dién tich da gidc ddy va
chiéu cao cia khdi lang tru d6. Khi cho s6 canh ddy cia khéi lang tru déu
tang 1én vo han thi dién tich clia da gidc ddy cua khéi lang tru déu ¢é gidi han
12 dién tich chia hinh tron ddy cta kh6i tru tron xoay. Do dé ta tinh dugc thé
tich cha khé6i tru tron xoay nhu sau :

Goi V la thé tich clia kh6i tru trdn xoay ¢6 dién tich ddy B va chiéu cao h, ta
c6 cong thuc :

V =Bh
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Nhu vay, néu bén kinh ddy bang r thi B=7r>, khi d6: V =zr2h.

Aa Cho hinh lap pAhuong ABCD.A'B'C'D’ canh a. Tinh dién tich xung quanh cla hinh

38

tru va thé tich cla khdi tru ¢6 hai day la hai hinh tron ngoai ti€p hai hinh vuéng
ABCDva AB'CD"

5.Vidu

Trong khong gian, cho hinh vuong ABCD canh a. Goi I va H lan luot 13 trung
diém cia céc canh AB va CD. Khi quay hinh vuéng dé xung quanh truc /H ta
dugc mat hinh tru tron xoay.

a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh tru trdn xoay dé.

b) Tinh thé tich ctia khéi tru tron xoay dugc giéi han bdi hinh tru néi trén.
Gigi
a) Hinh tru trén xoay c6 ban kinh day r = % va duong sinh / = a. Do d6 dién

tich xung quanh ctia hinh try 1a :
— g3 2
qu =2xrl = 255-0 =7a” (h.2.12).
b) Thé tich cta kh6i tru tron xoay dugc tinh theo cong thitc :
a 2 1
Ve=nr’h=n|2| a=-nd.
2 4

B

Hinh 2.12



BAI TAP

. Cho dudng tron tam O bén kinh r nidm trén mat phing (P). Tit nhitng diém M
thuéc dudng tron nay ta ké nhirng dudng thang vuong géc véi (P). Chiing minh
ring nhilng dudng thing nhu vy nim trén mot mit tru trdn xoay. Hay xic
dinh truc va ban kinh cliia mat tru dé.

. Trong mdi trudng hop sau day, hdy goi tén cdc hinh tron xoay hoic khéi tron
xoay sinh ra boi :

a) Ba canh cta hinh chit nhat khi quay quanh dudng thang chita canh thy tu.

b) Ba canh cia mét tam gidc cin khi quay quanh truc déi xitng ciia nd.

c) Mot tam gidc vuong ké ca cic diém trong cha tam gidc vuong d6 khi quay
quanh dudng thing chita mét canh géc vuéng.

d) Mot hinh chix I}h@t ké ci cdc diém trong cla hinh chit nhat d6 khi quay
quanh duong thang chira mo6t canh.

. Cho hinh nén tron xoay cé dudng cao 4 = 20 cm, bén kinh ddy r =25 cm.

a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh nén da cho.

b) Tinh thé tich clia khéi nén dugc tao thanh bai hinh nén dé.

¢) Mot thi€t dién di qua dinh cia hinh nén c6 khoang cach tir tam ctia ddy dén
mat phing chita thi€t dién 13 12 cm. Tinh dién tich thiét dién d6.

. Trong khong gian cho hai diém A, B c¢6 dinh va ¢6 d6 dai AB =20 cm. Goi d 1a
mot dudng thing thay ddi luon luén di qua A va cdch B moét khoang bang
10 cm. Ching t6 ring dudng thing d lu6n luén nim trén mot mit ndén, hiy x4c
dinh truc va géc & dinh cua mat nén dé.

. Mot hinh tru ¢6 bdn kinh ddy r = 5 cm va c¢6 khoang cach giiia hai ddy bang 7 cm.,
a) Tinh dién tich xung quanh ctia hinh tru va thé tich ctia khéi tru dugc tao nén.
b) Cit khdi tru bdi mot mat phing song song véi truc va céch truc 3 cm. Hay

tinh dién tich clia thiét dién dugc tao nén.

. Cat mot hinh nén bing mét mat phing qua truc ciia né ta duge thiét dién 13 mot
tam gidc déu canh 2a. Tinh dién tich xung quanh va thé tich ctia hinh nén dé.

M6t hinh tru cé ban kinh r va chiéu cao h = r/3.
a) Tinh dién tich xung quanh va dién tich toan phan ctia hinh tru.
b) Tinh thé tich kh&i tru tao nén bdi hinh tru d4 cho.
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¢) Cho hai diém A va B ldn lugt ndm trén hai dudng tron day sao che géc gifra

dudng thang AB va truc cha hinh tru bang 30°. Tinh khoang cich gita
dudng thing AB va truc ctia hinh tru.

M@t hinh tru ¢6 hai ddy 1a hai hinh tron (O ; ) va (O’ ; r). Khoang céach giita hai

diy 1a 00’ = V3. Mot hinh nén ¢6 dinh 12 O’ va ¢6 ddy la hinh tron (O ; r).

a) Goi S, la dién tich xung quanh cua hinh try va $,1a dién tich xung quanh
cta hinh nén, hay tinh ti s§ ;—]

2

b) Mat xung quanh ctia hinh nén chia khéi tru thanh hai phén, hay tinh ti s6 thé
tich hai phén dé. '

Cat hinh nén dinh § b&i mat phang di qua truc ta dugc mét tam gidc vuéng can

cé canh huyén bing a+/2.

a) Tinh dién tich xung quanh, dién tich ddy va thé tich clia kh6i nén tuong tmg.

b) Cho day cung BC ciia dudng tron ddy hinh nén sao cho mat phing (SBC) tao
v6i mat phing chita ddy hinh nén mot géc 60°. Tinh dién tich tam gi4c SBC.

Cho hinh tru ¢6 bén kinh r va cé chiéu cao ciing bing r. M6t hinh vuoéng ABCD

c6 hai canh AB va CD lan lugt 1a cdc day cung cua hai dudng tron ddy, con canh

BC va AD khong phai 12 dudng sinh cia hinh tru. Tinh dién tich ciia hinh vuong
d6 v césin clia géc gilta mat phang chia hinh vuéng va mat phing dy.



§2. MAT CAU

OFErCciIAl-
“71‘:'. &WBIGH'"

Hinh 2.13

Trong doi séng hang ngay chiing ta thudng thdy hinh anh ctia mit cdu thong
qua hinh anh bé mit cia qua béng ban, clia vién bi, cia mo6 hinh qua dia cdu,
‘ciia qua béng chuyén (h.2.13), v.v... Sau day chiing ta s& tim hiéu, nghién citu
nhitng tinh chét hinh hoc clia mit cdu.

I- MAT CAU VA CAC KHAI NIEM LIEN QUAN PEN MAT CAU
1. Mdt cau

il Tdp hop nhing diém M trong khong gian cdch diém O co
| dinh mot khodng khong doi.bdng r (r > 0) dugc goi la mat
.| cdutdm O bdn kinh r (h.2.14).

Nguoi ta thuong ki hiéu mat cdu tam O bén ' a

kinh r 12 S(O ; r) hay viét tat 1a (S). Nhu vay
ta c6 mit cdu S(O ; r) —{MIOM— }

— Néu hai diém C, D nim trén mat ciu S(O ; r)
thi doan thiang CD (h.2.15a) duoc goi la ddy
cung cha mat ciu dé.
Hinh 2.14
6-HHOC 12 -A 4]
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— Day cung AB di qua tdm O duoc goi 1a mot diong kinh cha mat cau. Khi d6
d6 dai dudng kinh bang 2r (h.2.15b). ‘

el

a) b)
Hinh 2.16

Mot mat cdu duge xdc dinh néu biét tam va bidn kinh cta né hoac biét mot
dudng kinh cuia mat cau do.

2. Biém nam trong va ndm ngoai mdt cdu. Khoi cdu

Cho mat cau tam O ban kinh r va A 12 mot diém bat ki trong khéng gian.

— Néu OA = r thi ta nSi diém A ndm trén mit cdu SO : r).

— Néu OA < r thi ta néi diém A ndm trong mit ciu SO ; r).

— Néu OA > r thi ta néi diém A ndm ngoai mit cau S(O ; r).

% Tdp hop cdc diém thuéc mdt cau §(O ; r) cing voi cde diém

nam trong mdt cau doé duoc goi la khét cau hodc hinh cau
& tdm O ban kinh r.

3. Biéu dién mdt cdu

Ngudai ta thuong dung phép chi€u vudng géc lén
mat phang dé bi€u dién mat cdu. Khi dé hinh biéu
dién ciia mat cdu 1a mot hinh tron.

Muén cho hinh biéu dién cia mat cdu duge truc
quan ngudi ta thudng vé thém hinh biéu dién cua

mot s6 dudng tron ndm trén mat cdu dé (h.2.16).
Hinh 2.16

4. Puong kinh tuyén va vi tuyén cvia mdt cdu

Ta c6 thé xem mit cu nhu 13 mit tron xoay dugc tao nén bdi mot mira dudng
tron quay quanh tryc chita duong kinh cla nira duong tron d6. Khi d6 giao

6-HHOC 12 -B



tuyén cla mat cdu véi cac nlra mat phang ¢é bd 13 truc ctia mat cau duoge goi
la kinh ruyén cua mat cdu, giao tuyén (néu cé) cua mat cau vdi cidc mat phiang
vuong géc véi truc duge goi la i tuvén clia mat cau. Hai giao diém cia mit
cdu véi truc duge goi 1a hai cye cia mat cau (h.2.17)

VT tuyén

Kinh tuyén

Hinh 2.17

A1 Tim tap hop tam cac mat cau luén luén di qua hai diém c6 dinh A va B cho trudc.

I1- GIAO CUA MAT CAU VA MAT PHANG

Cho mat ciu S(O ; r) va mat phang (P). Goi H 1a hinh chiéu vuong géc cia
O 1én mat phing (P). Khi d6 h = OH 1a khoang cich tit O t6i mat phang (P).
Ta c6 ba truong hop sau : '

1. Truong hop h > r

Néu M 1a mot diém bat ki trén mat
phang (P) thi OM >OH. T dé suy ra
OM > r. Vay moi diém M thu6c mit
phéing (P) déu nim ngoai mat cau. Do
d6 mdr phang (P) khong 6 diém
chung véi mdr cdu (h.2.18).

Hinh 2,18
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2. Truong hoph =r

Trong trudng hgp nay diém H thu6c mat cdu S(O ; r). Khi d6 véi moi diém M
thudc mat phang (P) nhung khic véi H ta luon ludn c6 :

——r

OM>0H =r néenOM > r.

w . 5 N ! s
Nhu vay H la diém chung duy nhdt cua mat cdu S(O ; r) va mat phang (P).
Khi d6 ta néi mdt phdng (P) tiép xiic véi mdt cdu S(O ; r) tai H (h.2.19).

e S m

Hinh 2.19

Diém H goi la tiép diém clha mit cdu S(O ; r) v mat phing (P), mat phing
(P) goi 1a mdt phdng tiép xic hay tiép dién cha mit cdu. Vay ta c6 :
4 Diéu kién cdn va di dé mat phdng (P) tiép xuc vdi mdt cdu

1 S(O ; r) tai diém H la (P) vuong géc voi bdn kinh OH tai
: diémH do.

" 3. Truong hoph<r

‘Trong trudng hop ndy mdt phang cdt mdt cdu theo dudng tron tam H, ban

kinh 7’ = Vr? - h2_ (h.2.20).

Hinh 2.20



That vay, goi M 12 mot diém thudc giao tuyén clia mat phang (P) véi mat cu
S(O ; r). Xét tam giac vuong OMH ta ¢6 MH = Nrt-h?, dodé M thuoc

dudng tron tim H nim trong mat phang (P) va c6 bdn kinh r’ = r* —h2.

Ddc biét khi h = 0 thi tim O cua mat cdu thudc mat phang (P). Ta c6 giao
tuyén clia mat phang (P) va mat cdu S(O ; r) 13 dudng tron tim O ban kinh .
Pudng tron nay dugce goi la dudng tron lon (h.2.21)

Puong tron lon

——————
-

Hinh 2.21

Mat phang di qua tam O cha mat cdu goi 13 mdr phdng kinh chia mat cu do.

A 2 a) Hay xac dinh dudng tron giao tuyén cla mat cu S(O ; r) va mét phang (o) biét

rang khodng cach tr tam O dén (&) bang %

b) Cho mét ciu S(O ; 1), hai mat phang () va (/) co khoang cach dén tam O cla
mat ciu da cho lan luct ta a va b (0 < a < b < r). Hay so sanh hai ban kinh c(a
cac duang tron giao tuyén.

III- GIAO CUA MAT CAU VOI PUONG THANG. TIEP TUYEN CUA
MAT CAU

Cho mat cdu S(O ; r) va dudng thing A.

Goi H la hinh chi€u vuéng goc cua tam O trén A va d = OH 1a khoang cach
tr O t6i A.
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Tuong tu nhu trong trudng hgp mat cdu va mat phang, ta ¢6 ba trudng hop
sau day :

I. Néu d > r thi A khong cat mat cau S(O ; r) (h.2.22), vi vGi moi diém M
thuoc A ta déu c6 OM > r va nhu vay moi diém M thuoc X déu nim ngoai
mat cau.

Hinh 2.22

2. Néu d = r thi diém H thuoc mat cdu S(O ; r). Khi dé véi moi diém M thuoc A
nhung khac vér H ta ludn ludn ¢6 OM > OH = r nén OM > r. Nhu vay H 1a
diém chung duy nhat cia mat cau S(O : ) va dudng thang A. Khi dé ta néi
dudng thing A tiép xiic véi mat cau S(O ; r) tai H. Diém H goi la diém tiép
xtic (hodc tiép diém) cha A va mat cdu. Dudng thang A goi 1a 1iép fuvén clia
mat cau. Vay ta ¢6 :

i Diéu kién cdn va du dé duong thing A tiép xic voi mdt cdu

S(O ; r)tai diém H la A vuong géc véi ban kinh OH tai diém
S Hds (h2.23).

Hinh 2.23

3. Néu d < r th dudng thang A cat mat cau S(O : r) tai hai diém M, N phan
bi¢t. Hai diém d6 chinh la giao diém cba duomg thing A vdi dudng tron giao
tuy&n cla mat cau S(O : r) vi mat phiang (0. A) (h.2.24).



Hinh 2.24

Pac biét, khi d = 0 thi duong thang A @i qua tAm O va cit mat ciu tai hai
diém A, B. Khi d6 AB 12 dudng kinh clia mit cdu (h.2.15b).

Nhdn xét. Nguoi ta chimg minh duoc ring :

a) Qua mot diém A nim trén mat cau S(O ; ) ¢6 vo so ti€p tuyén clia mit ciu
d6. Tat cd cdc tiép tuyén nay déu vudng goc voi ban kinh OA cia mat cau tai
A va déu nam trén mat phang tiép xic v6i mat cau tai diém A dé (h.2.25).

b) Qua mot diém A nim ngoai mat cdu S(O ; r) cb vO s6 tiép tuyén véi mat
cdu di cho. Céc tiép tuyén nay tao thanh mét mat nén dinh A. Khi d6 do dai
cdc doan thang ké nir A dén céc tiép diém déu bing nhau (h.2.26).

A

~

Hinh 2.25 Hinh 2.26

I° Chu y. Ngudi ta ndéi mdt cau not tiép hinh da dién néu mit ciu doé tiép xic véi
tit ca cdc mat cia hinh da dién, con néi mdt cau ngoai tiép hinh da dién néu
tat ca cdc dinh clia hinh da dién déu nam trén mat cau.

Khi mit cau néi tiép (ngoai ti€p) hinh da dién, nguai ta ciing néi hinh da dién
ngodqi tiép (noi tiép) mat cau,
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Aa Cho hinh lap phuong ABCD.AB'C'D’ ¢6 canh bang a. Hay xac dinh tam va ban kinh
mét cau : :

a) Bi qua 8 dinh clia hinh lap phuong. -
b) Tiép xUc véi 12 canh cla hinh ap phuang.
¢) Tiép xic véi 6 mat cda hinh |ap phuong.

IV- CONG THUC TiNH DIEN TICH MAT CAU VA THE TiCH KHOI CAU

Dung phuong phép gidi han ngudi ta chitng minh dugc cdc céng thic vé tinh
dién tich chia mat cdu va thé tich clia kh6i ciu nhu sau :

Mat cdu bdn kinh r ¢6 dién tich 1a :

S = Axr?
Khéi cdu ban kinh r ¢é thé tich 1a :
V= ft—iz‘r3
3

K5 Chil ¥

a) Dién tich S ctia mat cdu bén kinh r bang bon l4n dién tich hinh tron I6n cta
mat cdu dé.

b) Thé tich V chia khéi ciu ban kinh r bang thé tich kh&i chép ¢ dién tich ddy
bing dién tich mat cdu va ¢6 chiéu cao bang ban kinh clia khéi cdu dé.

A4 Cho hinh |ap phuong ngoai ti€p mat cau ban kinh r cho trudce. Hay tinh thé tich cla
hinh lap phuang dé.
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10.

BAI TAP

. Tim tap hop tat ca cic diém M trong khong gian Judn ludn nhin doan thing AB

c6 dinh duéi moét géc vudng.

Cho hinh chép tir gidc déu SABCD c6 tdt ca cdc canh déu bing a. Hay xic
dinh tdm va ban kinh mat ciu ngoai ti€p hinh chép do.

Tim tap hgp tam cdc mat cdu ludn luén chita mét dudng tron ¢b dinh cho trudc.

. Tim tap hgp tam nhimg mit cAu ludn clng tiép xic véi ba canh clia mot tam

gidc cho trudc.

Tir mot di€m M nim ngoai mit ciu S(O ; r) ta ké hai dudng thang cit mat cdu
14n luot tai A, B va C, D.

a) Chilng minh ring MA.MB = MC.MD.

b) Goi MO = d. Tinh MA MB theo r va d.

Cho mat cdu S(O ; r) ti€p xtic v6i mat phing (P) tai /. Goi M 13 mét diém nim
trén mat cdu nhung khong phéi 14 diém d6i ximg véi I qua tam O. T M ta ké
hai ti€p tuyén clia mit cdu cét (P) tai A va B. Chilmg minh ring AMB = AIB.

Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C’'D'c6 AA’=a,AB=b,AD =c.
a) Hay xdc dinh tam va bin kinh ctia mat ciu di qua 8 dinh cta hinh hép dé.

b) Tinh ban kinh cia dudng tron 13 giao tuy&n ciia mat phing (ABCD) v4i mat
clu trén.

Ching minh ring néu c6 mot mat ciu tiép xdc véi 6 canh ¢lia moét hinh ti dién
thi téng d6 dai ctia cdc cap canh d6i dién cla td dién bing nhau.

Cho mot diém A ¢ dinh va mét dudng thang a cd dinh khong di qua 4. Goi O
1a mot diém thay déi tren 2. Chitng minh rAng cic mat cdu tam O b4n kinh
r = OA 1ubn luén di qua mot dudng tron c6 dinh.

Cho hinh chép S.ABC c6 bén dinh déu nim trén mot mat ciu, SA = a, SB = b,
SC = ¢ va ba canh SA, SB, SC d6i mot vudng goc. Tinh dién tich mat cdu va thé
tich khéi cdu duoc tao nén boi mit cdu dé.
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ON TAP CHUGNG 11

. Cho ba diém A, B, C cung thu6éc mot mat cdu va cho bige ACB =90°. Trong
cdc khang dinh sau khéng dinh nio 1a ding ?

a) Pudng tron qua ba diém A, B, C nam trén mat cdu.

b) AB 12 mot dudng kinh clia mat cdu di cho.

c) AB khong phai l1a dudng kinh cia mat cau,

d) AB 12 duong kinh clia dudng trdn giao tuyén tao bdi mat cdu va mat phang (ABC).

. Cho ti dien ABCD c¢6 canh AD vuéng géc véi mat phang (ABC) va canh BD
vuong goc vdi canh BC. Bi€t AB = AD = g, tinh dién tich xung quanh va thé tich
ciia khéi nén duge tao thanh khi quay dudng gap khiic BDA quanh canh AB.

. Ching minh ring hinh chép cé tat ca cdc canh béen bing nhau néi ti€p duoc
trong mot mat cau.

. Hinh chép S.ABC ¢6 mdt mat cau ti€p xic véi cdc canh bén SA, SB, SC va ti€p
xtic vdi ba canh AB, BC, CA tai trung di€ém clia méi canh. Ching minh ring
hinh chép d6 1a hinh chép tam gidc déu.

. Cho nf dién déu ABCD canh a. Goi H 1a hinh chi€u vuéng géc cha dinh A

xuéng mat phang (BCD).

a) Chimg minh / 1a tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc BCD. Tinh d9 dai doan AH.

b) Tinh dién tich xung quanh va thé tich ctia khéi tru c6 duong trdon ddy ngoai
ti€p tam gidc BCD va chiéu cao AH.

. Cho hinh vuéng ABCD canh a. Tir tam O ciia hinh vubng dung dudng thing A
vuéng géc v6i mat phing (ABCD). Trén A 14y di€m S sao cho OS = %- Xéc
dinh tam va bdn kinh mat ciu ngoai ti€p hinh chép S.ABCD. Tinh dién tich clia

mat clu va thé tich cla kh6i cdu duge tao nén boi mit cdu dé6.
. Cho hinh try c6 ban kinh ddy r, truc OO0’ = 2r va mat cdu dudng kinh OO".
a) Hay so sdnh dién tich mat cdu va dién tich xung quanh ciia hinh tru dé6.

b) Hiy so sanh thé tich khai tru va thé tich kh6i cdu dugc tao nén bdi hinh tru
va mat ciu d3 cho.
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CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG II

. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B'C’'D’ ¢6 canh bing 2. Goi S 1a dién tich xung
quanh cta hinh try ¢6 hai dudng tron ddy ngoai tiép hai hinh vuéng ABCD va
AB'C'D.DiéntichSla:

(A) 7d*; (B) za?\2 ;
2
©) 7a* 3 : (D) ”"2‘5.

. Goi S 12 dién tich xung quanh cta hinh nén tron xoay dugce sinh ra bdi doan
thang AC’ clia hinh 1ap phwong ABCD.A’B’C’D’ c6 canh b khi quay xung quanh
truc AA". Dién tich S 1a :

(A) mb? ; | (B) 7632 ;
(©) 7b*\3 ; (D) 7b%6.
. Hinh chép S.ABC c¢6 diy la tam gidc ABC vudng tai A, cé SA vuong goéc vai

mit phang (ABC) va c6 SA = a, AB = b, AC = c. Mat cfu di qua cic dinh A, B,
C, S ¢6 béan kinh r bang :

(A) _2(‘”35“) : B Wal+bt e
(C) -;-\/az + b2+t (D) Va? +b% +¢2.

. Cho hai diém c6 dinh A, B vA mot diém M di dong trong khéng gian nhung

ludn thoa min diéu kién MAB=q véi 0° < <90° Khi d6 dlém M thudc
mat nao trong céc mit sau :

(A) Mat nén ; (B) Mat try ;
(C) Mit cdu ; (D) Mit phing.

. S8 mat cdu chita mot dudng tron cho truée la :
(A)0; B 1:
©?2; - (D) v6 s6.
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6.

Trong cic da dién sau day, da dién nao khong luén ludn n(}i ti€p duoc trong
mat ciu :

(A) hinh chép tam gidc (t& dién) ;

(B) hinh chép ngii gidc déu ; -

(C) hinh chép ur giic ;

(D) hinh hop chit nhat.

. Cho ti dién ABCD cé canh AD vuéng géc v6i mat phang (ABC) va canh BD

vudng gbéc vai canh BC. Khi quay cdc canh t¢ dién d6 xung quanh truc 1a
canh AB, c6 bao nhiéu hinh nén duge tao thanh ?

(A)y1; : B)2;
©3; D) 4.

Cho hinh lap phuvong ABCD.A'B'C’D’ ¢6 canh bang a. Mot hinh nén cé dinh 1a
tam cia hinh vuéng ABCD va c6 dudng tron ddy ngoai ti€p hinh vuéng
A'B’C’'D’. Dién tich xung quanh cua hinh nén dé1a :

2 2
WMﬁ; @Mﬁ;
3 2
2 2
(C) 7[(12\/5 : (D) 7[02\/6 .

Cho tam gi4dc déu ABC canh a quay xung quanh dudng cao AH tac nén mot
hinh nén. Dién tich xung quanh cua hinh nén d6 la :

(A) ma® ; (B) 27a?;

[ ) . 3_»
C) — ) D) —- .
()2ﬂa (.)4fm

10. Trong c4c ménh d€ sau day, ménh dé nao sai ?
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(A) Mit tru vA mat nén c6 chifa cdc dudng thing.

(B) Moi hinh chép luén néi ti&p trong mat ciu.

(C) C6 v6 s6 mit phing cit mat c4u theo nhitng dudng tron bing nhau.

(D) Luén ¢6 hai dudng trdn ¢6 ban kinh khic nhau cing nim trén mét mit nén.



11. Cho hinh tru ¢6 bdn kinh ddy bing r. Goi O, O’ 13 tam cua hai ddy véi OO0’ = 2r,
Mot mat cdu (S) ti€p xic véi hai ddy cta hinh tru tai O va O’. Trong cic ménh
dé dudi day, ménh dé nao sai ?

(A) Dién tich mit cdu bing dién tich xung quanh ciia hinh-try.

(B) Dién tich mat c4u bang % dién tich toan phéin cia hinh try.
(C) Thé tich khéi ciu bing " thé tich kh6i try.
(D) Thé tich kh6i c4du bing % thé tich kh6i tru.

12. Mot hinh hop chit nhat noi tiép mét cdu va cé ba kich thudc 13 a, b, c. Khi d6
ban kinh r cha mat c4u bing :

(A) %\/az +b?% 42 : (B Va2 +b% +c? :
\laz+b2+c2

(©) J2a? +b% +c2) @) =

13. M6t hinh tru c¢é hai ddy (2 hai hinh tron ndi ti€p hai mat cha mot hinh lap
phuong canh a. Thé tich cia kh6i tru 86 1a :

1 3 1 3
A) —a'r; B) —~a’r ;
()2 ()4
(®) la3ﬂ'; . (D) 0371'_.

3 i .
14, M6t hinh t dién déu canh g c6 moét dinh triing véi dinh cia hinh nén, ba dinh
con lai ndm trén dudng trdn ddy cta hinh nén. Khi d6 dién tich xung quanh

cua hinh nén 14 ;

(A)%rmzﬁ; S (B)é—:m%/i;

L3

(©) %7[(12\/5 . (D) 7a*\3 .
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15.

Trong cdc ménh dé sau day ménh dé nao sai ?
(A) Bdt ki mot hinh t¢ dién nao ciing ¢6 mot mat cau ngoai tiép.

© (B) Bat ki mot hinh chép déu nao cling c6 mot mat cdu ngoai tiép.

16.

17.

18.
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(C) Bat ki mot hinh hop ndo ciing c6 mét mat cu ngoai ti&p.
(D) Bat ki mot hinh hop chit nhat ndo cling cd mot mat ciu ngoai tiép.

Ngudi ta bo ba qua bong ban cling kich thudc vao trong mot chiéc hop hinh tru
c6 day béng hinh tron 16n clia qua béng ban va chiéu cao bang ba 1an dudng
kinh qua béng ban. Goi §; la téng dién tich clia ba qua béng ban, S, 1a dién

tich xung quanh cua hinh tru. T1 s6 g bang :
2

(A) 1; (B)2;
(C) 1,5; (D) 1,2.

Nguoi ta x&p 7 vién bi ¢6 cing ban kinh » vao mét céi lo hinh tru sao cho tit ca
céc vién bi déu tiép xic véi ddy, vién bi ndm chinh giita tiép xtc véi 6 vien bi
xung quanh va mdi vién bi xung quanh déu ti€p xdc véi cdc dudng sinh cua lo
hinh tru. Khi d6 dién tich ddy cua cdi lo hinh tru 1a :

(A) L6772 ; , (B) 187r%;
©) 9m ; (D) 367r%.
Cho ba diém A, C, B nim trén mo6t mat cdu, biét rang géc ACB = 900 Trong

céc khdng dinh sau, khang dmh ndo 1a ding ?

(A) AB 12 mét duong kinh ciia mat cdu.

(B) Luon ¢6 mot dudng tron ndm trén mat cau ngoai ti€p tam gidc ABC.
(C) Tam gidc ABC vuéng can tai C.

(D) Mat phang (ABC) cit mat ciu theo giao tuyén 1 mot dudng tron 16n.
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Rhirng van dé c6 lién quan dén Kinh fuyén
va vi tuyén cia Trai Dat

1. Viéc ddnh s6 cdc kinh tuyén va vi tuyén

Trdi Ddt 12 mot trong cdc hanh tinh cia H¢ Mat Troi, c6 dang hinh cdu véi
bdn kinh r = 6370 km. Pudng xich dao la vi tuy€n dai nhdt, dai khoang
40 076 km, chia Trai D4t thanh hai phin : bdn cdu Béc va bdn cdu Nam. Dé -
dénh s6 cdc kinh tuyén va vi tuyén trén bé mat Trdi Dat, ngudi ta phai chon
mot kinh tuy&n va mét vi tuyén lam géc. Kinh tuyén géc va vi tuyén goc
déu duoc ghi s6 0°. Kinh tuyén goc di qua dai thién vian Grin-uyt & ngoai 6
thanh ph6 Luan Dén (nuéc Anh), tuy hién nay dai thién vian nay da chuyén
di noi khdc, nhung kinh tuyén g6c vin & ché ci. V7 ruyén goc chinh 1a
dudng xich dao (h.2.27). ’

Xich dao :

Vi tuyén gée Kinh tuyén géc

Hinh 2.27

Nhimg kinh tuyén nam & phia dong cta kinh tuyén géc la nhitng kinh tuyén
déng (D) duge danh s6 tir 1°,2°, ... dén 180°. Kinh tuyén 180° Ia kinh
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tuyén doi dién véi kinh tuyén 0°. Tuong tu, nhitng kinh tuyén nim phia tay
cua kinh tuyén géc la nhitng kinh tuyén tdy (T).

Céc vi tuyén & phia bic xich dao va phia nam xich dao theo thit ty déu duoc .
dénh s6 tir 1°, 2°, ... dén 90°. Vi trf cia mbi dia diém trén Trdi Dt dugc xéc
dinh tai chd cét nhau cta cip kinh tuyén va vi tuyén di qua diém dé6. Vi du ta
c6 kinh d6 va vi d0 clia mot diém M la

25°D
M
~ (30°B
Véi toa do dia li clia diém M d6, ta hiéu ring diém M ndm trén kinh tuyén

“ vé phia dong kinh tuyén g6c va nim trén vi tuyén 30° vé phia bic qua
Dla céu.

2. Cdc khu vuc gio trén Trai Dt
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Cac khu vue gid trén Trai Dat
Hinh 2.28




Trii D4t nr quay mot vong quanh tryc ciia né trong khoang 24 gid. DE tién
cho viéc tinh gid va giao dich trén th€ gidi, nguoi ta chia bé mat Trdi DAt ra
24 mui gio. Mbi khu vuc c6 mot gid rieng, chiéu rong mdi khu vuc bing
15 kinh d6 va 14y gio cta kinh tuyén di qua chinh giira khu vire d6 lam gid
chung cua khu vic. Khu vie cé kinh tuyén géc di qua duge quy dinh 1a khu
vie gid 0. Nude Viét Nam ta & khu vire gio thir 7 (h.2.28).

Hoi nghi qudc t&€ nam 1884 quy dinh khu vuc c¢6 kinh tuyén gdc di qua lam
khu vuc gid géc va dianh s8 0. Ranh giéi ciia khu vyce ndy 1a tir kinh tuyén

7°30° T dén 7°30° D. Tir khu vuc gio géc vé phia d6ng 1a khu virc ¢6 s6 thi
ty tang dén (tir 1, 2, 3, ... d€n 23) va méi khu vuc cdch nhau 1 gio. Khu vuc
gid s§ 0 trung véi khu vuc gid s6 24. V& mit nguyén tic, gidi han coa céc
khu vy gi¢r 14 cdc dudng Kinh tuyén duge ddnh s6, nhumg trong thuc t€ &
mot s6 khu vire, cdc dudng gii han d6 lai 1a cdc duong gép khic d€ phi hgp
v6i cdc duong bién gidi qudc gia. DSi dién véi khu vue gid gée (0 gio) la
khu vuc s§ 12 va dé tinh ngdy gid duge thuin tién trong cdc hoat dong

chung cta thé gi6i, ngudi ta quy dinh 14y kinh tuyén 180° qua khu vuc gid
s6 12 nadm giira Thai Binh Duong lam dudng chuyén (ddi) ngay quéc té,

Néu di tir phia Tay sang phia Pong qua kinh tuyén 180° thi phai i lai mot
ngay lich, con néu di tir phia dong sang phia tdy qua kinh tuyén 180° thi
phai tang thém mot ngay lich.

3. Cdc vi tuyén ddc biét : cdc vong cuc va cdc chi tuyén

Trong khi quay quanh Mat Tr&i, truc Trai D4t luén nghiéng va khong déi
phuong, ¢6 lic nghiéng bédn cdu Bic, c6 lic nghiéng ban cdu Nam vé phia
Mait Trdi. Do dudng phan chia sdng 16i khong tring véi truc Bde — Nam cua
Dia cau nén & ban cdu Bic va & ban cdu Nam c6 hién tugng ngay dém dai
ngin khdc nhau.

Cic dia.diém nim trén dudng xich dao (& vi tuyén 0°), quanh ndm lic nao
ciing ¢6 ngiy dém dai nhu nhau.

Viao ngay 22-6 (tirc 12 ngdy ha chi) cic dia diém tir vi tuyén 66°33" Bic
dén cuc Bic va vao ngly 22-12 (tic 13 ngdy dong chi) cic dia diém tir vi
tuyén 66°33° Nam dén cuc Nam c6 ngay hoic dém dai subt 24 g1, Cic vi

tuy&n 66°33" Bic va Nam ciia hai bin cdu dugc goi 12 Vong cuc Bdc va
Vong cuc Nam.
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Vio ngdy ha chi, Mit Trdi chi€u thing géc vao vi tuyén 23°27" Bic va vao

ngdy dong chi Mat Troi chiéu thing géc vao vi tuyén 23°27" Nam. Cic vi
tuyén nay lan lugt dugc goi 1a Chi tuyén Bdc va Chi tuyén Nam (h.2.29).

Hinh 2.29

Vao céc ngay 21-3 (tic la ngay xudn phan) va ngay 23-9 (tic la ngay thu
phén) hai bdn cdu nhan dugc géc chi€u nhu nhau ctia Mat Trdi, do dé ti€p thu
dugc moét lugng nhiét va dnh sdng nhu nhau (h.2.30).

Hinh 2.30
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Céc chi tuyén va cdc vong cuc la nhimmg vi tuyén dac biét lam ranh giGi phan
chia bé mit Trdi Ddt ra nam vanh dai nhiét song song véi xich dao. Tuong
ing véi nam vanh dai nhiét, ngudi ta chia Trdi D4t ra nam déi khi hau sau day
th.231);

Cyc Nam

Hinh 2.31

* Nhiét doi chia xich dao gi6i han tir vi tuyén 23°27" Bic dén vi tuyén
23°27° Nam. D6 12 mién giita hai Chi tuyén Bac va Chi tuyén Nam. Day Ia
vung khi hau néng.

* On doi gbm c6 hai d6i khi hau, bao gém tir Chi tuyén Bic dén Vong cuc
Béc va tir Chi tuyén Nam dén Vong cyc Nam. Pay 1a hai khu vuc ¢6 lugng
nhiét trung binh va ¢6 b6n mua thé hién rét rd trong nam.

* Han doi g6ém hai d6i khi hau tir Vong cyc Bic dén cuc Béc, Vong cuc
Nam dén cyc Nam. Pay 1a hai khu vuc gid lanh va c6 bang tuyét hau nhu
quanh nam.

Nhu vay-sgr phan hod khi hau trén bé mat Trai Dt phu thudc vao nhiéu yéu
t6, trong d6 c6 su phan hod theo vi do.
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4. Vi tri cua nudc Viét Nam

Xem ban dé khu vuc Dong Nam A, ching ta dé dang nhan thdy ring ving dat
lién clia nu6c Viét Nam & vao ving kinh tuyén tr 102°10°_D dén 109°24" D
va & vio ving vi tuyén tir 8°34” B dén 23°23' B (h.2.32).
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PHUONG PHAP TOA b0
TRONG KHONG GIAN

“* Heé toa dd trong khong gian
% Phuong trinh mit phang
% Phuong trinh dudng thing

Tru s Lién Hiép Qudc tai Niu Obc (New York)
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§1. HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

Trai Dét va Tram vi tru ISS (International Space Station) trong khéng gian

I- TOA PO CUA PIEM VA CUA VECTO

1. Hé toa do

Trong khong gian, cho ba truc x'Ox, y'Oy,
z'0Oz vubng géc v6i nhau timg d6i mot. Goi

- = =

i; Jj, k lan luot 12 cdc vecto don vi trén céc
truc x'Ox, y'Oy, z'Oz.

Hé ba truc nhu vay dugc goi 1a hé truc toa
d¢ Dé-cdec vuéng géc Oxyz trong khong
gian, hay ‘don gian dugc goi 1a hé tog do
Oxyz (h.3.1).

Hinh 3.1

Piém O dugc goi 1a géc toa do.

Céc mat phing (Oxy), (Oyz), (Ozx) d6i mot vudng gée véi nhau duge goi la
céc mit phdng toa do.

Khong gian véi hé toa dé Oxyz con duge goi la khdng gian Oxyz.



- - e

Vi i, j, k laba vecto don vi d6i mot vudng géc v4i nhau nén :
2 -2 w2
i =] =k =1
Vi ij=jk=ki=0.
A1 Trong khong gian Oxyz, cho mot diém M. Hay phan tich vecto OM theo ba veclo
khong déng phang i, ; % d3 cho trén cac truc Ox, Oy, Oz.

2. Toa dé ctia moét diém

Trong khéng gian Oxyz, cho mot diém M tuy y. Vi ba vecto -z:, }, k khong
déng phang nén cé mot bd ba s6 (x ; y ; z) duy nhét sao cho :

OM =xi+ y}:+ 2k (h.3.2).

1
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0] ; .
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X
Hinh 3.2

Nguoc lai, véi bo ba s6 (x ; y ; 7) ta c6 mét diém M duy nhit trong khong gian
thoa man hé thic OM =xi +y_7'+ 2k,

Ta goi bo ba s6 (x ; y ; z) 46 12 roa do ciia diém M d6i véi hé truc toa d6 Oxyz
da cho va viét :

M=(x;y;z)hoac M(x;y;2).
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3. Toa d6 cua vecto
Trong khéng gian Oxyz cho vecto a, khi d6 lu6n tén tai duy nhit bo ba s6

(a5 ay; @3) saocho: a=aji+ayj+ask.

-

Ta goi bo ba s6 (a;; ap; a3) 46 12 tog do cia vecto a d6i vdi he toa d6 Oxyz
cho trude va viét a =(a;; ay; a3) hodc a(a;; ay; a3).

Nhan xét. Trong hé toa d6 Oxyz, toa d6 clia di€m M chinh 12 toa d6 cha vecto OM.

Tac6 . M=(x,y;2) & O_A_l' =(x;y;2).

Az Trong khong gian Oxyz, cho hinh hdp cht nhat ABCD.A'B'C'D’ ¢ dinh A trung véi
gbc O, ¢ AB, AD, AA’ theo tht ty cing hudng véi i, -j k vachAB=a,

AD = b, AA'= c. Hay tinh foa d6 cAc vectd AB, AC, AC’ va AM v&i M2 trung
diém ca canh CD"

II- BIEU THUC TOA PO CUA CAC PHEP TOAN VECTO

j

T

TSR
i
>
‘

Trong khéng gian Oxyz cho hai vecto a=(a;; ay; a3) va
e (bys bys by). Tacs:
1 a) 5+b=(al +b1;a2+b2; az+by),
| b)@-b=(a-by; ;~by: a3—by),
4 c) ka = k(ay;ay3a3) = (kay; kay; kay)
i vai k 1a mot s6'thuc.
Cﬁiblgmﬁlﬁ
Theo gia thiét: a = a11+a2]+a3k b11+b21+b3k

.
Crbatntaet s

= 5+b=(al+b1)i+(az+b2)j+(a3 +b3)k.

Vay 5+B=(a1+b‘; ay+by; ay+by).
Chitng minh firong ty cho trudng hop b) va c).



5 H@ qud

a) Cho hai vecto a =(ay; a,; ay) va b= (bys by by).
a,=bh -
Tacé:d=b& qa,=b,
ay = by.
b)Vecto 0 cé toa d6 1a (0 ;0 ; 0).
¢) Vi b#0 thi hai vecto @ va b cing phuong khi va chi khi
c6 mot o'k sao cho : ay =kby, ay =kby, a3 =kby.
- d) Trong /'cho‘ng gian Oxyz, néu cho hai diém A(x,3y,524),
B(xp; Ygs zB) thi :
. E=a§—a=(x3—x/;; YB=YAZB~Z4)-
e Toa d6 trung diém M ciia doan thdng AB la

M[XAHB .YaTYp . ZA"'ZBJ

2 7 2 T2
II- TICH VO HUGNG
1. Biéu thirc toa do cua tich vo huong
L Dinhli
Trong khong gian Oxyz, tich vo huong cta hai vecto
a=(ay; ay; az) va b= (by; by ;3 by) dugc xdc dinh boi cong thite

Chiing minf

= (ayi+ay j+ask) . (byi+byj+byk)

Ql
Sl

-.2 - —_— ——
albli +alb2i.j+alb3i.k+a2b1j.i +

+ ayhyj tagbyjkvashikitvazbyk.j+azbik .
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=k =1w ?j:}Z:ZT:o nén
5.;;:' (Ilb] +02b2 +(I3])3 .
2. Ungdgmg

a) D¢ dai cia mot vecto. Cho vecto a =(ay; a»; az) .-
e s -2 2 - - ,
Ta biét rang " =a- hay lal=Va?*. Do dé

\27|=\/(1]2 +a§ +a32,.

b) Khodng cdach giita hai diém. Trong khong gian Oxyz, cho hai diém
A(x4: vas 4) va B(xgy yg; -p). Khidé khoing céch giita hai dlémAva

B chinh 1a d6 dai cua vecto AB Do d6 tacé:

AB=|A_§J :\/(“\'B —.\‘A)z +(vg —yA)z +(zp -4 )2.

¢) Goc gifia hai vecto. Néu @ la géc gilta hai vecto a =(a;:ay:ay) va

—
—

- - - - b
h=(b:bys by) v6i @ va b khic 0 thicosp=—""

- Do dé:
a.lb\

ajhy +ayby + az”3

\/(11 +02 +a3 (2

Tir d6 ta suy ra ilh o ayby +ayhy +azby = 0.

cos @ = cos(a. };) =

A:& V@i hé toa dd Oxyz trong khong gian, cho @ = (3;0; 1), h = (1;-1;-2),
7 =(2:1:-1). Haytinh G.(b+7) va g +5].

IV- PHUONG TRINH MAT CAU

- Dinh i
Trong khong gian Oxyz, mdt cau (S) tdm I(a : b ; ¢) ban kinh r
6 phuong trinh la :

(x —'(1)2 + (v —b)z +(z —L')2 — ’.2
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Chiing minh
Goi M(x ; v; =) 12 mot diém thudc mat cdu (S) tam [ ban kinh r (h.3.3).

Khidé:Me (S) & |IM|=r .

= \/(x—a)2 +(y—b)2 -4-(:—(‘)2 =r
& (.\‘—a)2 +(y—b)2 +(:—c)2 =2 LV

Do d6 (x *(1)2 + (v —b)2 +(z -—(‘)2 =2 a phuong trinh ca mat ciu (8).

Hinh 3.3

Ati Viét phuong trink mat cau tam /(1 ; -2 ; 3) ¢6 ban kinh r= 5.

Nhdn xét. Phuong trinh mat ciu ndi trén ¢6 thé viét dudi dang :
Ay et 2 2ax=2by-2cz+d =0 véid= a® +h* +c? -2

Tir d6 ngudi ta chimg minh duge ring phuong trinh  dang
C4vE+:2+2Av+2By+2C-+ D=0 v6i diéu kien A +B +C2-D>0
12 phuong trinh cia mat cau tam I(-A ; -B : -C) ¢6 bdn kinh
r=vAT+B2+C2-D.

Vi du. X4c dinh tam va ban kinh cia mat cdu ¢6 phuong trinh :

9 o) o)
NTHY I+ +4x-2y+62+5=0.
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gﬁi

Phuong trinh mit cau da cho‘tuong duong v6i phuong trinh sau :
(x+2° +(y=1) +(z+3)? =32, =~

Vay mat cau da chocé tam 7/ = (-2 ; 1 ; —3), ban kinh r = 3.

BAI TAP
Ci4c bai tap san day déu xét trong khong gian Oxyz.
Chobavecto @ =(2:-5;3), b =(0;2:-1), =(1;7; 2.
a) Tinh toa do ctia vecto d=4g- %B +3¢.
b) Tinh toa d6 cia vecto ¢ = a — 4h-2C .

ChobadiémA=(1;-1;1),B=(0;1:2),C=(1;0;1).
Tim toa d9 trong tam G cua tam gidc ABC.

Cho hinh hop ABCD.ABC'D’bietA=(1;0;1),B=(2;1;2),D=(1;~-1;1),
C’= (4;5;-5). Tinh toa do cac dinh con lai clia hinh hop.

Tinh
) dhv6ia =(3:0:-6), b=02:-4:0)
D) Cd V6 =(1:-5:2), d=(4:3:-5)

Tim tdm va ban kinh cla cdc mat cdu cé‘ phuong trinh sau day :
a)x2+yz+22—8x—2_y+1=0; A

b) 3x° +3y" + 322 — 6x+ 8y + 152 = 3 =0,

Lap phuong trinh mat cdu trong hai trudng hgp sau day :

a) C6 dudng kinh ABvdiA=4;-3;7).B=(2;1;3).

b) DiquadiémA=(5;-2;1)vacétam C=3;~3:1).



§2. PHUONG TRINH MAT PHANG

Trong hinh hoc khong gian & 16p 11 ta da bi€t mot s6 ciach xdc dinh mat
phing, ching han nhu xdc dinh mat phing bing ba diém khong thing hang,
bing hai dudng théing cit nhau, ... . Bay gid ta s& xéc dinh mét phéng bing
phuong phép toa do.

Céc bifc tudng cla toa nha cao tang hién dai
cho ta hinh anh clia mat phang trong khéng gian

I- VECTO PHAP TUYEN CUA MAT PHANG

Dinh nghia

Cho mdt phdng (o). Néu vecto n khdc 0 va cé gid vuong
goc voi mdt phdng (@) thi i dugc goi la vecto phdp tuyén
cua ().

e e
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13> Chii y. Néu n 1a vecto phdp tuyén clia mot mat phang thi k7 v6i & # 0, ciing
12 vecto phap tuyén ctia mat phang do.

Bdi todn
Trong khong gian Oxyz cho mit phang (@) va hai vecEr khéng ciung phuong
a=(ay; a; ay), h= (b by; by) 6 gid song song hodc nam trong mat phang
(). Chimg minh ring mat phang (@) nhan vecto
n=(ayh3 —azby; asby —apby: ayhy —aphy)
lam vecto phip tuyén.

+ P
Giat
Taco: da.n =aj(ashy —aybs)+ar(ashy —aiby) + az(ayhy — b))

= (ayarby — ayay ;) + (azay by — ayazhy )+ (aaayby — azasby)
= (.

Tuong ty h.n =0.

Vay vecto 1 vuong goéc véi ca

=
>

hai vecto @ va b, c6 nghia li
gid cla nd vuong goéc v4i hai
dudng thang cat nhau cla mat
phing (@) (h.3.4). Suy ra gid
cua # vubng goéc v6i mat
phing (). Vi @ b khong b

cimg phuong nén cic toa do .a’
cia n khOng déng thdi bang 0,
suy ra 71 #0. Do dé vecto 7 1a
mot vecto phap tuyén cua mit Hinh 3.4
phing (o). '

8l

Vecto n xdc dinh nhu trén duoc goi 1a tich ¢6 hwdmg (hay tich
vecto) cita hai vecto @ va b, ki hiéu la n=arb hodc
n=f{a,b].

A1 Trong khang gian Oxyz cho ba diém A(2 ; ~1:3),B(4;0; 1), C(-10; 5; 3). Hay
tim toa d6 mét vecto phap tuyén cla mat phang (ABC).



II- PHUONG TRINH TONG QUAT CUA MAT PHANG

®Bdi todn 1

Trong khong gian Oxyz cho mat phéng (o) di qua diém M, (xy ; ¥y 5 =) va nhan
1 (A : B; C) 1am vecto phdp tuyén. Chiing minh rang diéu kién cdn va du dé
diém M(x; v ; 2) thudc mat phang (&) 1a :

AX—xp) +B(y—yp) + C(z—2) =0.
Gidi
Ta cé W =X —xy; Y=Yy 220 (h3.5)
Me (@) MM c(a) & i MoM
o B.W:O

S A=)+ By —yg) + C(z— ) = 0.

AN

P

Hinh 3.5

@Bds todn 2

Trong khong gian Oxy:z, ching minh ring tap hop c4c diém M(x ; y ; 2) thoa
min phuong trinh Ax + By + Cz + D = ( (trong d6 cac hé s6 A4, B, C khong
déng théi biang 0) 13 mot mat phang nhan vectos 7 = (4 ; B ; C) 1am vecto
phap tuyén.

Gidi
Ta lay diém M(xg : ¥o ; =o) 520 cho Ax, + Byy + Cz + D = 0 (chdng han néu

] D
A #0thitaldy x = 1 s Yo= 2o =0).
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Goi (@) 1a mat phing di qua diém M, v nhan 7 = (A ; B ; C) lam vecto phap
tuyén. Ta c6 :

ME(a') = A(x—‘xO)“FB()’—yO)‘i"C(Z—Zo):O
& Ax+By + Cz—(Axg+Byy+ Czg) =0

=14 A.I'+By+CZ+D=0 vi D=—(AXO+B)’U+CZU).

Tir hai bai todn trén ta cé dinh nghia sau.

1. Dinh nghia

@ Phuong trinh c6 dang Ax + By + Cz + D =0, trong d6 A, B, C
!‘i khong déng thoi bang 0, diugc goi la phuong trinh td'ng qudt
.| cua mdt phang.

Nhan xét

a) Néu mat phing (@) c6 phuong trinh téng quit 1d Ax + By + Cz + D = 0 thi
n6 ¢6 mot vecto phap tuyén la 7 (A ; B C).

b) Phuong trinh mat phing di qua diém My(x, ; yo ; Zo) nhan vecto 7 (A ; B; C)
khac 0 1am vecto phap tuyén 1a A(x— xg) + B(y — yo) + C(z — z) = 0.

Az Hay tim mot vecta phép tuyén clia mét phing () : 4x—2y -6z +7 = 0.

As Lap phuong trinh t8ng quat clia mat phéng (MNP) vai M(1; 1; 1), N4 ;3 2),
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P(5:2:1).

2. Cdc truong hop riéng

Trong khong gian Oxyz cho mat
phang (@) :
Ax+By+Cz+D=0. (1)

a) Néu D = 0 thi gbc toa do O
c6 toa do thoa man phuong trinh
cia mat phing (@). Vay (@) di
qua géc toa do O (h.3.6). Ax+By+Cz=0

<y

Hinh 3.6



b) Néu mot trong ba hé s6 A, B, C biing 0, ching han A = 0 thi mat phing (@)
¢6 vecto phép tuyén 1a 7 = (0; B; C). Tacé #ii =0.Do i la vecto chi
- phuong ctia Ox nén ta suy ra () song song hoic chifa truc Ox (h.3.7a).

By+Cz+D=0  Ax+Cz4D=0 Ax+By+D=0
a) . b)- : ¢)
Hinh 3.7

A4 N&u B = 0 hoac C = 0 thi mét phang () co dac diém gi ?

¢) Néu hai trong ba hé s6 A, B, C bing 0, vidu A=B =0va C # 0 thi tir
trudng hop b) ta suy ra mit phéng (@) song song véi Ox va Oy hoic (@) chia
Ox va Oy. Viy (@) song song hodc triing v6i mat phing (Oxy) (h.3.8a).
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As NSuA=C=0vaB # 0hodcnéuB=C=0vaA = 0thi mdt phang (c) co dac
diém gi ? :

Nhdn xét -
Néu ca bon hé s6 A, B, C, D déu
khéc 0 thi bing cdch dit a = -%

b=—'-2~ c=—2. ta c¢6 thé dua
B C ‘

phwong trinh (1) vé dang sau day :

2R S )

Khi d6 mat phing (@) cét cdc truc
Ox, Oy, Oz lan luot tai cdc diém Hinh 3.9
cétoaddla(a;0;0),(0;h;0), '

(0305 ¢). Ngudi ta con goi phuong

trinh (2) 1a phuong trinh cua mdt

phdng theo doan chédn (h.3.9).

Vi du. Trong khong gian Oxyz cho ba diém M(1 ;0 0), N(0; 2 0), P(0; 0 3).
Hay viét phuong trinh mat phing (MNP).

g’.aﬁ‘-

Ap dung phuong trinh ctia mat phing theo doan chén, ta ¢6 phuong trinh cia
mit phing (MNP) Ja :

C R hay 6x+3y+.23 -6=0.
1.2 3

111- PIEU KIEN PE HAI MAT PHANG SONG SONG, VUONG GOC

As Cho hai mat phang (@) va (£ c6 phuong trinh
(@):x-2y+3z+1=0,
(B :2x-4y+6z+1=0.

C6 nhan xét gi vé vecto phap tuyén clia ching ?
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Trong khong gian Oxy- cho hai mat phing (¢) va (afz‘) c6 phuong trinh
() :Ax+Byy+Ciz+ D=0,
(ap) 1Ax+ By + Crz+ Dy =0.

Khi d6 (o)) va (&) c6 hai vecto phap tuyén l4n Jugt l1a
n o=(A;B);C)),
1y =(Ay; By; Cy).

Ta xét diéu kién dé€ hai mit phing (&) VA (&;) song song hoic vudng géc
v6i nhau. '

1. Diéu kién dé hai mdt phdng song song

K .
e
£ 7

Hinh 3.10

Ta nhan thdy hai m-zjxt phang (&) va (o) song song hodc trung nhau khi va
chi khi chdng ciing vudng géc véi mot dudng thing, nghia 12 khi va chi khi
hai vecto phédp tuyén 7, va iy cla chiing cing phuong (h.3.10).

Khidétacé: ny =kns.
Néu D, = sz thi ta c6 (a;) tring v6i (a3).

Néu D, # kD, thi (al)song song Véi (o).

75



Viy ta suy ra

() [{(ay) <

—

(A1; By Gy =k(Ay; By Cy)
¢kD2

II

o=
[

sz

Dy = kD;.

S

o
I
(a)=(ay) @{
o

5 Chil y

(o) cit(a,) & iy # ki, (h.3.11)

@(AI;BI;CI):H((AQ; Bz;Cz).

=1

Hinh 3.11
Vi du. Viét phuong trinh mat phing (@) di'qua diém M(1 ; -2 ; 3) va song
song véi mat phang (#) : 2x -3y +2z+5=0.
Gigi
Vi mat phing (@) song song véi mat phang (S nén (@) cé vecto phip tuyén
n =(2;-3; 1). Mit phing (@) di qua diém M(1 ;-2 ; 3), vay (&) c6 phuong trinh :

2x-1)-3(y+2)+1(z-3)=0hay2x -3y +z—-11=0.
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2. Piéu kién dé hai mdt phdng vuong géc

/é

I

N

Hinh 3.12

Ta nhan thdy hai mat phing () va (o) vudng goc vai nhau khi ;'21 chi khi hai
vectd phdp tuyén 7, vi 71, tuong \ing cha ching vuéng géc véi nhau (h.3.12).
Viy ta c6 diéu kién :

(a’l)l(az) S 7-2‘].'_’1’2 =0

(=4 A1A2 + 3132 + C1C2 =0.
Vi du. Viét phuong trinh mat phing (2) di qua hai di€ém A3 ; 1;-1), B2;-1:4)
va vubng géc v6i mat phing () c6 phuong trinh :

2x-y+3z-1=0.

>

Giai
Goi rig la vecto phdp tuyén ctia mt phing (/). Hai vecto khong ciing phuong 6
gid song song hoac nam trén (o) 1a :
| AB=(-1;-2:5)vaiig=(2;-1;3).

Do dé mat phing (@) ¢6 vecto phép tuyén :

iy = ABARlg =(-1513:5).
Vay phuong trinh cta (@) 1a :

-1x-3)+13(y-D+5(:z+1)=0& x-13y-5z+5=0.
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IV- KHOANG CACH TU MOT PIEM PEN MOT MAT PHANG

& Pinh If
Trong khéng gian Oxyz, cho mdt phdang (@) ¢6 phuong trinh -
1 Av+ By + Cz + D =0vadiém My(xg:yg; ). Khodng cdch
tr diém My dén mdt phdng (), ki hié¢u la d( My, (o), duoe
. linh theo cong thitc :

—

|Axg + Byg +C= + D
Ja2+B2+C2

d( M(), () =

Chiing mink

Goi M (x; : v, ; zp 1a hinh chi€u
vudng géc cua My trén () (h.3.13).
Xét hai vecto 1

MMy = (xp—X1 5 Y= Y15 20— 21) M, ‘ l
van =(A;B;C),tathdy MM, va A
n clng phuong Vi gid cha ching

cung vuéng géc vdi (o). Suy ra :

Hinh 3.13

[M, Mo |7 = [y, 7
= [ACxg =2+ Blip =) +C (70~ 1))
= |Ax0-+By0+Czo+(—Ax1 — By -Cz)|. (1)
Mait khdc vi M| thudc (@) néntacé:
Ax +By+Cz +D =0
hay D =-Ax,-By,—-Cz. (2)

Thay (2)-vo (1) ta dugc |M1M0|.{ﬁ| =|Axy +Byy+Czp+D.
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Goi khoang cach tir di€ém M, dén mit phang () 1a d( My, (o).
Vay d( My, () = |[M;My|

IAXO + Byo + CZO +DI

il

_ |Axg + Byy +Czy + D|
\/A2 + B +(C?

Vi du 1. Tinh khoing cdch tir goc toa do va tir diém M(1 ; -2 ; 13) dén mat
phing (@) : 2x—2y -z +3=0.

Gidi
Ap dung cong thitc tinh khoang cach & trén ta c6 :
2(0-20)-(®+3 3

40, () =
J2 422+ 3

21-2(2)-13+3 4

dM, (o)) =
J2 +( 2% +(-1)? 3

Vi du 2. Tinh khoang c4ch gifta hai mat phing song song (&) va (f) cho bdi
cac phuong trinh sau day :

(@) :x+2y+2:+11=0,
B :x+2y+2:42=0.
Gids

Ta biét khoang c4ch giita hai mat phing song song bing khoang céch tir mot
di€m bat ki ctia mat phing ndy t6i mat phing kia.

Ta 14y diém M(0 ; O ; —1) thudc (), ki hiéu d((x), (B)) 1a khoang céch giira
hai mat phing () va (B, tacé :

(0+2.0)+2.(-D+11] 9 3

d((a), (P) =dM, () = NERTIRY: 3
1°+4+2°+2
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A'{ Tinh khodng cach gitra hai mat phdng () va (B) cho bdi cac phuang trinh sau day :
(@):x-2=0, '
(f):x—8=0. -

BAI TAP
Cic bai tap sau day déu xét trong khong gian Oxyz.
1. Viét phuong trinh clia mét phang :
a) bi qua diém M(1 ; =2 ; 4) vanhan n = (2 ; 3 ; 5) lam vecto phdp tuyén ;
b) Di qua diém A(0 ; —1 ; 2) va song song vdi gid cia médi vecto u = (3:2;1)va
v=(=3:0;1);
¢) Di qua ba diém A(-3;0;0),B0;-2;0)vaC(0;0;-1).
2. Viét phuong trinh mat phang trung tryc cta doan thing AB véi A(2 ; 3 ; 7),
B4 1;3).
3. a) Lap phuong trinh clia c4c mat phing toa d6 (Oxy), (Oyz2), (Oxz).
b) Lap phuong trinh clia cic mat phing di qua diém M(2 ; 6 ; =3) va l4n lugt
song song véi cdc mat phiang toa do.
4. Lap phuong trinh ctia mat phéng :
a) Chifa truc Ox va diém P(4 ;-1 2);
b) Chifa truc Oy va diém Q(1 ;4 ; -3);
¢) Chua truc Oz va diém R(3 ; -4 ; 7).
5. Chottdiéncécacdinh 1A A(5;1;3),B(1;6; 2),C(5;0;4),D4;0;6).
a) Hay viét phuong trinh ciia c4c mat phing (ACD) va (BCD).
b) Hiy viét phiong trinh mét phéng () di qua canh AB v song song véi canh CD.

6. Hay viét phuong trinh mat phang (&) di qua di€ém M(2 ; -1 ; 2) va song song
véi mat phang () : 2x -y +3z2+4=0.

7. Lap phuong trinh mat phang (&) di qua hai @iém A(1;0; 1), B(5; 2 3) v2 vudng
géc v6i mat phing (B : 2x—y+z—7=0.
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. Xéc dinh céc gid tri cia m va n dé mdbi cap mat phing sau day 1a mot cap mat
phéing song song vé6i nhau :

ay2x+my+3z-5=0 va nx-8y-6z+2=0;
b)3x~5y+mz-3=0 va 2x+ny—-3z+1=0. -

. Tinh khodng cdch tir diém A(2 ; 4 ; ~3) lén luq‘tdé’n cdc mat phing sau :
a)lr~—y+2z-_—9=0;

b) 12x-5z+5=0;

c)x=0,

10. Giai bai todn sau ddy bang phuong phép toa dé :

Cho hinh 1ap phuong ABCD.AB'C'D’ canh bing 1.
a) Ching minh ring hai mat phéng (AB'D’) va (BC'D) song song véi nhau.
b) Tinh khoéng céch giita hai mat phing néi trén.

§%. PHUONG TRINH
DUONG THANG TRONG KHONG GIAN

Hinh &nh clia cac duding thang trong khéng gian - cac cAu vugt trong thanh phé va qua sng
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Ta di biét trong hé truc toa dé6 Oxy phuong trinh tham s6 clia dudng thang c6

X = Xq +1a 2 3

dang Vol aj +a3 #0 (h.3.14a).
Yy=>Y + 102

Nhu vay trong khong gian Oxyz phuong trinh cua duong thang c6 dang nhu

thé nao ? (h.3.14b)

~ A
yi z |
M M
0 e 0 .
/ x / y
A / /,/ A
X
a) Buoing thdng trong mat phing b) Buong thdng trong khéng gian
Hinh 3.14

I- PHUONG TRINH THAM SO CUA PUONG THANG

Af Trong khong gian Oxyz cho diém My(1; 2 ; 3) va hai diém M, (1+t;2+¢t;3 +1),

M, (1+2t:2+2t;3+21) di dong v6i tham s6 . Hay chimg t0 ba diém M, , My, M,
ludn théng hang.

. Dinh i
Trong khéng gian Oxyz cho dwong thdng A di qua diém
My(xp : Yo 3 zp) va nhdn a = (a; ; ay ; ay) lam vecto chi

phuong. Diéu kién cdn va dii dé diém M(x ; y ; z) ndm trén A
la c6 mot s6'thyce t sao cho

x=x0+tal
Z=1Iy +ta3.
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Chitng mink
Tacd: MgM = (x~xy;y—y9;2—2p)-
Piém M nam trén A khi va chi khi MyM cung ﬁmo’ng véi a, nghia la

—_—

MyM =ta véir1a mot s6 thyc. Diéu ndy tuong duong véi

X_X():tal X=X0 +ta|

y—Yo =tay hay Y=Yy +ia

:—zO=ta3 z=1 +103.
| Dinh nghia

Phuong trinh tham $6 cia duong thing A di qua diém
Mo(xo 5 Yo 5 ) va c6 vecto chi phuong a=(ay; ay; ay) la
phuong minh ¢6 dang

X=X +1a

y= )’0 + ra2

z2=12p + ta3

& trong do t la tham s6.

15" Cha §. Néu ay, ap, ay déu khdc 0 thi ngudi ta con ¢ thé viét phuong trinh
cta dudng thang A dudi dang chinh tdc nhu sau :
X=Xy =y——y0 _ Z—Zg )
q @ a3

Vi du 1. Viét phuong trinh tham s6 cia dudng thing A di qua diém
My(1; 2 3) va ¢6 vecto chi phuong 13 @ =(1;-4;-5).

Giai

x=1+¢
Phuong trinh tham s clta A 1a: (y=2-4¢

z=3-5¢.

Vi du 2. Viét phuong trinh tham s& clia dudng thang AB véi A(1 ; -2 ; 3) va
B3;0:0).
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gﬁi

Pudng thang AB c6 vecto chi phuong AB = (2;2;-3).

x=1+2¢ -
Phuong trinh tham sé cia ABla: < y=-2+2¢
z=3-31.
x=1+t
Vi du 3. Ching minh dudng thing d : {y=2+2¢ vudng géc v6i mat phing
z=4+3¢
(@):2x+4y+62+9=0.
vidi

d ¢6 vecto chi phuong @ =(1;2;3);
(&) ¢6 vecto phip tuyén r = (2 ;4 ; 6).

Tacoé n =2a, suyrad L (o).

Az Cho dudng thing A 6 phuong trinh tham s6

x=-1+2¢
y=3-3t
z=5+4r.

Hay tim toa d6 cla mot diém M trén A va toa d6 mét vecto chi phuong clia A.

II- PIEU KIEN DE HAI PUONG THANG SONG SONG, CAT NHAU,
'CHEO NHAU

Aa Cho hai duong thang d va d' ¢ phuong trinh tham s 14n luot 1

x=3+2¢ x=24+1
d:{y=6+4¢ va d:<y=1-r
z=4+1 z=5+2¢.

a) Hay ching to diém M(1; 2 ; 3) 1a diém chung cla dva d';
b) Hay chimng t4 d va d' co hai vecto chi phuang khong cung phuong.
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Trong khong gian Oxyz cho hai dudng thing d, d’ c6 phuong trinh tham s6
1an luot 12
X = Xg +1a X=X} +"tr'af
d:yy=yy+tta, va d’:i{y=yj+ia,
z=1zq+1ay z=2zy+ta;.

Sau day ta xét vi tri tuong d6i gita d va d’, nghia 1a xét diéu kién dé d va 4’
song song, cit nhau hoac chéo nhau.

&

1. Piéu kién d¢ hai duong thdng song song M

v N d
G(_)iZz’:(al;az;a3) vé'b":(a{;aé;aé) J
lan lugt 1a vecto chi phuong cta d va d’. — >
Liy diém M(x,;y,:7,) trén d (h.3.15). ¢
‘ Hinh 3.15
Tacd:
o |a=ka
% dsong song voi d’ khi va chi khi { ,
gd'.
Pdc biét :
y , . |a=kad
d trung voi d’ khi va chi khi ,
Med'.

Vi du 1. Chiing minh hai dudng thing sau day song song :

x=1+t x=2+2¢

d: {y=2t va d':<{y=3+4f

z=3-¢ z=5-2r.
idi

5

d cé vecto chl phuong @2 =(1;2;-1),1ayM(1;0;3)e d;
d’ c6 vectd chi phuong @’ = (2; 4 -2). '

Vid= %Ez" va M khéng thudc d’ nén d song song véi d".
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AA Ching minh hai dudng thang sau day tring nhau

x=3-1 x=2-3/
d:<y=4+t va d':dy=5+3" —
z=5-2¢ z=3-67.

2. Piéu kién dé hai duong thing cdt nhau
% Hai duong thing d va d’ cdt nhau khi va chi khi hé phuong
irinh dn t, 1’ sau

Xg +tay = xp +1a)

yo+tay=yy+tay ()

g ttay = 26 + t'aé

% 6 ding mot nghiém.

65 Chui y. Gia st he (I) c6 nghiem (1 #5), dé tim giao diém M, chadvad'ta
c6 thé thay r,vao phuong trinh tham s6 ciia d hoac thay f; vio phuong trinh

tham s& cua d'.

Vi dy 2. Tim giao diém cua hai dudng thing sau :

x=141 x=2-21
d:<y=2+3t va d%{y=-2+¢
z=3~¢ z=1+43¢.
v D
Giai
, l+t=2=-2r )
Xét hé phuong trinh <2+3t=-2+1¢ (2)
3—t=1+3/ (3)

T (1) va (2) suy ra t =—1 va r"'= 1. Thay vao phuong trinh (3) ta thay né thoa
man. Vay hé phuong trinh trén cé nghiém la t=-1, #'=1.

Suy ra d cét 4’ tai diém M(0 ; -1 ; 4).
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3. Piéu kién dé hai duong thing chéo nhau
Ta biét ring hai dudng thing chéo nhau néu ching khéng ciing phuong va
khong cét nhau. Do vay
&t Hai duong thing d va d’ chéo nhau khi va chi khi a va a’
khong cung phueng va hé phuong trinh

Xg +iay = xf) + t'ai

Yo t1ay =y +1'd;

20 +ta3 = 26 +I,03

& vO nghiém.

Vi du 3. Xét vi tri tuong d6i gifta hai dudng thing

x=1+2tf x=1+3¢
d:qy=—-1+3t va d:{y=-2+2¢
z=5+1 z=—1+42¢.
;.)-
d

Hinh 3.16

Tacé:a =(2;3;1)vaa =3;2;2).

Vi khéng t6n tai s6 kdé @ =ka’ nén a va @’ khong ciing phuong. Tir 46 suy
ra d va d'hoic cét nhau hoac chéo nhau (h.3.16).

1+21=1+3¢
Xét hé phuong trinh : <—1+3r=-2+2¢(
S+t=-1+2r.
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. ;2 .
Tir hai phuong trinh dau ta duoc ¢ = —% va t =—§, thay vao phuong trinh
cudi khong thod man.
Ta suy ra hé trén vo hghiem. Vay hai dudng thang d vh d"Théo nhau.

Vi du 4. Chimg minh hai dudng thiang sau day vuéng géc

x=5-1 x=9+2r
d:ly=-3+2t vd d':{y=13+3r
7= 4¢ z=1-¢.
cidi

d va d'ldn luot c6 vectochiphuong la @ =(—1;2:4)vaa =(2;3;-1).
Tacé a.a’ =—2+6-4=0.

Suyradld.

Nhdn xét. Trong khong gian Oxyz cho mat phang (@) : Ax+By+Cz+D =0
X = Xg +iay
vi dudng thang d : <y = yg +1a,

z=z9+ ta3.
Xét phuong trinh A(xy +fa))+ B(yp +tay )+ C(zp +tay)+ D = 0 (t1adn). (1)

— Néu phuong trinh (1) vo6 nghiém thi 4 va (@) khong c6 diém chung, vay
d// (&) (h.3.17a).

d d
L S NS
(24 >3 \\ a ' ;
a) b) ¢
Hinh 3.17 '
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~ Néu phuong trinh (1) ¢6 ding mét nghiém ¢ = ¢, thi d cét (@) tai diém
My (xg +1gay 1 yg +19as i zg +1paz) (h.3.17b).

— Néu phuong trinh (1) ¢6 v6 s6 nghiém thi d thuéc (&) (h.3.17¢).

As Tim s6 giao diém ciia mat phang (@) : x + y + 2 — 3 = 0 v4i dudng thing d trong

Cac trudng hop sau :
x=2+t x=1+2¢ x=1+5¢
a)d:qy=3-1t; byd:{y=1-r ; cyd: qy=1-4

z=] z=1-t z=1+3t.

BAI TAP

1. Viét phuong trinh tham s6 cia dudng thang d trong mdi trudng hop sau :
a) d di qua di€ém M(5; 4 ; 1) va ¢6 vectd chi phuong 2 =(2;-3;1);
b) d di qua di€m A(2 ; -1 ; 3) va vudng géc v6i mit phing (@) cé phuong trinh

xX+y—-z+5=0;
x=1+2t
c) d di qua diém B(2 ; 0 ; —3) va song song véi dudmg thing A : {y=-3+3¢;
z=4t

d) d di qua hai diém P(1 ;2;3)va Q(5; 4, 4).

2. Viét phuong trinh tham s6 clia dudng thing 14 hinh chiéu vuong géc ciia dudmg
x=2+t
thaingd: <y=-3+2¢
z=1+3t¢

iAn lugt trén cdc mat phing sau :

a) (Oxy) ,
b) (Oyz).
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3. Xét vi tri twong d6i cua cic cap dudng thing d va d’ cho bdi cic phuong

trinh sau :

x=-3+2t (x=5+/ _
a)d: qy=-2+3r va d:<y=-1-4¢;

z=6+41 222047

(x=1+t (x=1+2f
b)d: {y=2+t va d':iqy=-1+42r

(z=3-1 z2=2-2r.

4. Tim a d€ hai dudng thing sau day cit nhau

x=1+at x=1-r
d:sy=t va d': {y=2+2r
z=-1+2t z=3-7.

5. Tim s6 giao diém cha dudng thing 4 véi mat phing (@) trong céc trudng
hgp sau :

x=12+4¢
ayd:{y=9+3: va(a):3x+3y-2z-2=0;
z=1+1¢
x=1+¢
byd: {y=2~t va(@):x+3y+2z+1=0;
z=1+2¢
x=1+t¢ :
c)d:<y=1+2t vi(@):x+y+z-4=0.
z=2-3t
x=-3+2¢ :
6. Tinh khoang cich giita duémg thing A : 4y=—-1+3¢ va mat phing
z=—-1+2¢

(&):2x-2y+z+3=0.
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x=2+t
7. Cho diém A(1 ; 0; 0) va dudng thing A : <y=1+2¢

z=1. -

a) Tim toa d6 di€ém H i hinh chi€u vuéng géc cha di€m A trén dudng thing A.
b) Tim toa d¢ di€m A’ d6i xitng v6i A qua dudmg thing A .

8. Cho diém M(1 ; 4 ; 2) vi mit phing (@) :x+y+z—1=0.
a) Tim toa d6 diém H la hinh chi€u vuéng géc clia diém M trén mit phang ().
b) Tim toa do diém M’ d6i ximg vdi M qua mit phang ().
¢) Tinh khoang c4ch tir diém'M dén mat phing ().

9. Cho hai dudng thing

x=1~t x=1+1
d:4y=2+2t va d':qy=3-2¢
z=3¢ z=1.

Chimg minh 4 va d’ chéo nhau.

10. Gii bai todn sau day bing phuong phép toa d6 :

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’C'D’ ¢6 canh bang 1. Tinh khoang cich tu
dinh A dén cdc mat phing (A'BD) va (B'D'C).

ON TAP CHUONG III

Cac bai todn sau day déu cho trong hé toa d6 Oxy:.

1. Cho bon diém A(1;0;0), B(O; 1;0),C(0;0; 1),D(=2;1;-1).
a) Chiing minh A, B, C, D 1a bon dinh cia mét ti dién.
b) Tim géc gitta hai dudng thing AB va CD.
¢) Tinh d6 dai duong cao cia hinh chép A.BCD.

2. Cho mat cdu (S) c6 dudng kinh 12 AB biét ring A(6 ;2 ; ~5), B(—4;0; 7).
a) Tim toa d6 tam / va tinh ban kinh r clia mit cdu (S).
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b) Lap phuong trinh ciia mat cdu (S).

¢) Lap phuong trinh cia mit phing (@) ti€p xiic v6i mat cdu (S) tai diém A.
Cho bon diém A(-2 ;6 ; 3), B(1;0;6), C(0;2;-1), D(T;4;0).

a) Viét phuong trinh mit phing (BCD). Suy ra ABCD 1a mét ti dién.

b) Tinh chiéu cao AH cua ti dién ABCD.

c) Viét phuang trinh mat phing () chita AB va song song véi CD.

Lap phuong trinh tham s8 ciia dudng thing :

a) Di qua hai diém A(1 ;0; -3),.B(3;-1;0).

b) Di qua diém M(2 ; 3 ; —5) va song song v6i dudng thing A c6 phuong trinh

x=-2+2
y=3-4¢

z=-51.

Cho mat cu (S) c6 phuong trinh : (x — 3)2 + (y + 2)% + (z = 1)* = 100 va mat

phing (@) c6 phuong trinh 2x — 2y — z + 9 = 0. Mat phéng (&) cit mat cdu (S)
theo mdt dudmg tron (C).
Hay x4c dinh toa d6 tam va tinh ban kinh ciia dudng tron (C).

Cho mat phéng (&) ¢6 phuong trinh 3x + 5y — z — 2 = 0 va dudng thing d c6
phuong trinh '

x=12+4¢

y=9+3t

z=1+1.

a) Tim giao di€ém M clia dudng thing d vA mit phing ().
b) Viét phuong trinh mat phing (£ chia di€ém M va vudng géc véi dudng
thing d.

Cho diém A(-1 ; 2 ; -3), vectd @ = (6 ; =2 ; —3) va dudmg thing d c6 phuong
x=1+4+3¢

trinh: <y=-1+2¢
z=3-5t1.

a) Viét phuong trinh mat phing () chifa diém A va vuéng géc véi gid cla a .



b) Tim giao diém M clia d va (@).

c) Viét phuong trinh dudng thing A di qua di€m A, vuong géc véi gid cia a
va cit dudmg thing d.

——

8. Viét phuong trinh mét phing (o) tiép xiic v6i mat clu
(S): X2 +y 422 —10x+2y+262+170=0

va song song vdi hai dudng thing

x=-5+2t x=-7+31
d:<y=1-3r ; d:qy=-1-2¢
z=—13+2t z=8.

9. Tim toa d6 diém H 1a hinh chiéu vuéng géc cha di€m M(1 ; 1 ; 2) trén rﬁ{it
phing (@) : 2x—-y+2z+11=0.

10. Cho diém M(2 ; 1 ; 0) va mat phing (&) : x+3y—z-27=0. Tim toa d6 diém
M’ 46i xting v6i M qua (a).

11. Viét phuong trinh dudng thing A vubng géc v6i mat phing toa dé (Oxz) va
cét hai dudng thing

x=t x=1-2¢
d:{y=—4+t; d:qy=-3+1
z=3-1¢ z=4-5¢.

12. Tim toa 46 di€m A’ d6i xting v6i di€m A(1 ; =2 ; —5) qua dudng thdng A cé
phrrong trinh '

’
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CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG I

Trong khéng gian Oxvz cho ba vecto -

G=(-1;1;0,b=(1:1;0vad=(;1;1)
Suw dung gid thiét nay dé trd 1i cdc cdu hdi 1, 2 va 3 sau ddy.

Trong c4c ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) |al=2; ®) l1=+3;

©albh; | (D) bLZ.

Trong cac ménh dé sau, ménh dé ndo ding ?

(A) ac=1; A

B) a, b ciing phuong ;

(C) cos(B, )= 2 ;
7

(D) G+h+C=0.

Cho hinh binh hanh OADB ¢6 OA =3, OB=h (O 1a géc toa d6). Toa d6 cita
tAm hinh binh hanh OADB 1a :

(A)©0;150); B)(1:0:0);

©a;051); (D) (151;0).

Trong khéng gian Oxyz cho bon diém A(1 ;0;0),B(0;1;0),C0;0;1)va
D10, _

Sw dung gid thiét nay cho cdc bai tap 4, 5.va 6 sau day.

Trong c4c ménh dé sau, ménh d€ nao sai ?

(A) Bén diém A, B, C, D tao thanh mot t dién ;
(B) Tam gidc ABD 12 tam gidc déu ;

(OAB 1L CD;

(D) Tam gidc BCD la tam gidc vuéng.



. Goi M, N 14n luot 12 trung diém clia AB va CD. Toa d6 diém G 1a trung diém
cua MN 1a:

11 11
G [5 '3 a] ' BC [z,z z] '
11
(C)G[g;g;%]; (D)G[% % 5]
. Mat ciu ngoai ti€p tf dién ABCD c6 bén kinh 12 :
mﬁ?; (B) V2 ;
(©) V3 ; | (D)%

. Cho mit phing (o) di qua diém M(0 ; 0 ; —1) va song song v6i gi4 cha hai vecta
a=(1;-2:3)vab=(3,0;5)

Phuong trinh clia mat phing (a) 12

(A)5x—-2y—-3z-21=0; (B)-5x+2y+3z+3=0;

(©) 10t —4y—62+21=0; (D) 5x —2y— 3z +21 =0.

. Cho ba diém A0 ; 2 ; 1), B(3; 0; 1), C( ; 0 ; 0). Phuong trinh mat phing
(ABC) 1a:

(A)2x~3y—-4z+2=0; (B)2x+3v-4z-2=0;

O 4x+6y-8:2+2=0; (D) 2x-~3y—-4z+1=0.

. Goi (@) 12 mat phing cét ba truc toa 46 tai ba diém M(8 ; 0 ; 0), N(0; -2 ; 0),
P(0;0;4). Phu‘o‘ng trinh cha (o) 1a :

Y , X y z
A +_+.._.0 B) —+—+—=1;
) -2 4 ( )4 -1 2

(C)x—4y+2z=0; D)yx—-4y+2z-8=0.

10. Cho ba mat phing (@) : x + v+ 2z+1=0;

P:x+yv-z+2=0;
PD:x-y+5=0.
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Trong cdc ménh dé sau, ménh dé ndo sai ?
(A) (@) L(B); (B) (") L(B) ;
(O () /I (y) ; : (D) (a) L(p). _

11.Cho dudng thing A di qua diém M(2 ; 0 ; ~1) va c6 vecto chi phuong
d = (4 ;-6 2). Phuong trinh tham s6 cha dudng thing A 1a :

x==2+4 x=-2+2t
Ay {y=-6r ; B) qy=-3t
kz=1+2r z=1+r
(x=2+21 - x=4+21
©) sy=-3¢t (D) y=—-6-3¢
z==-1+4t z=2+4t.

12.Cho d 12 dudng thing di qua diém A(1 ; 2 ; 3) va vuéng géc v6i mat phang
(@) :4x+3y =72+ 1=0.

Phuong trinh tham s8 cua d 14 :

x=-1+4¢ x=1+4¢
(A) yy=—2+3t; (B) s y=2+3t;
z==-3-=-Tt z=3=-Tt
x=1+3¢t ' x=-1+8t
(C) yy=2-4r; (D) {y=-2+6¢
z=3-Tt z=-3-14t.

13. Cho hai dudng thing

x=1+2t x=3+41
dy 1qy=2+3t va dy : {y=5+6r
z=3+4¢ z=T7+8¢.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nzo ding ?
(A)_dl 1 dz s (B) d] / d2 5
(O dy, =d,; : (D) d, va d, chéo nhau.
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14. Cho mat phing (@) : 2x + y + 3z + 1 = 0 va dudng thing d c6 phuong trinh
x=-3+t¢
thams6: y=2-2¢
z=1.
Trong céc ménh dé sau, ménh dé ndo ding ?
(A)d L(a); (B) d cht () ;

O d/l(o; (D)d c(a).

15. Cho (S) 12 mat cdu tam /(2 ; 1 ; —1) vaA ti€p xiic véi mat phing (@) c6 phuong
trinh : 2x -2y —-z+3=0.

Bdn kinh cua (S) 1a :

2 4 2
A)2; B) - : - D) —.
(A) ()3 (C)3 ()9

Hinh 3.18
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Trong khong gian cho hai mat phang (&) va () cit nhau theo giao tuyén A.
Tap hop cdc mat phang () chita dudng thing A ndi trén duoc goi 1a chiim
mit phing x4c dinh bdi () va (B va ki hieu 1a (@), (H)).
Néu (@) va ( ) 14n lugt ¢6 phuong trinh (@) : A;x + By +Cyz+ D, =0
(B :Ax+ By +Cyz+Dy=0
thi ngudi ta chiing minh dugc phuong trinh clia chiim mat phang (@), (H)
c6 dang :
mAx+By+Ciz+ D)+ n(Apx+Byy+Coz+Dy)=0 (1)
véim® +n* # 0.
Phurong trinh (1) cé thé dugc viét tit 1a : m(e) + n(H = Q.

Ta thdy phuong trinh ctia chim mat phing rdt don gidn nhung né lai giip
chiing ta giai dwoc rat nhiéu bai toin vé phuong trinh mit phang mot cich doc
dao va cuc ki ngén gon.

Vi du. Trong khong gian Oxyz cho hai mat phiang (@) va (f) lin lugt ¢6
phuong trinh (@) : x+y+5z—1=0

va P :2x+3y—2z+2=0.
a) Chimg minh ring () cit (f) theo giao tuyén A.
b) Viét phuong trinh mét phiing (1) chita giao tuyén A va diém M(3;2; 1).
Gidi
a) Mat phing () va (f) lan lugt c6 c4c vecto phdp tuyén :
ﬁa =_(1 ;0 1:5), ﬁﬁ=(2;3;—1).

1 . o
Vi 5 # % nén (@) cat (P) theo giao tuyén A,

'b) Phuong trinh mat phéang (p) ciia cham ((@), (f)) ¢6 dang :

mx+y+5z—1)+n2x+3y—z+2)=0 (1)

biém M3 ; 2 ; 1) thudc mat phang () nén khi thay toa do cha M vao (1) ta s&
tinh dugc céc gia tri cu thé clia cap s6 (m ; n) dé xdc dinh phuong trinh ctia ().



Tacdo . mB3+2+5-1)+n6+6-1+2)=0=9m+ 13n=0.
Chonm=-13tadugc n=9.

Thay m = -13 va n = 9 vao (1) ta dugc phuong trinh cla rﬁz}t phang () cin
tim : 5x+ 14y — 742+ 31 =0.

ON TAP CUOI NAM

. Cho lang tru luc gidc déu ABCDEF.A'B'C'D’E'F’, O va O’ 1a tam dudng tron
ngoai tiép hai ddy, mat phing (P) di qua trung diém ctia OO’ va cét cic canh
bén cha lang tru. Chilng minh ring (P) chia lang tru di cho thanh hai da dien
c6 thé tich bang nhau.

. Cho khéi 1ap phuong ABCD.A'B’C’'D’ canh bing a. Goi E va F 14n luot 1a trung
diém cta B'C’ va C'D’. Mit phang (AEF) chia khéi 1ap phuong dé thanh hai
khéi da dién (H) va (H') trong dé (H)1a khéi da dién chira dinh A". Tinh thé
tich cua (H).

. Cho mat cau (S) tam O bdn kinh . Hinh nén c6 dudng tron ddy (C) va dinh /
déu thuoc (S) duge goi 1a hinh nén noi ti€p mit cdu (S). Goi £ 1a chiéu cao cta
hinh nén dé.
a) Tinh thé tich cla hinh nén theo r va .
b) X4c dinh k dé thé tich clia hinh nén 12 16n nhit.
. Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(1 ; 2 ; -1), B(7 ; -2 ; 3) vi dudng
thing d ¢6 phuong trinh :

x=-1+3¢

y=2-2t

z=2+2t
a) Chitng minh ring hai dudng thang d vi AB cung nam trong mot mat phang.
b) Tim diém / trén d sao cho AJ + B/ nho nhat.
. Cho td dién ABCD c6 canh AD vudng géc véi mat phing (ABC). Biét ring
AC=AD=4cm,AB=3cm, BC =5 cm.
a) Tinh thé tich t dién ABCD.
b) Tinh khoéng céch tir diém A t6i mat phang (BCD).
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Trong khéng gian Oxyz cho mat cdu (S) cé phuong trinh 2+ y2 +22 =44°
(a>0).
a) Tinh dién tich mhit cdu (S) va thé tich ctia kh6i cdu tueng ing.

b) Mat cdu (S) cit mat phdng (Oxy) theo dudng tron (C). X4c dinh tam va bén
kinh cua (C).

¢) Tinh dién tich xung quanh cta hinh try nhan (C) lam d4y va cé chiéu cao 1a
a3. Tinh thé tich cla kh6i try tuong dng.

. Trong khong gian Oxyz cho hai dudng thing d, va d, c6 phuong trinh

x=1-t x=21
dy:{y=t va dy 1sy=-1+1
z=~t z=¢.

a) Chitng minh ring hai dudng thing d, vi d, chéo nhau.

b) Viét phuong trinh mat phing (@) chiia d, va song song véi d,.

Trong khéng gian Oxyz cho cic diém A(1;0;-1),B(3;4:-2),C(4;-1; 1),
D(3;0;3).

a) Chitng minh ring A, B, C, D khéng d6ng phing.

b) Viét phuong trinh mit phing (ABC) va tinh khoéng cdch tir D dén (ABC).

¢) Viét phuong trinh mat c4u ngoai ti€p tir dién ABCD.

d) Tinh thé tich t¢ dien ABCD.

Trong khéng gian Oxyz cho bén diém A(2 ;4 ;-1), B(1 ;4;-1),C(2; 4; 3),
DR2;2;-1).

a) Chitng minh ring c4c duong thing AB, AC, AD vubng géc v6i nhau timg doi
mét. Tinh thé tich khéi tf dien ABCD.

b) Viét phuong trinh mat c4u (S) di qua bén di€m 4, B, C, D-

¢) Viét phuong trinh mit phdng (o) ti€p xic véi mat cdu (S) va song song v6i
mat phing (ABD).

x=1-2¢

10. Trong khong gian Oxyz cho duomg thng d: {y=2+¢

\ z=3—-¢
va mat phang (&) : 2x +y +z=0.
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a) Tim toa d6 giao diém A cta d va (a).
_b) Viét phurong trinh mat phéng (£) qua A vA vuéng géc v6i d.
11. Trong khéng gian Oxyz cho cic diém A(-1;2;0), B3;0;2),C(1;2;3),
D(;3;-2).

a) Viét phuong trinh mit phdng (ABC) va phuong trinh tham s6 clia dudng
thiang AD.

b) Viét phuong trinh mat phéng (@) chira AD va song song v&i BC.
12. Trong khong gian Oxyz cho b6n diém A3 ; =2 ;~2),B(3;2;0),C(0;2;1)va
D(-1;1,2)
a) Vi€t phuong trinh mat plhﬂ'mg (BCD). Suy ra ABCD 1a mot ti dién.
b) Viét phuong trinh mat cdu (S) tAm A va tiép xdc v6i mat phing (BCD).
¢) Tim toa d6 ti€p diém H ctia (S) va mat phing (BCD).

13. Trong khong gian Oxyz, cho hai dudng thing :

x==14+3t x=t
dy:<y=1+2t v dy: <y=1+¢
z=3-2¢t ' z=-3+21.

a) Chiing minh d, va d, cung thu6c mot mat phing.
b) Viét phuong trinh mat phing dé.

14, Trong khong gian cho ba diém A, B, C.
a) X4c dinh diém G sao cho GA +2GB-2GC =0.
b) Tim tap hop céc diém M sao cho MA® + 2MB? — 2MC? = ¥*, v6i k 12 hing s6.

15. Cho hai dudmg thing chéo nhau

x=2—-t - : x=2+2¢
d: qy=~1+¢ va d:{y=r
z=1—t z=1+1.

a) Viét phuong trinh céc mat phing (@) va (f) song song v6i nhau v lan luot
chita dva " |
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b) L4y hai diém M(2;—1; 1) vaM'(2;0; 1) 14n luot trén 4 va d'. Tinh khoang
cich tir M dén mat phiang () va khoang cich tir M’ dé€n mat phéing (o).
So sdnh hai khoang cich dé.

16. Trong khong gian Oxyz cho mat phing (&) c6 phuong trinh 4x + y+2z+1=0
va mat phang () ¢6 phuong trinh 2x — 2y + z + 3 = 0.

a) Ching minh ring (a) cit ().

b) Viét phuong trinh tham s6 clia duéng thang d 14 giao cﬁa'(a’) va (D).
¢) Tim diém M’ d6i ximg véi diém M(4 ; 2 ; 1) qua mat phang (a).

d) Tim diém N’ d6i xitng vé6i diém N(O ; 2 ; 4) qua duong thing d.
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HUGNG DAN GIAI BAI TAP VA BAP SO

Chuong 1. KHOI DA DIEN

§1. Khdi niém vé& khéi da dién

1. va 2. Sir dung tinh chét : Méi canh cha mot
da dién 1 canh chung cta ding hai mat.

3. Chia hinh lap phumg ABCD.A'BC'D'
thanh niam t¢ dién : AB'CD', A'AB'D',
BACB', C'B'CD', DACD'.

4. Chia hinh 13p phwong thanh hai lang try

" biing nhau rdi chia méi lang try thimh ba

(& dién bing nhau.

§2. Kh&i da dién 18 va khéi da dién déu

2. Tis6 dé bing 243

3. Goi (H) 14 hinh ut dién déu canh a. Khi d6
tAm cla cdc mit cha (H) tao thanh mot i

dién (M) c6 sdu canh déu bing §~

4. DEé yring B, C, D, E cAch déu A va F
nén ching déng phing.

$3. Khai niém vé thé tich cta khdi da
dién

32
.
12
N3
3
3. Tis6 caa thé tich 1a 3.
4. Tinh dién tich tam gidc theo hai canh va
goéc xen giita.
3
¥4 =2 .
D.CEF 36
6. Goi hla do dii dudmg vuong géc chung
cia d vd d', ala géc gitta hai dudng
thing d va d'.

Khi d6 V

\BCD = p hab.sina .

On 18p chuong |

—

abc

5. OH= .
Na*b? + b2 + et

6. 2) Ti s6 thé tich cdn tim 12 % ;

Y _ @ 5V3
) S.DBC ~— 96 '

7. Vg apc =8J3.8°

zzbcs(a2 +bh%+ 2('2) X
6(a® +c2)b? + P )ad + b +c?)
V6
18

5a3 )
1843

11. Ti s6 thé tich clia ching bang 1.

a3
12.0) V=

8. V=

9. V=

10. b) V =

b) Ti s6 thé-tich phai tim Ja g

Chuong Il MATNON, MAT TRY, MAT CAU

§1. Khéi niém vé mat tron xoay
2. a)Hinhtru;
b) Hinh nén ;
" ¢) Khéinén ;
d) Khéi tru.
2,
3. a) Sm =2514,5cm” ;

B)V =13 089,969 cm’ ;
c) 500 cm?.

4. Mait n6n nhan AB lam truc, géc & dinh
bang 60°,



5. a) S, =219.91em’; V = 549,77 cem’ ;
b) 56 cmz.
3
6. 5 =2rat; y=TOV
X 3
7. a) qu =2\/§ﬂr2 ; S,p =2(~/§+1)ﬂ'r2 :
b) V=372
r3
) —
2
8. a)V3;
i
b) -
) 2
NGY o na’*
9, a)s§ = 2 Sdci_v 5
_\2nd
12 7
'
a“?2
b) Sssc ’
3
2
Sr 3

10. SABCD =—2— ; cosaz\E-

§2. Mat céu

1. Tap hgp cdc diém M ludn nhin AB c6
dinh duéi mot géc vuong 1A mit cdu
duimg kinh AB.

2,2

2

3. Tap hop tam céc mat cduTudbn chida mot
dudmg trdn c6 dinh cho truéc 1a mot
dudng thing A vudng géc v6i miat phing
chifa dudhg trén 46 tai tAm cha dudng
tron.

4. Tap hop tam nhiing mat clu clung ti€p
xic v6i ba canh cia mot tam gidc cho
trude 13 truc cha dudng trdn nodi ti€p tam
gidc da cho.

5. byd -1’
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7. a) -;‘Jaz +b% +c2 :
b) %\/bz +¢2.

10. $ = 7(a® +b% +¢%) ;
74 =é.ﬂ’(a2 +b? +c2). at+b2+c?.
On tap chuong il

1. Caua) vad) ding.
3

— 2
2. .\: Ta \/— V—T
5. a)AH—a—J;
2na JE fra3\/g
b) §,, = L V= :
4 3 9
2 3
6. r=£;8:97m ;V=97za _
4 4 16
3
7. b =
)2

Chuong ill. PHUONG PHAP TOA O
TRONG KHONG GIAN

§1. H§ toa dd trong khbdng glan

.1:18—1-]:
3 3

b) ¢ =(0;~27:3).

2. G=(3:O;i .
, 3 3

3. A’=(3;5,-6), B'=(4,6;-5),
C=2:0;2), D'=3:4;-0).

1 a):i=[ll

b=
2

o

a) a
b) ¢



§2.

9.

a) Mit cu tam O = (4 ; 1 ; 0), c6 bdn
kinhr=4;

b) Mit cdu tam [ = [l ; 4 —-5—] co

ban kinh r = 3%‘

a) Mat cdu c6 phuong trinh [a:
-3+ @+ D2+z-5%=9;
b) Mat cdu ¢6 phuong trinh Ja :

G-+ rE-1)7

=3.

Phuong frinh mat phéng
a)2x+3y+52-16=0;
b)x-3y+3z-9=0;
C)2x+3vy+62+6=0.,
Xx—-y-2z249=0.
a)z=0;x=0;y=0;
bz=-3:x=2;y=6.
a)2y+2=0; b)3x+z=0;
c)4x+3y=0.
3)(ACD) : 2x+y+:-14=0;
(BCD):6x+5y+3z-42=0;
b) (@) : 10x +9y + 52 - 74 = 0.
(@):2x—-y+3z—-11=0.
(@):x—2z+1=0.
aan=-4 m=4;

b)n:—ﬁ ,m=£-
3 2

44
5; b) — 2.
a) )13 <)

10. a) Chon he truc Oxyz saocho A= (0; 0; 0).

B=(1;0;0),D=(0:1;0),A'=(0:0;1).
San d6 viét phuong trinh cua hai mat
phing (AB'D’) va (BC'D), tit 46 suy ra
chiing song song vdi nhau.

b)d = ?

§3. Phuong trinh dudng thang trong

khdng glan
x=5+2u x=2+¢
1. a)d:<y=4=3t; b)d:<y=-1+¢;
z=1+1¢ z=3-1¢
x=2+2r x=1+4
c)d: Jy=3t ;0 ddiy=2+2
z=-3+4¢ z=3+1.
x=2+¢ x=0
2. a)d':qy=-3+42t; b)d:y=-3+2t
z=0 z=1+3t
a)dcatd’; b)yd /.
a=0.
5. a) | diém chung ;
b) 0 diém chung ;
¢) vo s6 diém chung,
2
6. d(A, ()= -
3
7. a)H[—:i;O;—l :
, 2 2
byA(2;0;-1).
8. a)H(-1:2;0);
byM(-3.0:-2);
) MH = 243,
1 2
10. d(A, (A’'BD)) = — . d(A, BDC)) = —=-
J3 NE)

On tap chuong 1l

1.

a) Viét phuong trinh mat phing (BCD),
ching minh A ¢ (BCD);

b) Géc giira haj duding thang AB va CD 1a
45°;

" ©) AH = 1 (H 1a chan dudng vuong géc ha

tir A xudng (BCD)).
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8.
9.

A1 ):r=+62;«

D) : -1+ (-2 +(z-1Y2=62;

(W :5x+y—-6z-62=0.
a)(BCD)‘SX“3y—2Z+4=O’;

36
bYAH = — ;
Nz
A(@:x—-2+5=0.
x=1+2r x=2+2¢
a) cy=—t ; b)iy=3-4
2=-3+3¢ z=-5-5¢.

Tam J(~1: 2 ; 3), bén kinh ' = 8.
a)M0:;0;-2);
b)dx+3y+z+2=0.
a)6x—-2y-32+1=0;
by M(1;-1;3);

x=1+2¢
€) qy=-1-3¢

z=3+6¢.

4x+ 6y + 52+ 51 +577 =0.
H(=3;1;-2).

10. M°(6,; 13 ; 4).

11. A: }y=——+t

12, A'(-3; 25 1).

On tap cusi ném

L

2.

Ding phépd6i xuing tam /.
25 ey
72

V_
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3

4,

=

asS= 167:02; V= 3?2,70

Y% =%7r(2r—h)h2 :

b) V dat gi trj 16n nhi biing 3207

khi h= i’;

3
a)yd// AB;
b)1(2;0; 4).
a)V=8cm;
b) d(A, (BCD)) = —=
=

3.

b)O0;0:0);r'=r=2a;
¢)Sxg= 47?3 5 V= ana 3.

la, #ka
a){dl d2

dlr\d2=f2)

b)():2x-y-3:-2=0.

a) Chimg minh AB, AC, AD khong déng
phing.

by d(D, By = 32673 _ 5

JI+1+4

¢) Phuong trinh cia mat cdu 1a

(x- 3) +{y- 2) +(z—~0,5) -%l

4,
. 3]
| 21
b) (5) : (x-%)2+(y—3)2+(z—1)2 =T
o) () :z-1- l/z-:o;
2
21

a):z-14+ —=0.
(@) :z >



10.

11.

12,

13.

44 4
b)(B):4x—2y+2z+15=0.

0 a(-12:55.5),

a) (ABC) :3x—5y—-2z+13=0;
x=-1+¢
AD ; Jy=2+1
z=-=21

b)(@):S5x-9y-2z+23=0.

a)(BCD) :x+2y+3:2-7=0; .

B)(S): (x~-3) 4+ (y+ 27+ 2427 = 14;

cyH4;0;1).

a)dy chtd, wiM2;3; 1),

b) Phuong trinh mét phing (d,, d,) 1a
6x—-8y+z+11=0.

- 14.

15.

16.

a) G x4c dinh bdi : AG = 2CB.
b) Chimg minh

GM?* = 12 —(GA® +2GB? -2GC?).
a) (@) 2x—y~32-2=0:
B:i2x-y-3z2-1=0;

b) d(M", (@) = d(M, B) = -

N4
x=t
byqy=1 ;
z=-1-2t
)M(—4;0;-3);
-d)yN'(—4;0;2).
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BANG THUAT NGU

c
Canh cda hinh da dién

D
Dién tich mat cau
Dién tich toan phan cla hinh nén
Dién tich toan phan cla hinh try
Dién tich xung quanh clia hinh nén
Dién tich xung quanh cQa hinh try

D
Dadién -
Pay cua hinh nén
DBay cla hinh try
Diém ngoai
Diém tiép xtic
Piém trong
Dinh clia hinh da dién
Dinh cla hinh nén
Budng kinh mat cu
Budng sinh cta mat nén
Buong sinh clia mat tru
Pudng thang tiép xuc véi mat cau
Puébng tron i6n

G
Go6c & dinh cha mat nén

H
Hai hinh bang nhau
Heé toa dé Oxyz

Hé truc toa d6 Bé-cac vudng goc
Oxy2 :

Hinh da dién ,
Hinh nén tron xoay (hinh rién)
Hinh tru trdn xoay (hinh try)
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48
33
37
32
36

32
35
5,6
48
56

32
42
31
35
46
45

31

10
62

62

32

35

K
Khoang céch gifa hai diém

Khoang céch tir mét didm dén mot
mat phing

Khéi bat dign déu (hinh tam mat
déu)

Khoi clu

Khéi chép

Khéi da_dién

Khéi da dién déu

Khéi da dién déu loai {p ; q)
Khéi da dién 16i

Khéi lang tru

Khéi lap phuong

Khéi lap phuong dan vi

Kh&i tru tron xoay (khdi ndn)
Khéi tru tron xoay (khéi tru)
Khéi t dién déu

Khéng gian Oxyz

Kinh tuyén

M
Mat cau
Mat cau ngoai tiép hinh da dién
M3t ciu ndi ti€p hinh da dién
Mat nén tron xoay
Mat ph3ng kinh
Mat phang tiép xUc véi mit cau
Mt phing toa 36
Mat tron xoay
Mat try tron xoay
Mat xung quanh cla hinh nén
Mzt xung quanh cda hinh tru
Mién ngoai
Mién trong

66

78

186
42

15
15
14

15
21
32
36
15
62
43

A1
47
47
31
45
44
62
31
35

32
35



P
Phan chia va I&p ghép cac khéi
da dién
Phép bién hinh trong khéng gian
Phép ddi hinh trong khéng gian
Phép déi xiing qua dudng thng
Phép d8i xdng qua mat phing
Phép ddi xing tam
Phép tinh tién
Phuang trinh clia mat phéng theo
doan chén
Phuang trinh mat cdu

Phuang trinh tham sé cia
dudng théng

Phuang trinh t8ng quat cua
mat phing

10

o © © © o

74
66

83

71

T
Thé tich khai cau

Thé tich khéi chép

.Thé tich khéi da dién

Thé tich khi hop chif nhat
Thé tich khéi lang tru

Thé tich khéi nén

Thé tich khéi tru tron xoay
Tich ¢6 hudng

Tich v6 huéng

Tiép dién ctia mat cdu
Tiép tuyén cha mit cu
Toa d6 clia diém

Toa d6 clia vecto

Truc clia m4t ndn

Truc clia mat tron xoay
Truc ca mét try

v
Vecta don vi
Vecta phap tuyén
VT tuyén

48
23
21
22
23
34
37
70
65
44
46
63
64
31
31
35

62
69
43
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MUC LUC

Trang
CHUONG I. KHOI DA DIEN -

§1. Khéi niém vé kh6i da dién 4
1- Khéi 1ang try va khéi chép 4

II- Khai niém vé hinh da dién va khéi da dién 5

1{I- Hai da dién bing nhau 8

[V- Phan chia va lip ghép c4c khéi da dién 10

B tap 12

Bai doc thém. Dinh nghia da dien va khéi da dién 12

§2. Khéi da dién 16i va kh6i da dién déu 14
I- Khéi da dién 16i 14
I1- Khéi da dién déu 15
Bai tap 18
Bai doc thém. Hinh da dién déu 19
§3. Khdi niém vé thé tich ciia khéi da dién 21
I- Khéi niém vé thé tich kh6i da dién 21

[1- Thé tich khdi lang tru 23

IT1- Thé tich kh&i chép 23

Bai tap 25

On tap chuong 1 . 26
Cau héi tric nghiém chuong 1 27

CHUONG II. MAT NON, MAT TRU, MAT CAU

§1. Khai niém vé mat trdn xoay 30
I- Su tao thanh mit tron xoay | 30

II- Mat nén tron xoay 31

IT- Mit tru trdn xoay 35

Bai tap 39

§2. Mat cdu 41
I- Mt cdu va cdc khdi niém lién quan d€n mit cdu 41

[1- Giao ctia mit cAu v mat phing 43

IMI- Giao chia mat cdu v6i dudng thing. Ti€p tuyén ciia mat cdu 45
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IV- Cong thifc tinh dién tich mat cdu va thé tich kh6i cdu

Bai tap

On tap chuong I

Cau héi tridc nghiém chuong 11 -

Ban c6 biét. Nhitng van dé lién quan dén kinh tuyé&n va
V1 tuyén cua Trai D4t

CHUONG III. PHUONG PHAP TOA PO TRONG KHONG GIAN

§1. He toa d¢6 trong khong gian
I- Toa d6 clia diém va ctia vectd
TI- Bién thiic toa 46 cita cc phép ton vecto
III- Tich vo ﬁuc’mg
IV- Phuong trinh mit cau
Bai tap

§2. Phuong trinh mét phing
I- Vecto phép tuyé&n clia mat phing
TI- Phuong trinh t8ng quét chia mat phing
IMI- Diéu kién € hai mat phing song song, vuong géc
IV- Khodng céch tir mét diém d€n mot mit phing
Bai tap

§3. Phuong trinh dudng thing trong khéng gian
I- Phuong trinh tham s6 clia dudng thing
1I- Diéu kién d€ hai dudmg thing song song, cit nhau, chéo nhau
Bai tap
On tap chuong Il
Cau héi tric nghiém chuong 111
Bai doc thém. Cham mat phing
On tap cusi nam - .
Hudng din giai bai tap va dap s6

48
49
50
51

55

62
62

65
66
68

69

69
71
74
78
80

81
82
84
89
91
94
97

103

111



Chiu trdch nhiém xudt bdn

Bién 1dp ldn ddu :
Bién tap tdi ban ;
Bién tdp kT thudt :

Trinh bay bia :

Minh hoa
Siza bdn in

- Cha tich HDQT kiém Téng Giam déc NGO TRAN AI

Phé Téng Gidm d6c kiém Téng bien tap NGUYEN QUY THAO

HOANG NGOC PHUONG - LUC VAN HAO
TRAN THANH HA

BUI NGOC LAN

NGUYEN MANH HUNG

: NGUYEN MANH HUNG :
: PHONG SUA BAN IN (NXBGD TAI TP. HCM)
Ché'bdn :

PHONG CHE BAN (NXBGD TAI TP. HCM)

HINH HOC 12
Ma s: CH202T1

In 140.000 cudn (ST), khé 17 x 24cm. In tai Cong ty TNHH MTV
In Bao Thanh Héa. S6 in: 981-IB. $6 XB: 01— 2011/CXB/171- 1235/GD.
In xong va ndp lwu chi€u thang 01 nam 2011.
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QUALITY

A CrROWN 4

VUONG MIEN KIM CUONG
HUAN CHUONG HO CHIi MINH CHAT LUQNG QUOC TE

SACH GIAO KHOA LGP 12

1. TOAN HOC 7.DIALI12
. GIAI TICH 12 8. TIN HOC 12
« HINH HOC 12 9. CONG NGHE 12
2. VAT Li 12 10. GIAQ DUC CONG DAN 12
3. HOA HOC 12 11. GIAO DUC QUOC PHONG - AN NINH 12
4. SINH HOC 12 12. NGOAI NGU
5. NGU VAN 12 (tap mét, tap hai) « TIENG ANH 12+ TIENG PHAP 12
6. LICH SU 12 « TIENG NGA 12 « TIENG TRUNG QUOC 12

SACH GIAO KHOA LOP 12 - NANG CAO
Ban Khoa hoc Ty nhién : « TOAN HOC (GIAI TICH 12, HINH HOC 12)
« VAT Li 12 « HOA HOC 12« SINH HOC 12
Ban Khoa hoc Xa hoi va Nhan van :  « NGU VAN 12 (tap mét, tap hai)
o LICHSU 124 DIA LI 12
« NGOAI NGU (TIENG ANH 12, TIENG PHAP 12,
TIENG NGA 12, TIENG TRUNG QUOC 12)

INBN U7H-604-0-00195-6

IR

o ) Gia: 5.900d
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