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SU PONG BIEN, NGHICH BIEN
CUA HAM sO

Ll

I — TINH PON PIEU CUA HAM SO

1 :
RTU dé thi (H.1, H.2) hay chi ra cac khoang tang, gidm ciia ham 86 y = cosx trén

doan [—% : %’tjl va clia ham s6 y =|x| trén khodng (—eo ; + ).

Hinh 1 Hinh 2
1. Nhac lai dinh nghia

Ki hiéu K 1a khoang hoidc doan hoac nira khoang. Gia sir ham s6 y = f(x)
‘xdc dinh trén K. Ta n6i
Ham s6 y = f(x) dong bién (ting) trén K néu v4i moi cap
X1, X5 thudéc K ma x; nho hon x, thi fx;) nhé hon f(x,), tic la
Xp < X = fix)<flx);
Ham s6 y = f{x) nghich bién (giam) trén K néu véi moi cap x;, x,
thudc K ma x;nho hon x, thi f(x;) 16nhon f(x,), tic la

X < X3 = flx)) > f(xp).




Ham s6 dong bién hoac nghich bién trén K duge goi chung 1a
ham s6 don diéu trén K.
NHAN XET. Tir dinh nghia trén ta thay

flx) - flxp)

Ay A

a) flx) dong bién trén K & >0, Vi), vy e K

(_\'I * .1‘2) <
) nghich bien tren K < 19D TS0 oy ek
A~ X

(_\'} +* \2)

b) Néu ham s6 dong bién trén K thi do thy di /én tir trdi sang
phai (H.3a) ;

Néu ham s6 nghich bién trén K thi d6 thi di xudng t trdi sang
phai (H.3b).
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a) b)
Hinh 3

2. Tinh don diéu va dau cua dao ham

N Xét cac ham sé sau va do thi cla chung -

a) v=—- (H.4a) b) v= (H.4b)
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a) b)
Hinh 4
Xét ddu dao ham cia méi ham s& va didn vao bang tuong ing.
T d6 hay néu nhan xét vé méi quan hé gilta su dong bi€n, nghich bién cla
ham s& va dau cla dao ham.

Ta thira nhan dinh I sau day.
DINH L

Cho ham s6 y = f{x) c6 dao ham trén X.

a) Néu f'(x) > 0 vdi moi x thude K thi ham s6 fix) dong bién
trén K.

b) Néu f'(x) < 0 vdi moi x thudc X thi ham sé f(x) nghich
bién trén K.

Toém lai, trén K
f'(x) >0 = f(x) dbng bién
{f'(x) < 0 = f(x) nghich bién.
CHU Y
Néu f'(x) = 0, Vx € K thi f{x) khéng déi trén X.
Vi du I. Tim cac khoang don diéu ciia ham s6 :
a)yys= 26 ¥ 1 ; - b) y = sinx trén khoang (0 ; 27).
Gidi '
a) Ham s6 d3 cho x4c dinh vdi moi x € R.
Tacé y' =8x>. Bang bién thién

X |—oo 0 oo

’

y - 0 +

“+oo oo
1




Vay ham s6 y = 25 +1 nghich bién trén khoang (—e ; 0), dong bién trén
khoang (0 ; +oo).
b) Xét trén khoang (0 ; 27m), ta c6 y' = cosx.

Bang bién thién

T 3n
0 - - 2
x 5 5 T
y' =cosx + 0 — 0 +

= sin 0/1\4/0

Vay ham s6 y = sinx déng bién trén cic khoang {0 ; gj va [?;—n ; 211:],

- . ar a 3
nghich bién trén khoang [-g ; ;J yA

W Khéng dinh nguoc lai vai dinh Ii trén co dung khéng ?
Néi cach khac, néu ham s& déng bién (nghich
bién) trén K thi dao ham clia né ¢6 nhat thiét phai
duong (&m) trén 46 hay khong ?

Chang han, xét ham s6 y =" c6 d6 thi trén Hinh 5.

Hinh 5

CHU Y
Ta ¢6 dinh li mo rong sau day.
Gia st ham s6 y = f(x) c6 dad ham trén K. Néu f'(x) >0
(f(x)<0),Vxe Kva f'(x) =0 chi tai mot s6 hiru han diém
thi ham s6 dong bién (nghich bién) trén K.
Vi du 2. Tim c4c khoang don diéu ctia ham s6 y = 2.7 + 6x° + 6x — 7.
Gidi. Ham s6 da cho xdc dinh voi moi x € R.

Tacoy = 6x% + 12x +6 = 6(x + 1)2.



Doddy =0 x==-1vay >0véimoix#—1.

Theo dinh 1i mo rong, ham s6 da cho luén luon dong bién.

1 - QUY TAC XET TINH BON DIEU CUA HAM SO

1. Quy tac
. Tim tap xac dinh.
2. Tinh dao ham /'(x). Tim cdc diém x; (f=1,2, ..., 1) matai do
dao ham bang 0 hoic khong xéc dinh.
3. Sap x&p céc diém x; theo thif tu tang dan va 1ap bang bién thién.
4. Néu két luan vé cic khoang dong bién, nghich bién cta ham so.
2. Ap dung

Vi du 3. Xét su dong bién, nghich bién cha ham s6
3 12
V= — =X =20+ 2,
2

Giai. Ham s6 xac dinh vdi moi x € R. Ta ¢o

) xo=—l
V=T —v-2 v=0& [
' ' v=2.
Bang bic¢n (hién
\ —o0 -1 2 +oo
v + 0 - 0 +
[ -
\ / 6 \ 4 /
oo _;

Vay ham.sé dong bién (rén cic khoing (—eo ; —1) vt (2 1 +e0), nghich bi¢n
trén khoang (-1 : 2).



x—1

Vidu 4. Tim cic khoang don diéu ciaham so y =

x+1
Gidi. Ham s6 xic dinh véi moi x # —1. Ta ¢6
v,:(x+l)~(.\'—l): 2 _
(x+1)? e+ 1)

v' khong xac dinh tai x = -1.
Bang bién thién

X —o0 -1 +oo

v +. +

v +oo0 1

I/" _m/

Vay ham $6 dong bién trén cic khoang (—eo 1 —1) va (=1 ; +oo).

Vi du 5. Chimg minh ring v > siny trén khodng (0 : g) bang céch xét
khodng don di¢u cia ham $6 f{x) =y — sin .

Gidi. Xé ham 56 fiy) = v — sin v [o <y« g] acé

o)y =T=cosx >0 (f'(v) =0 chitai x = ) nén theo chv y trén 1a ¢ f(v)

: . , , T
dong bién trén nia khoang {() : 5] .

Do do, vioh O < v < g acdflr)y=r—sim>f0)=0

: , T
hay v > sin v trén khoang [() : -;].

Bai tap
Xét su d(‘n?g bién. nghich bién cua ciac hdm 6 :
il]_\‘=4+3_\'-.\‘3: by v = l_{.\'*-&- W Tu-2
C) v = PR S dyv= 1P 4a” s
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Tim cic khoing don diéu cba cidc ham s6 :

2_
a)y=3x+l; b)y=—x—2i'
1-x 1 —x
f 2
Ay= xz—x—20; dyy= 2x .
x° -9
Chitng minh ring ham s¢ y = 2x d6éng bién trén khoang (-1 ; 1) ;
x°+1

nghich bién trén cac khodng (—ee ; —1) va (1 ; +e0).

Ching minh rang ham s6 y = V2x ~ X2 dong bién trén khoang (0 ; 1) va
nghich bién trén khoang (1 ; 2).

Chuing minh céc bat dang thic sau :

3
a) tanx > x [O<x<§]; b)tanx>x+% [O<x<§}.

BAI POC THEM

TiINH CHAT DON DIEU CcUA HAM s6

Diéu kién a0 vé tinh chat don diéu cha ham sé dugc chimg minh dua vao dinh i
sau day.

DINH LI LA-GRANG

NEu ham s y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b) va cb6 dao ham trén
khodng (a ; b) thi tén tai mét diém ¢ € (a ; b) sao cho

Fh)y=f(a)= f'lcXb—a)

fhy-fla)

h ()=
ay ro=2

YA
Mi inh hoc :
inh hoa hinh hoc f(h)

Néu ham s8 f{x) thod man cac gia thiét cia fle,)
dinh 1i La-gréng thi trén dé thi tén tai diém
C ma tiép tuyén tai dé6 song song hoac
triing v&i day cung AB (H. 6). fa)

Hinh 6 0



HE QUA
Né&u F'(x) = 0 v8i moi x thudéc khodng (a ; b) thi F(x) bang hang s6
trén khoang d6é.
Chimg minh. Xét diém c6 dinh x, € (a; b). V6i m6i xe (a;b) ma x#x, cac gia
thiét clia dinh If La-grang dugc thod man trén doan [x,; x] (hodc[x; x,]). Do d6
tén tai diém c€ (X3 %) (hodcce (x; x{})) sao cho F(x)~F(.t0)=F'(c‘)(x-.\h}. Vi
ce (a; b) nén F'(c)=0. Vay

-

F(x)=F(xy)=0 hay F(x)= F(x,) = const
trén toan khoang (a ; b). £

DINH LI

Cho ham s6 y = f{x) c6 dao ham trén khoang (a ; b).

a) Néu f'(x) > 0 v6i moi x € (a ; b) thi ham s8 f{x) déng bién
trén khoang d6 ;

b) NEu f'(x) <0 v8i moi x & (a ; b) thi ham s6 f{x) nghich bién
trén khoang dé.

Chung minh. Ldy hai diém bét ki x,. x, (x, <x,) trén khoang (a ; b). Vi fix) c6 dao
ham trén khoang (a ; b) nén fix) lién tuc trén doan [x;; x,] va c6 dao ham trén khodng
(x33.%5).

Theo dinh I La-gréng, t6n tai mot diém ce(x:x)c(a;b) sao cho
F(x) - flx;)

Xz —II

o= .Tudbsuyra:

a) Néu f'(x) > 0 v6i moi x € (a ; b) thi f'(c) > 0 nén F(x)> f(x;). Do d6, flx)
déng bién trén khoang (a ; b).

b) Néu f'(x) < 0 véi moi x € (a; b) thi f'(c) <0 nén f(x,)< f(x). Do d6, flx)
nghich bién trén khoang (a ; b). =

BAN CO BIET

LA-GRANG (J.L. LAGRANGE)

La-grang la nha toan hoc Phap, xudt than trong mét gia
dinh giau c6, nhung trd nén khanh kiét khi 6ng tudng nhu
sap dugc thira ké gia san. Tuy nhién, vé sau 6ng xem tai
hoa nay la mét diéu may man.

J.L. Lagrange
(1736 - 1813)
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Ong néi : "N&u dudc thira k& mot tai san thi chac 1a toéi khéng danh ddi minh cho
toan hoc".

Ong n6i La-grang 1a ngudi Phap, ba ndi 1a ngudi Ha-li-a. Ca gia dinh éng dinh cu & Tu-rin
(tht phd cla x(1 Pi-&-mong (Piémont) thudc I-a-li-a).

La-grang dugc clf lam gido su toan hoc & Truong Phao binh Hoang gia Tu-rin
nam 19 tudi. T4t c3 cac hoc trd déu 16n wéi han 6ng. Cung v8i nhiing hoc trd uu
tu cha minh, La-grang da lap ra Hoi nghién ciru, tién than cda Vién Han 1am khoa
hoc Tu-rin. Tap bao cao dau tién clia H6i xuat hién nam 1759 khi 6ng 23 tudi.
Phan 18n nhimg cong trinh 16t nhat cdng b6 trong tap san dau nay la cla La-grang,
dudi nhiéu bat danh khac nhau.

& tudi 23, La-grang duoc coi 1a nha toan hoc ngang hang vdi nhing nha toan hoc I6n
nhét thai bay gid 1a O-le (Euler) va cac nha toan hoc ho Béc-nu-li (Bernoulli).
Theo 181 giéi thieu cia O-le, ngay 2-10-1760, khi méi 24 tudi, La-grang dudc bau
lam Vién si nudc ngoai cla Vién Han lam khoa hoc Bec-lin. Vé sau, O-le va
Da-1am-be (d'Alembert) con van dong vua nudc Ph8 mdi La-grang sang Béc-lin
1am nha toan hoc cta Triéu dinh.

Nam 1764, luc 28 tudi, La-grang dugc gidi thudng 18n vé bai toan binh déng cla
Mat Trang (12 bai toan i giai vi sao khi chuyén déng, Mat Trang luén luén quay
moOt mat vé phia Trai Dat).

Cac nam 1766, 1772, La-grang lién tiép nhan dugc cac giai thudng cda Vién Han
lam khoa hoc Pa-ri vé cac bai toan 6 vat thé, 3 vat thé.

Ngay 6-11-1776, La-grang dudc vua nudc Phd - "vi vua 16n nhat chau Au" - dén
ti€p ndng nhiét va dugc ctt tam Giam déc Ban Toan Li cla Vién Han lam Bec-lin.

Nam 1787, Hoang gia va Vién Han 1am Pa-ri dén ti€p ndng hau nha toan hoc ian
La-grang trd vé va cap cho éng mét can hd day dd tién nghi trong dién Lu-vro
(Louvre, nay la vién bao tang lan & Pa-ri).

Nam 1788, & tudi 52, dng cong bé kiét tac cua ddi éng, bd "Ca hoc giai tich”, dé
tai ma 6ng ap 0t lac 19 tudi.

Nhd su can thiép ciia La-grang, ngudi ta d3 khang thira nhan 12 thay cho 10 dé
lam co sé cho mét hé.

Ong 1ap gia dinh hai lan. Ba vg ddu mat sdm vi dau yéu. & tudi ngoai 50, La-grang
séng c6 don, sau muén. Nam 56 tudi, 6ng dugc. mét thiéu nil, con gai ban ong la
nha thién van hoc Lo-mé-ni-& (Lemonier), yéu va ngd I8i mudn két hon véi ong.
La-grang nhan |di. Cé da danh ca cudc ddi tré trung, tudi dep cda minh dé cham
s6c ong, kéo dng ra khoi u sau, thic tinh ndi éng Ibng ham séng. Ong yéu tha
thiét va cdm thay khd s& méi khi phai tam xa ba. Ong khang dinh ring ba vg tré
diu dang. tan tuy la giadi thudng quy bau nhat trong moi gidi thudng cia doi 6ng.
La-grang dudc toan thé nhan dan Phap tén vinh. Co 1an, Ta-lé-grang (Tallegrand). mét
vi tudng, da ndi véi cha cla La-grang : "Con dng, ngudi con cla nhan dan Phap, sinh
ra d Pi-2-méng, da lam vinh du cho toan thé nhan loai bdi thién tai ciia minh™.

La-grang méat ngay 10-4-1813, tho 77 tuédi.



CUC TRI CUA HAM SO

R Dua vao d6 thi (H.7, H.8), hdy chi ra cac diém tai 36 mbi ham sé sau cé gia tri [6n
nhat (nhd nhat) :

a) y=—x +1 trox Ig khoang (—C’O o)
) —--( ) CéCkh'Oa g [] _j va (-— 4)
b \ x—-3 tron n _ - ; i

./\; \}

VA A an
o 1 I 3 2 X
2 2
Hinh 7 Hinh &
Xét ddu dao ham clia cac ham s da cho va dién vao céac bang dudi day.
X —00 0 400 X —o0 1 3 <400
v’ y
y 1 Vv 4 +00
~oo o —co 0
DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh va lién tuc trén khoang (a ; b) (c6 thé
ala —oo; bla +o0) va diém xy € (a; b).

a) Néu ton tai s6 h > 0 sao cho f(x) < flxy) véi moi x € (xy— h ;
Xp + h) va x # xg thi ta néi ham s6 f(x) dat cuc dai tai x;.

b) Néu tén tai 56 A > 0 sao cho fix) > flxg) voi moi x € (xg— £ ;
Xo+ h) vax # xg thi ta néi ham s6 f(x) dat cuc tiéu tai x.
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CHUY
1. N&u ham s6 f(x) dat cuc dai (cyc tiéu) tai xy thi x; duoc
goi 1a diém cwc dai (di€m cuc tiéu) cha ham s6 ; f(xy)duge
goi 1a gia tri cuc dai (gia tri cuc tiéu) cia ham sé, ki hiéu
12 fep(for), con diém M(xg 5 f(xp)) duge got la diém cuc dai
(diém cuc tiéu) cha d6 thi ham s6.
2. Céc diém cuc dai va cuc tiéu duoc goi chung 13 diém cuc tri.
Gi4 tri cuc dai (gid tri cuc tiéu) con goi 12 cue dai (e tiéu) va
ducoc goi chung la cue tri ciia ham s6.
3. D& dang chimg minh dugc rang, néu ham s6 y = f{x) ¢6 dao
ham trén khoang (a ; b) va dat cuc dai hoac cuc tiéu tai xgthi
£'(x0) =0,

2
ﬂGié st fx) dat cyc dai taix, . Hay chilmg minh khdng dinh 3 trong chi y trén béng

Ax)—
cach xét gi6i han 6 s8 f(xg+ A0~ flxg)

khi Ax — 0 trong hai trudng hgp Ax > 0 va
Ax < 0.

Il - PIEU KIEN BU DE HAM SO CO CUC TRI

A a) S{r dung dé thi, hdy xét xem cAc ham s& sau day c6 cuc tri hay khéng.
o y=-2x+1;
ry=5(=37 (H8).
b) Néu méi lign hé gilta sif ton tai cuc tri va ddu cha dao ham.
Ta thira nhan dinh 11 sau day.
DINH Lf 1
/" Gid sitham s6 y = f(x) lién tuc trén khoding K =(xp — £ 3 xp + A) "\
va c6 dao ham trén K hoac trén K\ x,}, véi A > 0.
a) Néu f '(x) > 0 trén khodng (xy — & ; x;) va f '(x) < O trén
khoang (x ; xo + h) thi x, 12 mot diém cue dai cia ham s6 flx).
b) Néu f '(x) < 0 trén khoang (x, — & ; xp) va f'(x) > O trén
\khoéng (xg ; X + h) thi x; 12 mot diém cyc tiéu ciia ham s6 f(x). Y,

14



X |xg—h Xy xgt+h X Ixg—h Xp Xg +h

J'(x) + - f®) - +

fo) /fCD \ A \ /
fer

Vi dyu 1. Tim céc diém cyc tri ctia d6 thi ham s6 f(x) = —* + 1.
Gidi. Ham s6 xic dinh véi moi x € R.
Tacdf'(x)="2x;f'(x)=0=x=0.

Bang bién thién

X —o0 0 00
7o + 0 -
1
0 / \ _

Tir bang bién thién suy ra x = 0 Ia diém cuc dai cia ham s6 vi do thi caa
ham s6 ¢6 mét diém cuc dai (0 ; 1) (H.7).

Vi du 2. Tim céc diém cuc tri cda ham 6 y = x> —x2 —x + 3.
Giai. Ham s6 xdc dinh v6i moi x € R.

Ta co y'=3x2-2x—l;

x=1
y=0¢o 1
X=——.
3
Béang bién thién
! 1
X —00 - +oo
3
y' + 0 - 0 +
86 o
2
y / - \ /
—oo 2

15



Tur bang bién thién suy ra x = —Ela diém cuc dai, x = 1 12 diém cuc uéu
cva ham <6 di cho.

Vi du 3. Tim cuc tri cua ham s6

Gidi. Ham s6 x4c dinh tai moi x # —1.
2
Tacoy' =— >0, Vx#-1.
(x+1)
Vay ham s6 da cho khong ¢6 cuc tri (vi theo khang dinh 3 ciia Chu y trén,
néu ham s6 cé cuc tri tai x, thi tai d6 y' = 0).

\ Ching minh ham s8 v =[x khéng cé dac ham tai x=0. Ham s8 ¢b6 dat cuc tri tai
diém dé khong ?
[l - QUY TAC TiM CUC TRI
Ap dung Dinh Ii 1, ta ¢6 quy tic tim cuyc tri sau day.
QUY TAC I
1. Tim tap xac dinh.
2. Tinh f'(x). Tim céc di€ém tai d6 f'(x) bang 0 hoac f'(v)
khong xac dinh.

3. Lap bang bién thién.
4. Tir bang bién thién suy ra cdc diém cuc tri.

"R Ap dung quy tc I, hay tim cac diém cuc tri ctia ham s&
f(x)y=x(x* =3).
Ta thira phan dinh I sau day.

PINH Li 2

Gia stir ham s6 y = f{x) ¢c6 dao ham cédp hai trong khoang
(xg —h;xg+h),v6i h>0.Khido:

a) Néu f'(xy) = 0, f"(xy) > 0 thi x; 12 diém cuc tiéu ;
b) Néu f'(xg) = 0, f"(xg) < O thi xg 12 di€m cuc dai.

16



Ap dung Dinh 1i 2, ta c6 quy tic sau day d€ tim céc diém cuc tri ctia mot ham s&.

QUY TAC Ii

1. Tim tap x4c dinh.
2. Tinh f '(x). Giai phuong tinh f'(x) =0 va ki hidu x; (i=1,2, .., n)
la cac nghiém cia né.

3. Tinh £ "(x) v& f"(x;).

4. Dya vao dffu ctia f"(x;) suy ra tinh chét cuc tri cla diém x; .

Vidu 4. Tim cuc tri ciia ham sé
4
f=2--2:% +6.
4
" Gidi. Ham s6 xac dinh vGi moi x € R.
Fro=x —dx=x(x>-4); f(O)=0>x,=0,x=-2,1x=2.
[ =3x% -4,
f'(+2)=8>0= x=-2vax=2lahai di€ém cyc tifu ;
£"(0) = -4 < 0 = x = 012 diém cuc dai.
Két lugn
fix)datcuc tiutaix=-2vax=2,fer=f+2)=2.
Sfix) dat cuc dai tai x = 0 va f-p = f(0) = 6.
Vi du 5. Tim cic diém cyc tri cia ham s8 f(x) = sin2x.

Gidi. Ham s6 xdc dinh v6i moi x € R.

f‘(x)=2c032x;f'(x)=0<:>2x=§+lﬂ:<:>x=—Z—+Ig (I eZ).

f"(x) = —4sin2x.
- 4 néul =
f"[£+l£]:—451n[£+ln] = ned 2k (kGZ).
4 2 2 4 néu / = 2k+1

17
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Két lugn
X = 7 + knt (k € Z) la cac diém cuc dai cia ham sé.

R}rs L a ca e s .
X= ” + kx (k € Z) la cac diém cyc tiéu cha ham sé.

Bdi tap

Ap dung Quy tic I, hay tim cdc diém cye tri chia cdc ham s6 sau :

a) y=2x" +3x° =36x—10; by y=ast+2x2 3
1

c)y=x+—; d)y=./\‘3(1—x)2;
.

c)y:\sz—x+;.

Ap dung Quy tic II, hiy tim cdc diém cuc tri ciia cic ham s6 sau :
a)y= PR Yo ; b) v =sin2x — x ;
C) y = siny + cosx ; d)y=x5—x3—2x+1.
Chung minh rang ham s6 y = \/|T| khéng c6 dao ham tai x = 0 nhung van
dat cuc tiéu tai diém do.
Chimg minh ring vdi moi gid tri ciia tham s6 m, ham s6
y= S-md® - 2x+1
luon lubn c6 mot diém cuc dai va mét diém cuc tiéu.

Tim a va b dé cic cure tri cha ham s6

s :
y= gaz,r3 +2ax> —9x + b

N N -~ g ~ 5 - l -
déu la nhing 6 duong va x, = 3 la diém cuc dai.

4
L e . N . 274+ mx+ 1 .
Xdc dinh gid tri coa tham s6 m dé€ ham s6 y = ————— gdat cuc dai
X+m

tal x = 2.

2. GIAY Yich 12-8



GIA TRI LON NHAT VA

1 — PINH NGHIA
Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén tap D.
a) S6 M dugc goi 1a gia tri 1dn nhat cia ham $6 y = fix) trén
II tap D néu fix) < M v8i moi x thuéc D va ton tai x5 € D sao
cho f(XO) =M,
Kihiéu M = max f(x).
D

tap D néu f(x) 2 m véi moi x thudc D va ton tai xy € D sao
cho f(Xo)

Ki hiéu m

\ b) S6 m duge goi 12 gia tri nho nhat caa ham s6 y = f(x) trén

m,

min f(x).
D

Vidu 1. Tim gi4 tri nhd nhat va gia tri 16n nhat cia ham sé

1

yv=x~-5+—
: X
trén khoang (0 ; +o0).
, . 1 x2 -1
Giai. Trén khoang (0 ; +),tacé v' =1 - — = T
X X

,v'=0¢:>x2—1=0 o y=1.

Bang bién thién

+oo +o0
-3

Tir bang bién thién ta thiy trén khodng (0 ; +e0) ham s6 cé gid tri cuc tiéu
duy nhat, dé ciing 1a gid tri nho nhat caa ham s6.
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Vay min f(x) = -3 (tai x = 1). Khéng t6n tai gia tri 16n nhat cua f(x)
(05+)

trén khoang (0 ;+c0).

I — CACH TINH GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT
CUA HAM SO TREN MOT POAN

/R Xét tinh déng bién, nghich bién va tinh gia tri |8n nhat, gia tri nhé nhat cla ham s6 :
a)y= X* trén doan [-3; 0] ;

b) y=x—+itrén doan(3;5].
e

1. Dinh i

Moi ham s& lién tuc trén mot doan déu cé gid tri 1Gn nhat
va gid tri nho nh4t trén doan dé.

Ta thira nhan dinh Ii nay.
Vidu 2. Tinh gid tri nhé nhat va gi4 tri 16n nhat ciia ham s§ y = sinx

a) Trén doan r ; 7—’1 :
6 6

b) Trén doan [g ; 211:}.

Giai

Hinh 9
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Tir d8 thi clia ham s6 y = sinx (H.9), ta thdy ngay :

a) Trendoan D = | & 7| tac6
6 6

(-5 o34

. 1
T dd maxy =1 ;miny = ——.
D D 2

b) Trén doan E = [%, 21r:| ta co

T ] (ﬂ: 3n
N— 1| =—, —_ :]’ —_— =—l, ’2 :0.
}(6] 2 ykzj y[zJ yem

Vay maxy=1; miny=-1.
E E

2. Quy téc tim gia tri I16n nhat, gia tri nhé nhat cha ham sé lién tuc
trén mét doan

vA
Q2 T
A 2 N 2 :
Cho ham s6 y = —X +2netu ~2<xgl :
X néu f<¢<3 ]"": '
]
¢6 dd thi nhu Hinh 10. Hay chi ra gia tri B A7 R S S T
I8n nhat va gia tri nhé nhat cla ham sé ! ol '
trén doan [-2 ; 3] va néu cach tinh. I 2|
T
Hinh 10

NHAN XET

Néu dz_io_hz‘imf '(x) gitf nguyén dau trén doan [a ; b] thi ham s6
dong bién hoidc nghich bién trén ci doan. Do d6, f(x) dat duoc
gid tri 16n nhat va gia tri nho nh4t tai cac ddu miit cha doan.
Né&u chi ¢6 mot sd hitu han céc diém x; (x; < x; ) ma tai d6
f'(x) bang 0 hoac khong xdc dinh thi ham s6 y = f(x)don
di¢u tréen moi khodang (x;;x;,,). RO rang gid tri 16n nhat (gid
tri nho nhat) cia ham s6 trén doan [a; ] 12 s6 1dn nhat (s6

" nho nhat) trong cdc gid tri cia ham s6 tai hai dau mit a, b vi
tai cdc diém x, néi trén.
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Quy tac

I. Tim cac di€m xj, x,,..., X, trén khodng (a ;b), tai d6 f' (x)
bang 0 hoac f'(x) khéng xdc dinh.

2. Tinh fla), f(xy), f(xp)..... f(xy), (D).

3. Tim s6 16n nhat M va s6 nho nhat m trong cdc s6 trén. Ta co

M =max f(x), m = min f(x).
[a; b {a; b]

CHU Y

Ham s6 lién tuc trén mot khoang c6 thé khong c6 gia tri 16n
nhdt va gia tri nhé nhit trén khoang d6. Chang han, ham s6

) VTR ,
f(x) =— khoéng c6 gia tri 16n nhit, gid tri nho nhat trén
X

khoang (0 ; 1). Tuy nhién, ciing c¢6 nhitng ham s6 ¢6 gia tri
16n nhat hoac gi4 tri nho nhét trén mot khoang nhu trong Vi du 3
dudi day.

Vi du 3. Cho mét tam nhém hinh vuoéng canh a. Ngudi ta cat & bén goc bon
hinh vuéng bang nhau, réi gap t4m nhém lai nhur Hinh 11 d€ duoc mot ci hop
khéng nip. Tinh canh ctia cdc hinh vuong bi cét sao cho thé tich cua khéi hop

1a I6n nhat.

Hinh 11

Gidi. Goi x 1a d6 dai canh cha hinh vuéng bi cit.

-

R& rang x phai thoa man diéu kién 0 < x < %

Thé tich cha khéi hop la

22
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Ta phai tim .y, € [O; g-] sao cho V(xy) ¢6 gid tri 16n nhat.

Tacé V(1) =(a-2x)% + x2(a - 2x)(=2) = (a - 2x)a — 6x).

Trén khoang (O %) ta co

a
Vx)=0&e x=—.
6

Bang bién thien
X 0 a a
6 2
V(x) + 0 —
20
1% (x ) / 27 \
0 0

Tir bang trén ta thay trong khoang {0 ; %] hiam s6 c6 mot diém cuc tri duy

nhat la diém cuc dai x = % nén tai d6 V(x) c6 gia tri 16n nhat :
3
max V(x) = 2L
27

v

N Lap bang bién thién clia ham s§ f(x)=—

I+,\'2

TU d6 suy ra gia tri nhé nhat clha f{x) trén tap xac dinh.

Bai tap
1. Tinh gia tri I6n nhat, gia tri nhé nhat cia ham s6 :
a) y=x" — 3x" — 9x + 35 trén cdc doan [-4 ; 4] va [0 ; 5] ;
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by y = x* — 3x% + 2 trén céc doan [0; 31 val2: §);

2—-x

c) y= trén cac doan {2 ; 4] va [-3; 2] ;

- X
d) y =v5—4x trén doan [-1; 1].
Trong s6 cac hinh chir nhat cang c¢6 chu vi 16 cm, hay tim hinh chir nhat c6
dién tich 16n nhAt.
Trong tdt ca cdc hinh chit nhat cing c6 dién tich 48 m?, hiy xdc dinh hinh
chir nhét cé chu vi nhé nhat.
Tinh gia tri 16n nhit cia cic ham s6 sau :
4

a) y = 5 b)y= 4t — 3y,
1+ x
Tinh gid tri nhé nhit cua cac ham s sau :
4
ayv=lxl; b) y=x+— (x>0).
.

BAI POC THEM

CUNG LAI, CUNG LOM VA PIEM UGN

1. Khai niém vé cung 18i, cung 16m va diém uén
Xét dd thi ACB clia ham s6 y = f(x) bidu dién trén Hinh 12. Gia sir d4 thi c6 tiép
tuyén tai moi diém.

AU 3

@)

Hinh 12



Tai moi diém clia cung AC , tiép tuyén 1udn Iuén & phia trén clia AC . Ta
néi AC [a mdt cung 18i. N&u 4 1a hoanh do ciia diém A, ¢ 1a hoanh do
ctia diém C, thi khoéng (¢ ; ) dugc goi 1a mét khoang 16i clia db thi.
Tai moi didm ca cung CB , tiép tuyén luén ludn & phia dudi cba CB .
Ta nbéi CB 1a mot cung 18m. Ki higu b 13 hoanh d6 cia diém B thi
khodng (¢ ; b) dudc goi 1a mét khoang 16m chia dé thi.
Piém phan cach gilta cung 1i va cung I6m dugc goi 1a diém uén cia
dd thi. Trén Hinh 12, C 1a mét diém uén.

CHU Y
1. Tai diém udn, tiép tuyén di xuyén qua da thi (H.12).
2. Trong mét s6 gido trinh, nhét 4 gido trinh Giai tich toan hoc &
Dai hoc, ngudi ta goi AC trén Hinh 12 13 cung Idm va CB la cung I8i.

2. Dau hiéu 18i, 16m va diém uén

Ta ¢o hai dinh li sau day.

DINH Lj 1

Cho ham s6 v = f(1) ¢6 dao ham c3p hai trén khoang (« ; b).

Néu f'(1)<0 VG moi xe (a;h) thi dd thi cla ham sé 16 trén
khoang d6.

Néu /"(x)>0 vdi moi 1€ (u:h) thi d6 thi clla ham s6 16m trén
khodng d6.

DINH Li 2

Cho ham s6 v = f(x) ¢6 dao ham cdp hai trén khoang (« ; h)
vay,e(u:bh). Néu f"(v) d8i dau khi x di qua Y, thi diém
M, (x, & 1(5,)) 1a di€ém udn cha d6 thi ham s& da cho.

3. Ap dung

Vi du 1. Tim cac khoang 18i, 16m va diém uén cha do thi cac ham sé :
ajv=u" b) v=-sin: trén doan [0 ; 2x].

Giai

a) Tap xac dinh : R.
Tacd v'= vt W 2

Bang xét dau v"
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X —00 O +oo v A
\a - 0 +
D6 thi cua L& Diém uén j
ham sé (0 :0) om
Vay dd thi ham s6 16i trén khoang (—o ; 0), idm
trén khodng (0 ; +e). Diém O(0 ; 0) & didm uén >
caa dé thi ham s6 (H.13). 0 X
b) Ta cé
v =-cosx, v'=smx.
Bang xét dau y"
X 0 ' T 2n
: y 1" + 0 _ Hinh /3
D4 thi cGa Lam Diém uén Léi
ham s& A(r : 0) °
Vay trén doan [0 ; 2n], d6 thi ham s6 1dm trén Vi

khoang (0 ; m), 16i trén khodng (n ; 2r). Diém
A( ; 0) la diém udn cla A8 thi ham sé (H.14).

oN | /r @ . ¢
-1+ I
Hinh 14
Vi du 2. Tim cac khodng 16i, 16m cua @6 thi ham s6
x+1
y= ‘
x—\
Giai. Tap xac dinh : R\ {1} .
vi=- 2 5 xac dinh v8i moi x =1 ;
(x=1) :
y'= T xac dinh véimoix# 1.
(x =1y
Bang xét dau v"
X —oo 1 +-
yn _ H +
P4 thi clia ham s6 Léi Lom

Vay dd thi clia ham s8 16i trén khodng (—co ; 1) va I6m trén khoang (1 ; +oo).



(D4 thi khdng ¢6 diém ubn vi ham s6 va
khdng xac dinh tai diém x = 1) (H.15).

Hinh 15

PUONG TIEM CAN

I - DPUONG TIEM CAN NGANG

] y A
& 1 (©)
N Cho ham s&
_ M@ ;y)
v=27% (H.18). !

x—1 ) o
co d6 thi (). o tlizd~—__
Néu nhan xét vé khoang cach tu ) : =1
diém M(x ; v) € (C) tdi-dudng thidng \_2
v=—1 khi |x| = 400 . :

x=1
Hinh 16

Vi du 1. Quan sit d6 thi (C) cbua ham so

fx) = 1 + 2 (H.17),
X
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Néu nhan

xét vé khoang cach tir diém M(x ; y) € (C) ti dudng thing y =2

khi [xl -+ va cédc gidi han

Iim (f(x)—-2], Iim [f(x)—2].

L too X——eo

Gidi. Ki hidu M, M' l4n lugt 1a cdc diém thudc (C) va dudng thang y = 2 ¢6
cung hoanh do x (H.17). Khi | x| cang 16n thi cac diém M, M’ trén céc dd
thi cang gan nhau.

Ta co

Tuong tu,

Im [f(x)-2]= Ilim [[l+2j~2}= lim i:0.

X —>+o0 . XD Heo |\ X X400 X
lim | f(x)—2]=0.
X——oe

¥4

-

R EERECEEE CERT

-~V

Hinh 17
CHU Y
Néu lim fix)= lim fiy)=/Ltaviétchungla lim f(x) =1
A=) +oo X ——o0 A= toe
DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén mot khoang vo han (la
khoang dang (a :+), (= ; b) hodc (—eo ;+ec)). Duong
thang y = y, 1a duong tiém can ngang (hay tiém can ngang)
cuia dé thi haim s6 y = f(x) néu it nhdt mot trong cédc dicu ki¢n
sau dugc thoa man

lim flo)y=y,. hm flx) =y,
e ) Ao



Trong Vi du 1, dudng thang y = 2 la tiém can ngang cta dudng hypebol

1
y=—+2
¥

Vi du 2. Cho ham s8
1
fx)= —+1
Jx

x4c dinh trén khoang (0 ; +oo).

D6 thi ham s6 ¢6 tiém cén ngang y = 1 vi

Iim f(x)= lim [L+lj=l.

X>+e0 X—>toa \/;

II - DPUGNG TiEM CAN DUNG

Tinh Tim [luj va néu nhan xét vé khong cach MH khi x — 0 (H.17).

x>0\ X

DINH NGHIA

Pudng thang x = x,; dugc goi [a dudng tiém can ding (hay tiém
can ditng) cha d6 thi ham s6 y = f{x) néu it nhdt mot trong céc
diéu kién sau duoc thod man
lim f(x)=+4c, lim f(x)=—oo,
X X=Xy

lim f(x) =—o, lim f(x)=+4oa.
- X=xg X=Xy

Vi du 3. Tim céic tiém c4n ditng va ngang cua d6 thi (C) cua ham s@

_x-1
x+2
. - ] -1 N 2
Gidi. Vi lim = ! = —o (hoac lim x = +o0) nén dudng thang
x—-2" X +2 x—=2" X+

x =—2 la tiém can ding cua (C).
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X =

Vi lim l =] nén dudng thang
vt X+ 2 vA

y=11atiém can ngang cua (C).

D6 thi cia ham s6 dugc cho trén

Hinh 18.
I v=1
o .
2| L L i
o
|
!l
Hinh 18
2
, oy . o+ x4+
Vi du 4. Tim tiém can ddng ciia d6 thi ham s6 y = 2*27‘1
X =
2 2
PPN : 1 3 . X +a+
Giai. Vi lim 2 tatl = 400 (hoac Ilim At = —o0) nén
[3]+ 2v -3 (3]— 2x -3
N — | =
2 2

dudng thang x = = 1a tiém can dung cha d6 thi ham s6 da cho.

SRRV

Bai tap
Tim céc tiém cén cia do thi ham s6 :
X -x+7
a)y = ! : byy = ;
2—x - X+
2x -5 T
o)y = ! ; dyy=—-1.
S5x-2 X
Tim cdc tiém can ding va ngang cua d6 thi ham s6 :
2
2-x o+t
a)y = ‘2 : byy=—— " >
9—-x 3-2x -5y
I
T =35 +2 +1
c)yz———\ ‘ ' dy= \/;

X+l ‘ ' \/;—I‘



KHAO SAT SU BIEN THIEN VA
VE PO THI CUA HAM SO

I - SO PO KHAO SAT HAM SO
1. Tap xac dinh
Tim tap xac dinh ciua ham sé.
2. Su bién thién
e Xét chiéu bién thién cua ham sé :
+ Tinh dao ham y';
+ Tim céc diém tai d6 dao ham y' bang 0 hoac khéng xac dinh ;
+ Xét ddu dao ham y’ va suy ra chiéu bién thién cua ham s6.
* Tim cyc tri.
* Tim cdc gidéi han tai vo cuc, cdc gidi han vo cyc va tim tiém can (néu cod).
* Lap bang bién thién. (Ghi c4c két qua tim duge vao bang bién thién).
3. Do thi

Dua vao bang bién thién va cdc yéu t6 xdc dinh & trén dé vé dé thi.
CHUY
I. Néu ham s6 tudn hoan véi chu ki T thi chi cdn khao sdt su
bién thién va v& d4 thi trén mot chu ki, sau d4 tinh ti€n do thi
song song vdi truc Ox.

2. Nén tinh thém toa d6 mot s6 diém, dac biét 1a toa do cac
giao di€m clia d6 thi véi cac truc toa do.

3. Nén luu y dén tinh chan, I¢ ciia ham s6 va tinh d6i xing cua
dé thi dé vé cho chinh xéc.
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11 - KHAO SAT MOT SO HAM DA THUC VA HAM PHAN THUC

N\ Khao sat su bién thién va vé dd thi cda cac ham sé da hoc

y=uax+ b, y=ax2+bx+c
theo so d6 trén.

1. Ham sf)'y:ax3+bx2+cx+d(a¢0)

Vi du 1. Khao sét su bién thien va v& d6 thi ciia ham s6 y = x> + 3x2 — 4.
Gidi
1) Tap xac dinh : R.
2) Su bién thién
¢ Chiéu bién thién
‘= 3x + 6x = 3x(x + 2) ;

x=-2

'=0@
Y |:x=0.

Trén cic khoang (—o ; =2) va (0 ; +0), y' duong nén ham s6 dong bién.
Trén khoang (-2 ; 0), y' 4&m nén ham s6 nghich bién.

* Cuc tri
Ham s6 dat cuc dai tai x=-2; yop = y(-2) = 0.
Ham sé dat cuc tiéu taix=0; yor = y(0) = 4.

¢ C4c gidi han tai vo cuc

lim y= lim x3[l+§—i]

= —-—OO’
X—>—oo X —y—oo X x3
. i 3 4
lim y= lim Ol 1+2 =2 | = 4o,
X=>Foo X—>4-00 X x3
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* Bang bién thién

AY ~—o0 -2 0 4oa
\3 v 0 - 0 +
- 5 - _
—oo —4
3) Do thi

Ta ¢o Vo 4= (v — Dy(v+ 2)2 =)

v =2
=

=1
Vay (=2 1 0) va (1 ; 0) (A cdc giao diém caa dé thi véi truc Ox.
Vi w(0) = =4 nén (0 ; —4) ld giao diém cua dé thi vai truc Oy. Diém d6
ciing 12 diém cuc tiéu cia dé thi.
D6 thi cua ham s duge cho trén Hinh 19.
Luu v. Do thi cua ham so bac ba da cho ¢é
tam doi xing 1a diem / (-1 : =2) (H.19).
Hoanh do coa diém /7 14 nghiém cia

phuong trinh v = 0.

Hinh 19

".,."\" .
A Khao sat st bién thién va vé d8 thi cda ham s6 v = —x' + 317 — 4. Néu nhan xét vé

d6 thi cha ham s6 nay véi do thi cla ham sé khao sat trong Vi du 1.
Vi du 2. Khao sat su bién thién va v& do thi cha ham sé
R
y = Y 307 — 4y 42,
Giai \
1) Tap xdc dinh : R.
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2) Su bién thién
¢ Chiéu bién thién

Viy=-3x+6x-4=-3(x-1’-1<0véimoixeR,

nén ham s6 nghich bién trén khodng (—oo ; +o0). Ham s6 khong cé cuc tri.

¢ Gi6i han tai v6 cuc

. 4 2
T2 3

X—>+o0 X400

-
lim y= lm —x l—3+—4~—i = 400,
X x? r3

X—>—o00 X—>—o0

* Bang bién thién

3) Do thi

D6 thi clia ham s8 cat truc Ox tai diém (1 ; 0),
cit truc Oy tai diém (0 ; 2).

D6 thi chia ham s6 dugce cho trén Hinh 20.

Hinh 20

3. GIA\ TiCH 12-8



Dang cia d0 thi hAmso bacbay=ax’ + bx* + cx + d (a2 0)

a>0 a<0
. y
Phuong trinh Y
y'=0 / \ N\
¢6 hai nghiém YA 0 \r
phan biét ’ '

ya y
Phuong trinh _ )
y'=0

L / R L‘\
c6 nghiém kép {0 X 0o \ X

rt ¥
Phuong trinh \
v=0
vO nghiém 0 p Y >

3
Khao sat su bign thién va vé dé thi clia ham s6 y = %—f bl

2. Ham s5y=ax4+bx2+c(a;t0)

Vi du 3. Khao sit su bién thién va vé d6 thi cia ham s6 y = =26t -3,
Gidi

1. Tap xdc dinh : R,

2. Su bién thién

* Chiéu bién thién

x=1
y =4 —dx=4x(x*> - ;v =0 |x=-I

x =0.
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Trén cac khoang (-1 ; 0) va (1 ; +eo), y' > 0 nén ham s8 dong bién.
Trén cac khoang (—ee 1 —=1) va (0 ; 1), y' < 0 nén ham s6 nghich bién.
¢ Cuc tri

Ham s6 dat cyc tiéu tai hai diémx ==l vix = | 1 yp; = y(1) = —4.
Ham $6 dat cue dai tai diem x =0 yp = y(0) = =3,

* Gidi han tai vo cuc

» / 2 3
Iim vy = Iim _\'4[1 5~ —W = +oo

X —oo X - —ao \ X/
) .- 2 3
fm v = lim .\'4[] ——3——) = oo,
X feo A 4oo v .\'4
* Bang bi€n thién
\ l —oa -1 | +oo
¥ — 0 + 0 - 0 +
+o0 -3 +o0
3. Do thi va

Ham s6 da cho 1A ham so6 chan, vi

M=) = (-0F = 207 - 3
= - -3= Y(x).
Do d4, d6 thi nhan truc Oy lam truc doi xdng.

Do thi cit truc hoanh tai cic diém (\/3 ;0) va

9 4 Hinh 2/

Khao sat su bién thién va vé dé thi ctia ham s6 v = ~x* +217 + 3.
Bang d6 thi, bién luan theo m s6 nghiém cla phudng trinh —1* + 2.7 + 3=,

Vi du 4. Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham 3

,\’4 2 -
).f =— -\ 4 —.

2



Giai
I. Tap xdc dinh : R.
2. Su bién thién
¢ Chiéu bién thién
v = 2yt - 2v = —-2.\‘(,wr2 +);yv=0x=0.
Trén khoang (—e ; 0), v’ > 0 nén ham s6 déng bién,
Trén khodang (0 ; +e0), y' < 0 nén ham s6 nghich bién.
¢ Cuyc tri
Ham 5o dat cuc dai tai x = =0, ¥ep = ¥(0) —%
Ham 0 khong ¢o diém cuc tiéu.

* Gidt han tai vo cuc

) ) 41 | 3
lim y= lim |-\ | —+— —— || = —oo.
N —otoeo \— teo 2 = 2'\~4

* Bang bién thién

Y oo 0 +oo

3 + 0 —

3. D4 thi
Him s6 di cho [a him s0 chan vi oA
4 4
(—x 3 X 3
[ s A S M S R
2 2 2 2 2
Do d6, d6 thi nhan truc Ov 1am (ruc doi ximy. /\
Mat khdc. y = 0 & —v' =207 +3 =0 >
» ) L . ] () I !
S -+ =00 =11,
Do thi cat truce hoanh tai cic diém (=1 : 0y va (1 : 0). \
_ ‘ 3
¢at true tung tat dicm [() : —] (H. 22).
2 Hinh 22
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Dang cua do6 thi ham sé y = ax” + bx® + ¢ (a#0)

a>(0 a<(

Phuong trinh
y=0

cd ba nghiém / \

phan biét \/0 \/ X ’ o \ o

Y
Phuong trinh -
y. -0 \ / /\ -
c6 mot 0 X [3) X
nghiém / \

5
N L&y mét vi du vé ham s& dang y = ax* +bx? +¢ sao cho phuong trinh y' = 0 chi c6
, mbt nghiém.
N o ax+ b
3. Hamso y = (c20,ad—bc#0)
cx +d
, . e a i ai . —x+2
Vi du 5. Khao sét sy bién thién va v& do thi cha ham sé y = -
' X+

Giai

1. Tap x4c dinh : R \ {-1}.

2. Su bién thién

—(x+D)—-(=x+2) -3
x+D: 4Dt

* Chiéu bién thién y' =

¥ khong x4c dinh khi x =—1; y' luén luén am véi moi x # —1.
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Vay ham sé nghich bién trén cic khodng (-0 ; —1) va (=1 ; +o0).

* Cuyc tri

Ham s6 di cho khong ¢6 cuc tri.

. . . —x +2
*Tiégmcan lim y= Iim = —o0
x=-1" vy~ X+1
X ) —X+2
Iim y= lim = oo,
x——1* ro-1" X +1

Do @6, dudng thang x = —1 i tiém can dimg.

) ] -x+2
lim y= lim =
X—>Too x—otoo x + 1

Vay dudong thang y = -1 1a tié_m can ngang.
* Bing bién thién

X —oo -1

-1.

y —_—

3. D6 thi

D4 thi cit truc tung tai diém (0 ; 2) va
cat truc hoanh tai diém (2 ; 0) (H. 23).
Luu y. Giao diém cda hai tiém can 12
tam d6i xung cua do thi.

y ~l\‘ +w\_l

2
11\

ol 1 2 >—~__F
-1 y=-1

n

h

=

Hinh 23
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Vi du 6. Khio sit su bién thién va vé d6 thi caa ham s6

r=2
‘y = .
2+ |
Giai
N . |
1. Tap xdc dinh : R \ {—5}
2. Su bién thién
* Chi¢u bién thién
o= 2v4+1=-2v=2) 5 _
‘ v+ 1)° (2v + I)2 ‘
. |
Vv khong xdc dinh khi v = -5
A . » i |
v luon Tuon duong vai moi v # -3

e . , R
Vay ham s6 dong bién trén ¢ic khoang [—m: —ofva oy e ]

* Cuc (n

Ham <o da cho khong ¢ cue tri.

e Ticm can .
| ) : X =2
bm  v=  lim - = :
1 O 2¢ + 1
LY s
(G 5
. _ N
lm lim -
' ]‘ (V' 2v
' __'[ \ >[ J -
3 .
e N . l . . ' )
Do 46, duong thang A = - - I tiem can diing.
» _ Cor
m vy - lim ==
vy b oot 2y 4 1 3

Vay duong thang v = Lva¢m cdn ngang.

10



* Bang bién thién

]
v —o0 - +oo
2
v + +
+o0 1
2 —o00
3. D6 thi

D6 thi cit tryc tung i diem (0 1 =2) va
cat truc hoanh (ai diém (2 ; 0) (H. 24).

0

rafe—

Hinh 24

ax + b

(c#0,ad—bcz0)
cx +d

Dang cua do thi ham so y =

D=ud —bc >0

D=ud ~bc <

AN \“ v

| N >

=

~

-~ Y
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i — SUTUONG GIAO CUA CAC PO THI

&), 6

42

/"% Tim toa dé giao diém cla @8 thi hai ham s

y=x2 +2x-3,

y=—x'—x+2.
Gia sir ham s6 y = f(x) c6 d6 thi la (C) va ham s6 y = g(x) c6 d6 thi 1a (C»).
Dé tim hoanh do giao diém cua (C,) va (C,), ta phai giai phuong trinh fix) = g(x).
Gia sir phuong trinh trén c6 cic nghiém 12 x4, x|, ... Khi d6, cdc giao diém
cua (Cy) va (Cy) 1a My(xq s flxg)), M ((xy s fxy)), e

Vi du 7. Chiing minh rang d6 thi (C) cta ham s¢
x—1
x+1
luén fuén cat dudng thang (d) : y = m — x véi moi gia tri clia m.

Gidi. (C) luén cit (d) néu phuong trinh

Xl (1
x+1
¢6 nghiém vé&i moi m.
Ta cd
xr—1 x—1l=(x+1({m-1x)
=m-x &
X+ x # =1
- P+ Q-mx—m~1=0 (2)
x # —1.

Xét phuong trinh (2), ta c¢6 A =m? + 8 > 0 véi moi gid tri cha m va x = —1
khong thoa mén (2) nén phuor}g trinh luén cd hai nghiém khac —1. Vay (C)
va (d) luoén cat nhau tai hai diém.
Vidu8
a) V& d6 thi clia ham s6

y=x3+3x2—2.
b) Sir dung d6 thi, bién luan theo tham s6 m s6 nghiém cta phuong trinh

C+3-2=m. (3)



. Gidi

a)y'=3x2+6x; __________ 5

Y =0 x=0,x=-2. /N m Iy=m
‘D6 thi ¢6 diém cuc dai 12 (-2 ; 2) va diém / \ /
cuc tidu 1a (0 ; -2). 2 9\ O X

D6 thi cia ham 8 y = &~ + 3x* ~ 2 duge
biéu dién trén Hinh 25.

b) S6 nghiém cia phuong trinh (3) bing s¢

giao diém clia d6 thi ham s6y = x” + 3x* -2 Hinh 25

va dudng thang y = m.

Dua vao d6 thi, ta suy ra két qua bién luan vé sé nghiém cua phuong trinh (3).
m > 2 : Phuong trinh (3) c6 mét nghiém.

m = 2 : Phuong trinh (3) ¢6 hai nghiém.

-2 < m < 2 : Phuong trinh (3) ¢6 ba nghiém.

m = —2 : Phuong trinh (3) c6 hai nghiém.

m < =2 : Phuong trinh (3) c6 mot nghiém,

BaitGp
Khao sét su bién thién va vé do thi cha cdc ham s6 bac ba sau :

a)y=2+3x—x3; b)y:x3+4x2+4x;

3

c) y=ux +x2+9x‘, d)y:—2x3+5.

Khao sdt sy bién thién va v& dé thi cha cac ham s6 bac bon sau

a)y=—x4+8x2—l; b)y=x4~2x2+2;
1 3

c)y:—x4+x2——; d)_y=—2x2—x4+3.
2 2

Khao sét su bién thién va v& dé thi clia cdc ham s6 phan thiic :
x+3 1-2x —x+2

a) y = ; b) y = ; c)y= -

) x—1 ) 2x — 4 )y 2x+1
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44

Bing cich khao sat ham s, hdy tim s6 nghiém cua cdc phuong trinh sau :
a) Vo3t 4520 ;b 2 43k —2=0 ; ¢) 247 — ¥t =1,
a) Khao sat sy bién thién va vé do thi (C) cua ham 6

y=—x" +3x+ 1.

b) Duu vio do thi (C), bién luan vé s6 nghiém cta phuong trinh sau theo
tham s6 m
3
X =3x+m=0.
N , my — |
Choham s0 y = ——-
2 +m
a) Chimg minh rang v3i moi gid tri cia tham s m1. ham s luon dong bién
trén moi khoang xdc dinh cba né.
b) Xdc dinh m d€ tiém can dimg ctia dé thi di qua A(=1 : J2).
¢) Khao sdt su bién thién vi vE do thi ¢cia ham sé khi m = 2.
o T boa 1>
Chohamso v =—x" + —x~ +m.
4 2
a) Vdi gid tri ndo cua tham 56 »1. d6 thi cia ham 506 di qua diém (=1 ; 1) ?
b) Khao sdt su bién thién va vé do thi (C) cua ham s0 khim = 1.
.- N . . ’ v N . ) - n ~ 7
¢) Viét phuong trinh tiép tuyén cia (C) tai diém ¢o tung do bang 7
Cho hiim so
R) 2 N o
y=X" +{m+ 3"+ 1 —m (m i tham s6)
¢ do thi la (C),).
a) Xac dinh nr dé ham 6 ¢6 diém cue dai 1h v = —1.
b) Xidc dinh m dé d6 thi (C,,) cat truc hoinh ai v = =2,
Cho ham so
(m+ Dy =2m+1

Vo= (n1 132 tham s0)
x—1

o do thy 1 (G,
) Xdce dinh m d¢ d6 thi (G) di qua diém (0 —1).
b) Khao it su bién thién va vé do thi cua hiim so var m (im duoc.

¢) Viét phuong tinh Gép tuydn cha do thi trén tai giao diem cua no v
truc tung.



On tap chuong |

1. Phit biéu cac diéu kien dé ham s& dong bién, nghich bién. Tim cic khoang
don diéu cna cdc ham so

v = S T e
xX—35

-'\‘ = .
l—x

2. Néu cdch tim cuc dai, cuc tiéu coa ham s6 nho dao ham. Tim cic cuc tri
cua ham so
. 2
y=at o2 s
3. Néu ciach tim tiém cin ngang va tiém can ding cia doé thi ham s6. Ap dunyg
dé tfim cdc tiém can cia do thi ham sé
2v+3

_\A .
2—-x

4. Nhac lai sg do khao sdt su bién thién va vé do thi cua ham sd.
5. Choham s6 v = 2+ + 2mx + m — 1 ¢6 dé thi 1a (C,,). m la tham s6.
a) Khao sat sy bién thién va vé& do thi cta ham s6 khi m = 1.
b) Xdc dinh m dé ham <6 ;
1) Dong bién trén khoang (=1 +eo) ;
i) Co cuc tri trén khoang (=1 ; +e0).
¢) Ching minh rang (C,,) luon cat truc hoanh tai hai diém phan biét vai
moi n1.
6. a) Khao sdt s bién thién va vé do thi (C) clda ham s6
oy = —v 3 4 9v + 2,
by Giai bat phuong trinh f'(xv — 1) > 0.
¢) Viét phuong trinh tiép tuyén cia do thi () tai diém c6 hoanh do v, biét
rang f"(xy) = -6.
7. a) Khao sdt sy bién thién va vé d6 thi (C') cua ham so

3 2
yv=x +3x" + 1.
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10.

11.

46

b) Dua vao do6 thi (C), bién luan s6 nghiém cta phuong trinh sau theo m

m
43 4=

¢) Viét phuong trinh dudng thing di qua diém cuc dai va diém cic tiéu cia
d6 thi (C).
Cho ham s6
f)=x = 3m +32m—Dx+ 1 (m1atham s3).
a) X4c dinh m dé€ ham s6 d6ng bién trén tap xéc dinh.
b) Vi gid tri ndo ciia tham s& m, ham s6 c6 mét cuc dai va mot cuc tiéu ?
c¢) Xdc dinh m dé f"(x) > 6ux.
a) Khao sat su bién thién va vé d6 thi (C) cua ham s6
flx) = %14 T %
b) Viét phuong trinh tiép tuyén cua dé thi (C) tai diém c6 hoanh do la
nghi¢m coa phuong trinh f"(x) = 0.
¢) Bién luan theo tham s6 m s6 nghiém cua phuong trinh oo +3=m
Cho ham s6
y= — +2mxt = 2m+ 1 (m 1a tham s8)
¢6 d6 thi [a (C,).
a) Bién luan theco m s6 cuc tri cia ham so6.
b) V§i gi4 tri ndo cua m thi (C,,) cat truc hoanh ?
¢) Xéc dinh m dé (C,,) ¢6 cuc dai, cyc tiéu.
a) Khao sit sut bién thién va vé d6 thi (C) cha ham s6
X+ 3‘ -
x+1

b) Chitng minh ring véi moi gi4 tri ciia m, dudng thing y = 2x + m luén
cat (C) tai hai diém phan biét M va N.

¢) Xac dinh m sao cho d6 dai MN la nho nhat.

d) Tiép tuyén tai mot diém S bat ki cia (C) cit hai tiém can cba (C) tai P
va Q. Chiing minh ring § [2 trung diém cla PQ.



a) Giai phuong trinh f'(sinx) = 0.
b) Giai phuong trinh f"(cosx) = 0.

¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia dé thi ham s6 da cho tai diém c6 hoanh
d6 1a nghiém cua phuong trinh f"(x) = 0.

Bai tap trdc nghiém
Chon khdng dinh dung trong cdc bai sau ddy.
1. S6 diém cuc tri cia ham s6 y = L B BT
(A) 15 (B)0; ©)3; (D) 2.

2. S6 diém cuc dai chaham s6 y = x* +100 1a:

(A)O0; (B) 1; (G2 (D) 3.

3. S8 dudng tiém cn cia d6 thi ham s6 y = : " a:
+ X
(A) L (B)2; O3, (D) 0.
~ -5 .
4. Hamsé y= 2" déng bien tién -
X+3
(A) R ; (B) (—o=; 3); (C) (=3 +o0) ; (D) R\ {-3}.

5. Tiép tuyén tai di€m cyc tiéu cia dé thi ham so
y = — =262 430 -5
(A) Song song véi dudng thang x =1 ;
(B) Song song vai truc hoanh ;
(C) C6 hé 56 goc duong :
. (D) C6 hé s6 goc bang —1.
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HAM SO LUY THUA, HAM SO MU VA
HAM SO LOGARIT

Uy thira

~Ham sé luy thira

.. Logarit

Ham s6 ma, ham s6 logarit
Phuong trinh mia va Iﬁgarit

_..Bat phuong trinh mi va légarit




LUY THUA

1 - KHAI NIEM LUY THUA
1. Luy thira véi sé mi nguyén
1
2 3
Tinh (1,5°* ;(«zJ - (V3)’.

Cho n 1a mot s8 nguyén duong.
Véi a 12 s6 thuc tuy v, luy thira bac » cta a 1a tich cta »n thirta s6 a

n
a =a.a....a

\—.’__)l
n thira s0

Védia#0

a =

l
n
a

Trong biéu thic a™ , ta goi a 1 co s6, s8 nguyén m 1a sé mil.
CHU Y.
0°va 07" khéng cé nghia.

Luy thira véi s6 mii nguyén cé cic tinh chat tuong tu cia luy
thira véi s6 mi nguyén duong.

Vi du 1. Tinh gi4 tri ctia biéu thirc »
110 (N
A= [5] 273+ 024252 + 128‘1.[5} «

Gigi. A=3°_L L L.l 9 3. 1,4=8
273 02* 252 128
Vi du 2. Riit gon biéu thitc

B=|: as/i _2\/5

a+a>y' 7!

3.
I 5 (@a#0,a#zxl).
1-a

4. GIAI TIEH 12-A 49



2.

50.

Giai. Vi a#0,a #*1,tacd

B = [a\E(I +a?) - 2\/5(1]- %—;

a1 —a?)
= ((1\/5 + a3\/§ —2a\/§)- }1
a —-a
= (1\/5([)2 - ])-+ = \/-2_
a(a —1)

Phuong trinh x" = b

D 2

YDya vao dé thj cda cac ham 88 v=«* va y=x* (H.26, H.27), hay bién luan theo »

sé nghiém cGa cac phuong trinh S=pvart=p.

y 4
"= .\"1
0 X
Hinh 26 Hinh 27
DA thi cta ham s6 y = x ks dang tuong tu d6 thi hAim s6 y = O vadé thi

ham s6 vy = 2h 6 dang tuong tu d6 thi ham s6 y = x*. Tir d6 ta cé ket
quai bi¢n luan s6 nghiém cta phuong trinh x” = b nhu sau :

a) Truong hop n lc :

Véi moi s6 thuc b, phurong trinh ¢é nghiém duy nhat.

b) Truong hop n chan :

V&i b <0, phuong trinh vo nghiém ;

Véi b =\0, phuong trinh ¢6 mét nghiém x =0 ;

Véi b > 0, phuong trinh ¢é hai nghiém déi nhau.

4. G1A) TiCH 12-p



Canbacn
Cho s6 nguyén duong n, phuong trinh
a’ =b
dua dén hai bai todn nguge nhau :
* Biét a, tinh h.
* Biét b, tinh a.
Bai todn thit nhat 1a tinh luy thira cia mot s6. Bai todn thd hai dan dén
khai niém 14y can cua mot sd.
a) Khai niém

Cho $6 thuc b va s6 nguyén duong n (n 2 2). S6 a duge goi 1a

can bac n cha sd b néu 4" = b.

Chang han, 2 vi —2 13 cdc can bac 4 cla 16 ; —%lé cin bac 5 caa —'-l—-

243
Tur dinh nghia va két qua bién luan vé s6 nghiém cta phuong trinh x” = b,
tacd:
Véinlé vab e R : Cé duy nhat mot can bac n cha b, ki hieu Ia Ub.
h < 0 : Khéng ton tai can bac n cia b ;
Vi n chan va b=0:Comoétcanbacncuahblas6 0,
b > 0 : C6 hai can trdi ddu, ki hieu gid tri duong 1a U,
con gid tri am la b .
b) Tinh chat cua can bac n
Tir dinh nghia ta ¢4 cac tinh chat sau :
Ya Wb = Yab :
Ya  a
—_— = N .
o b

m
nim
(¥a) =%am .



i {a, khi n 1é
lal, khi n chén ;
2 3
a Chimg minh tinh chat Ya.¥/b = Yab.

Vi du 3. Rit gon céc biéu thic :

a) Y4 .J-8; b)J33 .

Giai
2 Va8 =32 =Y-2° =2
03305 = Y)Y = 5.

4. Luy thira véi s6 mi hiru ti
Cho s8 thuc a duong va sé hiu ti r = —nl, trong d6 me Z,

n
ne N, n>2. Luy thira cha a v6i s6 mil r 1a s6 ¢’ xdc dinh béi

m
d =an =Va"
]l 1 1 -2 1 1
Vi du 4. [_]3= LI S SN PR S g
8 8 2 2 8

an =%a  (@a>0,n>2).

Vi du 5. Riit gon biéu thic
5 5

4 4
D:M (x’y>0)‘

T
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5.

Gidi. V6i x va y 1a nhitng s duong, theo dinh nghia, ta c6
| 1
ri
D=_—xy()]r }; )=xy.

Luy thua véi s& mu vo ti

O 1p dusi, ta da biét s6 V2 la mot s6 vo ti duge bidu didn dudi dang
s6 thap phan vo han khong tun hoan :

J2 =1,414 213 562...

Goi r,, 1a s6 hiru ti thanh [ap tir n chit s6 ddu tién ding d€ viét J2 @ dang
thap phan, n =1, 2, ..., 10.

St dung mady tinh, ta tinh duge 3 twong dng. Ta c6 bang ghi cic diy so

(r,) va 3") véin=1,2, .., 10 nhu sau :
n ™ 3
1 { 3
2 1.4 4,655 536 722
3 1,41 4,706 965 002
4 1,414 4,727 695 035
S 1,4142 4,728 733 93
6 1,414 21 4,728 785 881
7 1,414 213 4,728 801 466
8 | 1,4142135 4,728 804 064
9 1,414 213 56 | 4,728 804 376
10 1,414 213 562 | 4,728 804 386

Ngudi ta ching minh duoc rang khi n — +eo thi ddy s6 (37) ddn d&€n mo

gidi han ma ta goi la 3‘/5 .

Sir dung mdy tinh bo tdi (c6 mudi chir s6 thap phan), ta cé

3‘/E =~ 4,728 804 388.



Cho « 12 mot s6 duong, @12 mot s6 vo ti. Ta thira nhan rang luén c6 mot
day s6 hiru ti (r,,) c6 gidi han 1a « va day s6 tuong dng (a™) co gioi han
khong phu thudc vao viéc chon diy sé (r,).
Ta goi giéi han cia diy s8 (¢™) 13 luy thira cba a véi s6 mil a,
ki hiéu 12 a?.
a® =lim ¢ v6i a =lim 1, .

H—>+oo H—>+oo

Chit y. Tir dinh nghia, tacé 1% =1 (e R).

II - TINH CHAT CUA LUY THUA V3I SO MU THUC

A Hay nhéc lai cac tinh chat cla luy thira vdi s6 mid nguyén duong.

Lu§ thira véi s6 mi thue cé cdc tinh chat tuong tu luy thira v6i s6 mi
nguyén duong. -

Cho a, b 12 nhimg s6 thue duong ; a, S1a nhimg s6 thuc tuy ¥. Khi dé, ta c6 :

aa.a'B — aa+ﬁ ;

Néu a > 1 thi a® > af khi va chi khi > 4.
Néua < 1 thi a® > a? khi va chi khi a< 8.
Vi du 6. Riit gon biéu thitc

aﬁ+1_ 27

F==-_ "%
(w2)

(a>0).



Gidi. Véia > 0, ta c6
) ST+ P s
A2y 2

aﬁ_] )J3+|
m ((1 > U)

7]

RUt gon bidu thirc

Vidu 7. Khong it dung mdy tinh, hay so sianh céc s6 52‘5 vh 53V,
Gidi. Ta ¢6 243 = V12, 3V2 = 18,

Do 12 < 18 nén 243 < 32,
523 532

Vi co s8 5 16n hon | nén

% 6
\ JR 3
So sanh cac sé (zj va (1] .
4 4
Bdi tap
1. Tinh:
2 2 i3
a) 95.273; b) 1444 : 94,
;0TS 3 2
c) (Ej +0,25 2; d) (0.04‘)"’5 —-(0,125) 3.

2. Cho a, b 12 nhimg s6 thuc duong. Viét cdc biéu thirc sau dudi dang luy thira
" vGi s6 ma hiju ti :

1 ! ]

a) ag.\/;; b) bE.bS.%;
4 '
¢y a3 :¥as dy b : po.
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3. Viét cdc s6 sau theo thit ty tang dén :
13 3\ 1
a) 1*73; 271, [—] : b) 980;[—] ; 325,
2 7
4. Cho a, b 1a nhitng s6 thuc duong. Riit gon cédc biéu thic sau :

a%(a% + a%] ) b5 (\/— \/—)

a) ;
1 3 1
dilat +at) bs(f )
11 11
o a3b 3 —a 3b3 ' d)a3\/_+b3\[—_
%/;_3),2 ‘ Ya + b
5. Chitng minh rang :
25 W2
a)[ } <[§] ; b) 763 > 736

HAM sO LUY THUA

1 - KHAI NIEM
1

Tadibiétcéchém§6 y=x" (ne N*). y= =x"l,y=\/;=x5 (x>0).

P

Bay gid, ta xét ham s6 y = x% véi ala s6 thuc cho trudc.

| Ham s6 y = x%, v6i @ e R, dugc goi 12 ham 56 lug thira,

Chéng han, cdc ham s6 y = x, y=x2, y=L4. y i 23, y=x‘5, y = x*
X

-1a nhitng ham s6 luy thira.
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1
% V& trén cling mot hé truc toa do dd thi clia cac ham s& sau va néu nhan xét vé tap
1

2 [

xac dinhcdaching : y=x°, y= X2, y=4x".
CHU Y
Tap xéc dinh cua ham s& luy thita y = x% tuy thudc vao gia tri
cua a. Cu thé,
Vi anguyén duong, tip xdc dinh 1AR ;
V@i anguyén dm hoac bang 0, tap xdc dinh 1aR \ {0};
V6i @ khong nguyén, tap xéc dinh 12 (0 ; +o0).

[l - DAO HAM CUA HAM SO LUY THUA

O I16p 11, ta da bigt dao ham cia cic ham s6 y = x" (ne N,n>1) va

y=Jx la

"y =" (xe R):

1 !
- ~
(x) = 2&; hay [x2j = %xz (x > 0).

Mot cach 16ng quat, ngudi ta chimg minh dugc ham s6 lu§ thia y = x&
(ax € R) ¢6 dao ham véi moi x > 0 va

(xa). — axa-l )

Vidul
SR 5]
ay\xd) =Zx 4 =—"—(x>0); b) x3 =\/§x 3_[(_\~>0).
. 4 4Yx
& 2
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CHU Y

Cong thic tinh dao ham cua ham hop d6i véi ham s6 lu§ thira

c6 dang

w®) = au® .

Vidu?2

21

3 2
[2_2 _|3]:_
Qx"+x—1) 3

!

22+ x—1) 322 451y

2(4x + 1)

B ] s
Tinh dao ham ciia ham s6 y=(3x* —1)"¥2.

3\/3 22 +x-1

(Il - KHAO SAT HAM SO LUY THUA y = x2

58

Tap x4c dinh cia ham $6 luy thira y = x¥ luén chia khoang (0 : +e0) Vi

moi a € R. Trong trudmg hop tdng quit, ta khao sat ham s6 y = x% trén

khoang nay (goi 1a tap khao sit).

o

y=x", a>0

y =x%, a<0

1. Tap khao sit : (0 ; +oo).
2. Subién thien

y' = a® >0, Vx>o0.
Gidi han dac biét :
a

lim x~ =0, lim x
+ ,
x>0 X =3 +eo

a:+00.

Tiém cin : Khoéng ¢d.

1. Tap khao sit : (0 ; +oo).
2. Su bién thién

y=a® <0, Vi>o.
Giéi han dac biét :

. a
im x“ =0.
X +oo

lim x% = +oo,
x—0"
Tiém cén :
Truc Ox 12 tiém can ngang,
Truc Oy 12 tiém cén dimg cha d6 thi.



3. Bang bién thén 3. Bang bién thién
0 +co X 0 +oo
+ y -

y / e y e \

’ 0 0
4. D6 thi (H. 28 v61 a > 0). 4. D6 thi (H. 28 véi a < 0).

YA
a>1

O<ac<l

a=0

a<0

~y

Hinh 28

D4 thi cha ham s6 lu§ thira y = x% 1u6n di qua diém (1 ; 1).

Trén Hinh 28 14 d6 thi clia ham s6 luy thira trén khoang (0 ; +e°) tng vdi
cac gia tri khac nhau cua a.
CHU Y
Khi khado sit ham s6 luy thira v6i s6 mi cu thé, ta phai xét

ham s& d6 trén toan bd tap xic dinh cia nb.

Dué6i day 14 dang d6 thi cha ba ham s6 :y = x> (H. 29a), y = x 2 (H. 29b),

y = x" (H. 29¢).
y A YA y 4
5 X
0 x 0 x
a) b) c)
Hinh 29
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3
Vi du 3. Khio sét su bién thién va vé d6 thi cha ham s6 y = x 4.
1. Tap xdc dinh : D = (0 ; +o0).
2. Su bién thién

7
Chiéu bién thién : y' = i 4
Ta c¢6 y' < 0 trén khoang (0 ; +e0) nén ham s6 da cho nghich bién.
Tiém cén : lim y =40, lim y=0.
x—0" X —>4o0 74

D6 thi ¢6 tiém can ngang l& truc hohnh va
¢6 tiém cén diing 1a truc tung.
Bang bién thién |

X 0 400, 1§

y' L= ’

400

3. D6 thi (H.30). Hinh 30

Bang toém tit cic tinh chat ctia ham s6 lu thira y = x% trén khoang (0 ; +o0)

J"t -« xa—l ;
Ham s6 luon dong bién. | Ham 6 1uon nghich bién.
| | Tiém can ngang Ia truc Ox,
ATk tiém can diing la truc Oy.
D6 thi luOn di qua diém (1 1).

Bai tap
1. Tim tap xdc dinh cla cdc ham s6 :
1 ' i3
a)y=>0-x) 3; b) y=@2-x%)5;
c) _v=(.r2—l)_2; ! d)y=(x2—-x—2)‘@.



2. Tinh dao ham cua ciac ham s6 :
1

2 1 "
a) y=(2x> — x+ 1)3; b) y = (4~ x— x?)4;
n
c) v=0Cx+1)2; d) y=(5——.r)‘/§.

3. Khao séit su bién thién va vé dé thi ciia cdc ham s6 :

a)y:xg; b)yzx_B.
4. Hay so sdnh cac s sau vdi 1 :

a) (4,0>7; ' b) (0,2)*;

c) (0,1 dy (3)>4,

5. Hay so sdnh cac cap s6 sau :

10\ (123
a) 3,172 va (4,3)"% ; b) [ﬁj va [ﬁJ c o) 0,3%%va 0,22 ;

LOGARIT

I - KHAI NIEM LOGARIT

1 .
a)2* =§; by2* =—; c)3 =381, d) 5 =—.
) )2 =1 ) RN

Cho s6 a duong, phuong trinh

dua dén hai bai todn ngugc nhau :
* Biét a, tinh b.
* Biét b, tinh a.
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Bai todn thir nhat 12 tinh luy thira v4i s6 mi thuc cia mot s6. Bai todn thi
hai dan dén khai niém 13y ldgarit cia mot s6. Nguoi ta chimg minh duge

rang véi hai s6 duong a, b, a # 1, ludn t6n tai duy nhat s6 arsao cho a® = b
1. Pinh nghia

Cho hai 56 duong a, b véi a # 1. S6 « thoa man dang thiic

a® = b duge goi 1a logarit co s6 a clia b va ki hiéu 13 log,, b.

a’=logab<:>aa:b.

-2
1 .
a) log, 8 =3 vi 23:8; b) 10g19:—2vi[§] =0
3 :

a) Tinh log, 4. log, 2%

b) Cé cac s6 x. y nao dé 3* =0, 2¥ =-3 hay khéng ?
CHU Y
Khong ¢6 logarit clia s6 am va s6 0.
2. Tinh chat

Cho hai s6 duong a va b, g # |. Ta ¢6 céc tinh chat sau day.

log,1 =0, log,a=1,

a'%8a h b, Iogu(aa) =0a.

N\ Hay chitg minh cac tinh chat trén.
Vidu 2

5 2 )

a)3210835 — (3l0835)7 _ 52 _ 95
I -3

b) IOg] 8 = |0g| [5] = —3.
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{
1 log
i log, 1 25
Tinh 4 77, [—] 3
25

[1 - QUY TAC TiINH LOGARIT

Cho b =27, h,=2"

Tinh log, b, +log, b, ; log,(hh,)va so sanh cac két qua.

1. Légarit cua mét tich

DINH L 1

Cho ba s6 duong a, by, by vdi a # 1, tacé

log,,(byhy) = log, b +1og, b .

Logarit ciia mot tich bdng tong cdc légarit.
Chimg minh. it oy = log, b, o =log, by, tacéd
oy +a> =log,h +log,b. ()
Mat khéc, vi b = a™, by = a®?, suyra hby = a® g™ = N
Do do oy + o = log,(hb,). (2)
Tu (1), (2) suy ra
log,(hihy) = log, by +log, by. »
Vidu 3. Tinh logg 9 + logg 4.
Gidi. logg 9 + logg 4 = logg(9.4) = logg 36 = 2.
CHUY
Pinh 1 | c6 thé md rong cho tich cila n s6 duong :
log ,(bhy...b,) = log, b +log, by +...+ log, b,
(a, b, by, .s by, >0,a#1).
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, 3
Tinh log, 2+2log %Hogl rs

1
2 1

2. Loégarit cGa mot thuong

T b )
Cho b, =2%, b, =2". Tinh log, b ~log, b,. log, - va so sanh cac ket qua.

2

DINH LI 2

Cho ba so du‘dﬁga, b, b véia+1,1aco

b
loga gl = loga hl - loga b2 .

Logarit ciia mot thuong bdang hiéu cdc léogarit.

Pac biét loga%:—logab (@>0,b>0,a#1).

Dinh If 2 dugc chitng minh twong tu Dinh I{ 1.

Vi du 4. Tinhlog; 49 — log, 343.

49 1
Giai. log+ 49 — log, 343 = logy —— = logy — = —log, 7 = —1.
g7 g7 g7 343 87 7 g7

3. Logarit cha mot luy thira

DINH Li 3-

Cho hai sd duong a, b ; a2 1. Véi moi &, ta c6

log, b% = alog, b.

Logarit ciia mot luy thia bdng tich ciia s6 mii voi logarit clia
CO S0,

Dac biét log, ¥b = —l-loga b.
n
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Ching minh. Dat B =log, b thi b = ab.
Do dé b = (@P)® = u? .
Suy ra aff = log, b%hay alog, b = log, b®. =

Vi du 5. Tinh gia tri ctia cdc biéu thitc :
L 1
a) log, 47 b) logs /3 — ~logs15.

Gidi
2 5 2 2
a) log, 47 =logy 27 = 710822 BEE

(3]

b) logs/3 — %logs 15 = logs v/3 - logs V15

i
V3 1 - _ 1
=log5fg=log5-‘/—§=log55 2 ==

111 — POI €O SO

/ Qchoa=4,b=64,c=2 Tinh log, b, log,a, log,b.
Tim mdt hé thdec lién hé gilta ba két qué thu dugc.

PINH Li 4

N log,. b
FChobasdducnga,b,cvéla;tl,c:#l,tacé log, b = %87

log,.a

1
logy, a

Piac biét log, b = b2

1
logaa b= ;logab (a # 0).

5. GIA1 YiCH 12-A
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Chirng minh. Theo tinh chat cla 16garit va Dinh li 3, ta cd
log. b = log(.(aloga by = log, b.log,. a.

Vi a #1nén log.a = 0. Do do

log,.h
log, b = B2 =
log,. a
1V — VI DU AP DUNG
Vidué. Tinh :
log 2
Gidi
a) Ta ¢ logy 15 = log,» 15 = %logz 15 = logQ\/B.
Do do 21°8¢'5 = glor V15 _ f5
b) Vi log s 2 = log.s 2 = —Lloga2 = logy 273 = logy -
1 = _ = —— = S = —
g% B4-3 3 g3 3 3 3
1
log, 2 logy—
nén 3 27 =3 2 %
NF)
Vidu 7. Cho o = log, 20. Hay tinh log,3 5 theo a.
Gidi. Ta co _ )
@ = log, 20 = log,(22.5) = 21og, 2 + log, 5 = 2 + log; 5,
suy ra logy,5=a-2.
log, 5 -2
Vay 10g205 = 082 = ¢ .
log, 20 o
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Vi du 8. Rit gon biéu thifc

1
A=log, 7+ 2logg49 — lo —.
8_% €9 g\/§7

5. GIAl TICH 12-B



Gidi. Ta c6
A=log._,7+2log, (7% =log (T H
3 3 35

= —log3 7 +2logy7 +2logy 7 = 3logs 7.
Vidu 9. So sanh cic s6 log, 3 va logg 5.
Gidi. Dat a = log, 3, = logg 5.
Tacé 2% =3>2'neno>1;6/ =5<6'nenf<1.
Suyra ¢ > 3.
Vay log, 3 > logg 5.

V — LOGARIT THAP PHAN. LOGARIT TU NHIEN
1. Ldégarit thap phan

| Logarit thap phan 12 logarit co s6 10.
logygb thudng duge vi€t 1 logh hoac Igb.

2. Logarit tu nhién

n
Ngudi ta chimg minh duge day s6 (u,)voi u, = [1 + i] c6 gidi han la
n

mot s6 voO ti va goi gidi han dd lae,

]_ h
e = lim [1 + —] .
n—>+oo n
Mot gia tri gdn ding cia e 1a e =2,718 281 828 459 045.
“ Logarit tu nhién 1a logarit co sd e.
log, b duoc viét 1a Inb.
CHUY
Muén tinhlog, b, v6i a # 10 vaa # e, bing mdy tinh bo tii,
ta c6 thé sit dung cong thic déi co s6.
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Chang han,

log, 3 = 283 _ | 584 962 501.
log2
log10,8 = 098 _ 5203114 013.

Bai tap
Khéng sir dung mdy tinh, hay tinh :
a) logzé; b) logl2;

4

c) log3 43 d) logg 50,125.
Tinh :
a) 4log23. ‘ b 2710892
c) 9837, d) 4loms?

Riit gon biéu thiic :
a)logz 6.logg 9. logg 2 ; © b) log, b? +-1ogaz bt
So sénh c4c cap s6 sau @
a) logy 5va logy4 ;
b) logg32va logs3 ;
¢) log, 10va logs 30.
a) Cho a = logy( 3, b = logy, 5. Hay tinh log3;1350 theo a, b.

b) Cho ¢ = log;53. Hay tinh log,515 theo c.



BAN CO BIET

Al PA PHAT MINH RA LOGARIT ?

Né-pe (John Napier) la nha toan hoc Xcét-len (Scotland).
Ong sinh nam 1550 tai Me-ti-ston (Metiston-Castle),
gén thanh phé E-din-boc (Edinburgh) va tét nghiép
truéng Pai hoc Téng hap E-din-boc.

Né-pe la ngudi phat minh ra l6garit. Thuat nglr "Logarit" do
&ng dé nghi xuét phat tir su két hgp hai tir Hi Lap Adyog (doc
I& "logos" c6 nghia la ti s8) va 'ap1By 6¢ (doc la "aritmos" c6
nghia la s6). Trong toan hoc ¢8, binh phuong, 1ap phuong, ...
dudc goi la céc tf s6 kép, bdi ba,... Nhu vay, déi véi Né-pe, tir
AOYyos 'api Buds cd nghia 1a "sb ti s6". Logarit dugc Né-pe J. Napier
xem la s6 trg gitp dé tinh ti s& clia hai s6. (1550 = 1617)

Trong tac phdm "Mé ta bang I6garit ki diéu" (1614), Né-pe dua ra dinh nghia va

céac tinh chét cla légarit. Logarit ma Né-pe xét cb co sé gan bang 3.
e

Thuat nglr "Logarit tu nhién" do Men-gé-li (P. Mengoli — 1659) va Men-ca-td
(N. Mencator — 1668) dua ra. Nam 1893, Prin-xém (A. Pringshelm) da ki hiéu
l6garit tur nhién clia s6 N bdi In N. Bdi vay, viéc goi l6garit tu nhién ia 16garit Né-
pe khdng cé co sd. Tuy nhién, ngudi ta van thudng goi nhu vay cb 1é |a do da
gan |dgarit ty nhién voi tén ngudi thiét Iap bang I6garit dau tién.

Ngoai ra, Né-pe con la tac gia clia mbt loat cac cong thiic danh cho viéc giai cac
tam giac cau, rat tién Igi cho viéc 14y légarit.

Ngay 4-4-1617, Né-pe qua ddi tai qué hudng 6ng.
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HAM SO MU. HAM SO LOGARIT

I - HAM SO MU

70

Vi du 1. Bai toan "lai kép" |
MOt ngudi guri s6 tién 1 triéu dong vao moét ngan hang véi 1ai sudt 7%/nam.
Biét ring néu khong rit tién ra khoi ngan hang thi i sau mbi nam, s tién 1ai
s€ dugc nhap vao von ban ddu (ngudi ta goi d6 la 1ai kép). Hoi nguoi dé duge
linh bao nhiéu tién sau n nam (ne N'), néu trong khoang thai gian nay
khong rit tién ra va 1ai sut khong thay déi ?

- Gidi. Gid sit n > 2. Goi 56 v6n ban déu 1P, 15 susit . Tac6.P = 1 (triéu déng),

r=0,07.

-2 Sau nam thi nhat :

Tiénlaila T; = Pr=1.0,07 =0,07 (triéu dong).
S6 tién dugce linh (con goi la von tich luy) la

Pp=P+Ty =P+ Pr = P(l+r) =107 (triéu dong).
* Sau nam thi hai :
Tién 1ai 1a T, = Ar =1,07.0,07 = 0,0749 (triéu déng).
Véntichluyla P, =P +T, = B + Br = B(1+7r)

= P(1+7)% = (1,072 = 1,149 (triéu déng).

* Tuong tu, vOn tich luy sau n nam 1a

B, = P(1+ )" = (1,07)" (triéu d6ng).

Vay sau n nam, nguEﬁ dé duge Iinh (1,07)" triéu déng.

Vi du 2. Trong Vit li, sy phan rd cia cdc chét phong xa dugc biéu dién
bang cong thic

1
m(t) = my G]T ,



trong d6 mg 12 khéi lugng chat phong xa ban diu (tai thoi di€m ¢ = 0), m(r)
12 khéi lugng chat phong xa tai thoi diém ¢, T 1a chu ki ban rd (tic 1a
khoang thoi gian dé mot nira s6 nguyén tir ciia chit phong xa bi bién thanh

chat khac).

Vi du 3. Dan s6 th€ gidi dugc ude tinh theo cong thic S = Ae"i,trong do A
la dan s6 cta nam lay lam méc tinh, S 1a dan s& sau » nam, i 1 ti & tang

dan s6 hang nam.

/"% Cho biét nam 2003, Viét Nam c6 80 802 400 ngudi va ti 1& tang dan s6 1a 1,47%.

Héi nam 2010 Viét Nam sé& cé bao nhiéu ngudi, néu ti 1& ting dan sd hang nam

khéng déi ?

Nhiing bai ton thuc t€ nhur trén dua dén viéc xét cac ham s6 ¢6 dang y = a*.

1. Dinh nghia

n Cho s6 thuc duong a khac 1.

Ham s6 y = a* dugc goi 12 ham s6 mii co s6 a.

a) y=(3)"; b)y=53; Chy=x"; dy y=47".

2. Dao ham cla ham s& mii

Ta thira nhan cong thitc

DINH Li 1

/ Q Trong cac ham s& sau day, ham s nao 1a ham s6 mi ? V6i co s6 bao nhiéu ?

(D

Ham s8 y = ¢* c6 dao ham tai moi x va

(e*) =e*.

Chimg minh. Gia sir Ax 1a s6 gia cua x, ta c6

Ay = pATAX _ X e'r(.?A"r - D).
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Do dé

ﬂ_‘)x eAX _l
Ax Ax
Ap dung (1), ta co
Ax
lim & —1=1,
Ar50  Ax
T d6 suy ra
y' = lim AY _ o ]
Ax—>0 Ax

CHU Y
Cong thitc dao ham chia ham hop d6i v6i ham s6 e (u = u(x))
2 (") =u'e”.

DINH Li 2

Ham s8 y = a* (a > 0, a # 1) c6 dao ham tai moi x va

(@) =a"la.

Chirng minh. Ta cé

. A
aX = elna _ ()xlna‘
bat u(x) = xIna, theo Chii y trén, ta dugc
(@) = (M) = M4y Ing) = a* Ina. [
CHU Y

Péi v6i ham hop y = @*™, ta cé

(@) =d'Ina . u'.

2,
Vidu 4. Him s6 y = 8" 77! ¢6 dao ham 1

2. 2, .
y~| — 8.\ +,\+I(/\_2 X+ I)llng - 8.\ +\+i(2x+1)1"8.



y=a*, a>1

3. Khdosathamsdémi y=a* (@>0,a=1)

y=a*,0<a<]

1. Tap xac dinh : R.
2. Su bién thién

yv'=a"lna>0, Vx

Gidi han dac biét

lim &' =0, lim a* = +oo.
X—>—co X 4o
Tiém céan :

Truc Ox 1a tiém cin ngang.
3. Bang bién thién

X —00 0 ] oo
y’ + + +
y oo

Vi

(@a>1)

a
1

_/
0

el 4

Hinh 31

1. Tap xac dinh : R.
2. Su bién thién
y'=a’lna <0,

Gi6i han dac biét :

lim aF =+, lim 4 =0.

X ——oo X teo

Tiém can :
Truc Ox 12 tiém can ngang.
3. Bang bién thién

Vx.

4. D6 thi (H.32)

—

Hinh 32

X

aX* (O<a<l)

\y:\-—
a ----I
o 1
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Bang tom tit cac tinh chit cia hAim sé mii y =a* (a>0,a%1)

(oo 5 4e0).

y'=a"Ina.

a > 1 : ham s6 ludn déng bién ;

0 <a < 1: ham s6 luén nghich bién.

truc Ox la tiém can ngang.

di qua cic diém (0 ; 1) va (1 ; @), ndm phia
trén truc hoanh

(y=a" >0,Vxe R).

I1 - HAM SO LOGARIT
1. Dinh nghia

Cho s6 thuc duong a khéc 1.
Ham s6 y = log, x dugc goi la ham sé légarit co s6 a.

Vidu 5. Cic ham s6 y = logy x,y = log x, y = longx,y=lnx,y = log x
4

1a nhitng ham s6 l6garit véi co s6 1an luot 1a 3, i J5, e va 10.

2. DPao ham cda ham sé légarit

Ta ¢6 dinh i sau da_y.
PINH Li 3

Ham s6 y = log, x (a >0, a # 1) c6 dao ham tai moi x > 0 va

1 ot ;s
(log, x) xlna

Pac biét (Inx)' = l
X
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CHUY

béi véi ham hop y = log, u(x), ta cé

(log, u)' = .
ulna

Vidu 6. Ham s6 y = log,(2x + 1) ¢6 dao ham la

Qx+1) 2

v = (logy(2x + 1))’ =

Qx+DIn2  @x+1D)In2’

Tim daoc ham cla ham s& y =In(x+ V1 +x° ).

3. Khao sat ham sé légarit y = log,x (a>0,a+1)

y=log,x, a>1

y=log,x, O0<ax<l

1. Tap xac dinh : (0 ; +o0).
2. Su bién thién
1

xlna
Gid1 han dac biét :

>0, Vx>0.

LN y’=

Iim log, x = —oo,
x—0"

lim log, x = +oe,
X—>+oo

Tiém cén :
Truc Oy la tiém can dimg.
3. Bang bién thién

x |0 1 a +oo
y’ + + +
y _»+oo
/
- 0

1. Tap xéc dinh : (0 ; +o0).
2. Su bién thién

y' = ! <, Vx> 0.
xlna .

Gidi han dac biét :
lim log, x = +oo,

x>0t

lim log, x = —co.
X +oe

Tiém can :
Truc Oy la tiém can ding.
3. Bang bién thién

X 0 a 1 400
y - - —~
y +o0 1

0
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4. D6 thi (H.33) " 4.D6 thi (H.34)
ya » YA
1 -‘"/ 1}
0 1 a : 0
y =log,x B
@>1) y = loggx
. ©O<a<t)
Hinh 33 Hinh 34

Bang tom tit cic tinh chat cia ham s6 y = log,x (@>0,a#1)

(0 5 +00).
=
xlna’
a > 1 : ham s6 luon déng bién ;
0 <a < 1: ham s6 luén nghich bién.
truc Oy 1a ti€ém cén ding.
di qua céc diém (1 ; 0) va (a ; 1) ; ndm phia
bén phai truc tung.

Duéi day 1a dé thi ctua cdc ham s6 :

1Y |
y= log% X, y= [5] (H.35) ; y= logﬁ x, (H.36).

¥

Hinh 35 . Hinh 36



’ R N&u nhan xét vé méi lién hé gitta d8 thi clia cac ham s6 trén Hinh 35 va Hinh 36.
NHAN XET

D4 thi clia cic ham s6 y = a" va y =log, x (a >0, a = 1) d6i
xtng véi nhau qua dudmg thing y = x.

Bang dao ham cua cic ham s6 luy thua, mii, logarit

b2

2
Jay = 4
(Vu) 2\u

€y =e'

@) =a*lna

(eu). = euu.

@) =d" Inaw’

( .
(In|xl)' = — () =2
X u
1 u'
log, Ixl)' = log , lul)' =
(1ogg ) xIna (1ogg ) ulna
Bai tap
V& d6 thi cha cdc ham s6 :
1 X
a)y=4"; b) y=|—-|.
)y )y [4]
Tinh dao ham cua cdc ham s@ :
a)y = 2xe™ + 3sin2x ; b)y=5x2—2xcosx; c)y=x+1

Tim tap xic dinh cuia cdc ham s6 :
a) y = logy(5 - 2x); b) y = log3(x2 - 2x);
3x+2

1—-x

c)y= logl(x2 —4x+3); d)y =loggy 4

5
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V& d6 thi cha cdc ham s6 :

a)y = logx; b)y = log; x.
2
Tinh dao ham cua cdc ham s6 :

a)y= 3x2 —Inx + 4sinx 4

b)y= 10g(x2 +x+1);

PHUONG TRINH MU VA
PHUONG TRINH LOGARIT

I — PHUONG TRINH MU

78

Bai toan

Mot nguoi gl tiét kiém véi 1di sudt 8,4%/nam va 1ai hang nam dugc nhap
vao von. Hoi sau bao nhiéu nam ngudi d6 thu dugc gdp doi so tién ban dau ?
Gidi. Goi s6 tién giri ban ddu 12 P. Sau n nam, s6 tién thu dugc la

P, = P(1+ 0,084)" = P(1,084)".
Dé P, = 2P thi phai c6 (1,084)" = 2.
Do dé - n =log;og4 2 = 8,59.
Vi n 14 s6 tu nhién nén ta chon n = 9. :
Vay mu6n thu dugc gdp doi s6 tién ban ddu, ngudi d6 phai gii 9 nam.
* Nhimg bai todn thuc t€ nhu trén dua de'n'vit}c gidi cdc phuong trinh ¢6 chita

dn s6 & s6 mii cha luy thira. Ta goi d6 14 cdc phuong trinh mii.

X
Chéng han, cdc phuong trinh 3* =8, (%) - :% +3 =0 la nhitng phuong
trinh md.



1.

Phuong trinh mi co ban

Phuong trinh mii co ban c6 dang

a“*=b(a>0,az#l).

Dé€ giai phuong trinh trén, ta sir dung dinh nghia 16garit.

Véib>0,tacéd a* =b < x=log,h.

Vé6ib < 0, phuong trinh vo nghiém.

Minh hoa bdng dé thi

Hoanh do giao diém clia dd thi hai him s6 y = a* va y = b 12 nghiém cia

phuong trinh a* = b.

S6 nghiém ciia phuong trinh 1 s6 giao diém cda hai dé thi.

R& rang, néu b < 0 thi hai d6 thi khéng cit nhau nén phuong trinh vo nghiém.

Né&u b > 0 ta c6 hai d6 thi trén cdc hinh 37 va 38. Trén méi hinh, hai d6 thi
luén cét nhau tai mot diém nén phuong trinh ¢4 nghiém duy nhat.

ya
y=a*
(a>1)

/ y=»b
1%

Hinh 37

Keét luan

0 logb x

y:b

A

Ty @<a<n

log;b o

Hinh 38

Phuong trinh ¢* = b(a >0,a # 1)

b>0

c6 nghiém duy nhit x = log, b.

" bh<0

vO nghiém.

-

X
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Vi du 1. Giai phuong trinh 22! 4 4¥t1 =5
Gidi. Dua vé trdi vé cung co s6 4, ta dugc

L4 4.4 s hay 45 =10
2 9

1
Vay x = logy *;—)

2. Cach giai mét sé phuong trinh mii don gian

Ngudi ta thudng sir dung cac phirong phap sau dé giai mot s6 phuong trinh mii.
a) Pua vé cung co s6

2 1

N Giai phuong trinh 6272 =1 bing cach dua vé dang a*® =48 va giai phuong
trinh A(x) = B(x).

) x+1
Vi du 2. Giai phuong trinh (1,5°* 7 = [Ej .

. 5 C e 3
Gidi. Dva hai v&€ vé cung co s0 E,ta duoc

[3\]53{—7 [3\]—x—1
2 2
Dodé 5x-7T=-x-1&x=1.
Vay phuong trinh ¢6 nghiém duy nhét x = 1.
b) P4t 4n phu
Vi du 3. Giai phuong trinh |
9 —4.3* -45=0.
Gidi. bat + = 3%, t > 0, ta c6 phuong trinh
| 2 —41-45=0.
Giai phuong trinh bac hai nay, ta dugc hai nghiém 4 = 9, t, = =S.
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Chi c6 nghiém ¢; = 9 thoa min diéu kién 1 > 0.

Dodé 3 = 9. Vay x=2.

Giai phuong trinh %.52" +5.5" =250 bing cach dat 4n phu =5
¢) Logarit hoa

Vi du 4. Giai phuong trinh 3%, 2)fz = L.
Gidi. 14y l6garit hai v&€ vdi co s6 3 (con goi la logarit hoa), ta duge
logs(3”. 2"2) = l(;g3 & 10é3 3" + logs 2¥ -0,
Tu d6 ta cé
X+ x° log32 =0 x(1+ xlogy2) =0.

Vay phuong trinh da cho c6 cac nghiém la

xp=0va xy =~

= —log, 3.
logs 2 52

11 - PHUONG TRINH LOGARIT

Phuong trinh légarit 13 phuong trinh ¢6 chita 4n s6 trong
biéu thitc dudi dau légarit.

Chéng han, cic phuong trinh
log; x=4 va logix —2logy4x+1=0
=
déu 14 phuong trinh 16garit.
1. Phuong trinh logarit co ban
3

Tinh x, biét log,x = %.

8. 81A) ThoH 12-A 81



Phuong trinh l6garit co ban c6 dang
log, x=b(a>0,a=#1).

Theo dinh nghia 16garit, ta c6

logax=b4:>x=ab.

Minh hoa bang do thi

V& d6 thi ham s6 y = log, x va dudng thing y = b trén cing mdt hé truc
toa do (H. 39 va H. 40).

yA - yv4
,V:b / \ y:b
b /i b \
1 |
i, ! .
(4] 1 ub X O| ab 1 i
y =logx y =log,x
(@a>1) O<a<l)

Hinh 39 Hinh 40
Trong ca hai trudng hop, ta déu thdy d6 thi cia cdc ham s6 y = log, x va
dudng thang y = b luén cat nhau tai mot diém véi moi b e R.
KET LUAN

Phuong trinh log, x = b (a >0, a # 1) Iuén c6 nghiém duy

b

nhit x = 4 v&i moi b.

2. Cach giai mot sé phuong trinh 16garit don gién-

Ngudi ta thudng sir dung cdc phwong phdp sau dé giai mot s6 phuong trinh
l6garit.

a) Pua vé cung co s6

\ Cho phuong trinh log, x+logy x = 6 . Hay dua cac logarit & vé trai vé cling cd sé.

82
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Vidu 5. Giai phuong trinh logz x + logg x + logy7 x = 11.
Gidi. Dua céc s6 hang ¢ V& trai vé cung co s6 3, ta dugc
logs x + log32 x+ log33 x=11
1 1
< logy x + Elogg,x + —3—10g3x =11 &logyx =6.
Vay x =3% = 729.

b) Pat 4n phu

N Gidi phuong trinh log2 x~3log, x+2=0 bing cach dat &n phy 1 =log, x

Vi du 6. Giai phuong trinh

| N 2
5-logx 1+logx

Gidi. Diéu kién cua phuong trinh 12 x > 0, logx # Sva logx = -1.

Dat t =logx (t #5,t # —1), ta dugc phuong trinh
1 2

— =1

S5—t 1+t
Tir d6 ta c6 phuong trinh

1+t +265-D=06-nD1+9

& —t+ll=-—t +4+5 1> -51+6=0.
Giai phuong trinh bac hai theo ¢, ta dugc hai nghiém tl =2, , =3 déu*

thoa man diéu kién 7 # 5, r # —1.

Vay logx; =2, logx, =3 nén x; =100, x, = 1000,

R
Gii phuong trinh log, x+log) x=2.

2
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¢) Mii hoa

Vi du 7. Giai phuong trinh log,(5-2%) =2 - x.

Diéu kién cia phuong trinh 13 5 - 2% > 0.
Gidi. Theo dinh nghia, phuong trinh da cho twong duong véi phuong trinh

2logz(S—ZJ‘) _ 22—x‘
(Phép bi&n ddi nay thudng dugc goi 1a mi hoa). Tir dé ta cb

5—2x'=ixa>22x—5.2x+4=0.
2

Dit t = 2* (t > 0), ta c6 phuong trinh bac hai 2 — 5t + 4 = 0 véi hai nghiém
duong r = 1, t = 4. Vay nghiém cua phuong trinh da cho la x =0, x = 2.

- Bai tap
Giéi cic phuong trinh m :
.l X
a) (0,3)3"—2 =1, b) [E] =25,
\ .
C) 2X —3x+2 = 4; d) (0,5)x+7.(0’5)1—2x = 2‘
Giéai cic phuong trinh m :
a) 3271 4 3% = 108; b) 2°*! + 271 4 2% = 28;
c) 64 — 8" —56 =0; d) 3.4% -2.6" =9".

Giai c4dc phuong trinh logarit :

a) log3(5x + 3) = log3(7x + 5);

b) log(x — 1) —log(2x — 11) = log?2;
c) logy(x —5) + logy(x +2) =3

d) log(x® — 6x + 7) = log(x ~ 3).



Giai cdc phuong trinh logarit :

a) llog(:c:2 +x-=35) = log5x + logl;
2 5x

b) %log(x2 —4x—1) = log8x — log4x;

¢) log 7 x +4logy x + logg x = 13.

BAT PHUONG TRINH MU VA
BAT PHUONG TRINH LOGARIT

[ - BAT PHUONG TRINH MU

%

B4t phuong trinh mii co ban

Bét phuong trinh mii co ban ¢6 dang a* > b (hoac a* > b,
a* <b, a*<bhb)véia>0,a#l.

Ta xét bat phuong trinh danga™ > b.

* Néu b <0, tap nghiém ciia bit phuong trinh 1aR vi @* > 0> b, Vx e R.

* Néu b > 0 thi bit phuong trinh tuong ducng v6i a* > a'%8a?,

Vi a > 1, nghiém ciia bat phuong trinh 1a x > log, b.

VéGi 0 <a < 1, nghiém cua bét phuong trinh 1a x < log, b.

Vidu 1

a) 3¥ >8l & x>log;81 & x >4;

- :
b)[%) >32 & x<log; 32 & x<-5.
7
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Minh hoa bing dé thi 71 0 i
; & 1

V& d6 thi haim s6 y = a* va dudng thing pr

y = b trén cing moét hé truc toa do.

Trong trudng hop a > 1 ta nhan thdy : ”/, —3
BT vt

* Néu b <0 thi a* > b v6i moi x. e T

g : 0| loggb X
*Néub>0thi a* > b v6i x > log, b (H. 41).
Hinh 41

Trudng hop0 <a< 1,tacé : "

* Néu b <0 thi a* > b véi moi x.

* Néu b > 0 thi & >b véi b y=b

H. . i

x <log,b (H.42) E\I\W)

logal; ¢ X
Hinh 42

Két ludn. Tap nghiém ctia bt phuong trinh @* > b duge cho trong bang sau :

(log, b ; + =) (=00 ; log, b)

R1

Hay lap bang tuong tf cho cac bat phuong trinh a* 2b, a* <b, a* <b.

2. Bat phuong trinh mi don gian

Du6i day 1a mot s6 vi du vé bat phuong trinh mii.don gian.
2
Vi du 2. Gii bét phuong trinh3* " <9,

Gidi. Bat phuong trinh da cho c6 thé viét & dang

3"2 R AP
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Vico s6 3 16n hon 1 nén x% — x < 2.

Pay la bdt phuong trinh bac hai quen thudc. Giai bt phuong trinh nay, ta
duge -1 <x < 2.

Vay tap nghiém cta bat phuong trinh d4 cho 1a khoang (-1 ; 2).
Vi du 3. Gii bat phuong trinh 4* — 2.52% < 10%,
Gidi. Chia hai v€& cia bat phuong trinh cho 10%, ta dugc
X X
(3 -3 <
5 2
2 X
bat r = (E] (¢t > 0), ta c¢6 bit phuong trinh

2 _ 4
t—z<lhay #<O.
t

Giai bat phuong trinh nay vdi diéu kién ¢ > 0, ta duge 0 < £ < 2. Do d6

X
O<[%] < 2.
5

Vi co s6 i— nhd hon 1 nén x > log, 2.
5
Vay tap nghiém cua bat phuong trinh dd cho la(log, 2 ; +eo).
5

N Giai bat phuong trinh 2% +27% —3<0.

11 - BAT PHUONG TRINH LOGARIT

1. Bat phuong trinh 16garit co ban

“ B4t phuong trinh. l6garit co ban c6 dang log,x > b (hoéc
log,x2bh, log,x<b,log,x<b)véia>0,a#1l.

Xét bat phuong trinh log, x > b.
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Trudng hop a > 1, ta ¢
logax>b@x>ab.

Trudng hop 0 < a < 1, ta ¢6

logax>b@0<x<ab.
Vidu4

a)logyx >7 & x>27 & x>128, H

3
b)log1x>3ﬁ0<x<[%] 1=»O<x<-é.

B
Minh hoa bang do thi
V& d6 thi ham s6 y = log, x va dudng thang y = b trén cling mot hé truc toa do
(H. 43, H. 44). ya
)’1'
y = log,x a®

ab "
0 i/l > X b y=b

y =loggx
0<a<l)

Hinh 43 | | Hinh 44
Quan sét d6 thi, ta thiy : '

Truong hop a > 1: log, x > bkhi va chi khi x > 4e.

Trudng hop 0 < a < 1: log, x > bkhi va chi khi 0 < x < a”.

Két lugn : Nghiém cta bat phuong trinh log, x > b dugc cho trong bang sau :

O<x<a

\ Hﬁ_y lap bang tuong tu cho céc bat phuong trinh log, x2b, log, x<b, log, x<b.
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2. Bat phuong trinh 16garit don gian
Ta xét mot s6 vi du vé bat phuong trinh 16garit don gian.
Vi du 5. Giai bat phuong trinh logg 5(5x + 10) < 10g0’5(x2 +6x +8).
Gidi. Diéu kién cia bat phuong trinh di cho 12

5x+10>0 x> -2
= S x> -2,
X +6x+8>0 x < ~4 hodc x > -2

Vi co s6 0,5 bé hon 1 nén vdi diéu kién do, bt phuong trinh da cho tuong
duong véi bat phuong trinh 5x + 10 > x> + 6x + 8

@x2+x—2<04:>—2<x<1.

Két hop véi diéu kién, ta dugc tap nghiém cia bat phuong trinh da cho la
khoang (-2 ; 1).

Vi du 6. Giai bt phuong trinh log; (x — 3) + logy(x —2) < 1.

Gidi. Diéu kién cla bét phuong triah 1a x > 3. Khi d4, bat phuong trinh da
cho tuong duong vai

logy[(x — 3)(x — 2)] < log, 2.
Vicos62Ilénhon I nén(x -3} {(x-2)<2.

Giai bat phuong trinh nay, ta tim duoc 1 < x < 4. Két hgp véi diéu kién x > 3,
ta dugc nghiém cua bat phuong trinh da cho 1a 3 < x < 4.

4
" R Gidi bat phuong trinh log | (2x +3) > log, Bx +1).
2 2
Bdi tap
1. Giai cic bat phuong trinh mi :
252 -3x
2
a) 27 T <4, b) [Z] > 2;
9 -7
) 3°*2 4 3¢ 1 < 28; dy4* =32 +2>0.
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Giai cédc b4t phuong trinh 16garit ;

a) logg(4 —2x) 22 ; b) log; Bx—5) > log(x+ 1) ;
5 5
c) logg o x —logs(x —2) < logg, 3 ; d) log% x—5logyx+6<0.
On tap chuong Il

Hay néu cac tinh chit cta lu§ thira véi s6 mi thire.
Hay néu cac tinh chét cia ham s6 luy thira.
Hiy néu céc tinh chit cta ham s8 mil vd ham s8 16garit.
Tim tap x4c dinh cha cdc ham s6 :
1 x

a) y= ; b = lo —
)y > 3 )y =logzm—

c) y=logVx? —x-12; d) y = v25* - 5%,

Biét 4* + 47" = 23. Hay tinh 2* +27%.
Cho log, b =3, log,c = -2. Hiy tinh log, x véi:

3

43
a)x=a3b2\/;; b)x=a;[5.
c

Giai cac phuong trinh :

a) ¥4 43¢t gt L 3. By 25  _ 655 +5=0;

) 49% +12* —3.16° = 0; d) log;(x — Dlogy x = logy x ;
' x+8

e) lo + lo + lo =6; lo = log x.

) logz x + log f7x g%x g) log—— = logx

Giai cdc bat phuong trinh :

a) 2271 4 22%72 1 92%73 > 448 b) (0,4)* - (2,5)"" > 15;
c) logy |:logl (,\r2 - 1):| <1; d) loggsz X - 510g0,2 x < 6.
2



Bai tap trdc nghiém

TAp xac dinh cia ham s6 y = log f =2 la:
- X
(A)(ee 3 DU(2 5 +e0) 5 (B) (1:2);
(C) R\ {1}; D) R\ {1;2}.
Chon khing dinh sai trong céc khang dinh sau :
(AInx>0x>1; B)loghyx<0=0<x<1;

(C)logla>10glb®a>b>0; (D)logla=log1b<:>a=b>0.
3 3 2 2

Cho ham s6 f(x) = In(4x — xz). Chon khing dinh ding trong cic khang
dinh sau :

AYf'@2)y=1; B f'(2)=0;
O f'5)=12; D) f'-1)=-1,.2.
Cho ham s6 g(x) = log, (x2 —S5x+ 7). Nghiém cua bit phuong trinh
2

gxy>01a:
(A)x>3; (B)x<2hodcx>3;
(O)2<x<3 D)yx<?2.'
Trong cdc ham s6 :

£ =In——\ g(x) = I EE iy = 1n—

sin.x cos x COS X
ham s8 nao c¢é6 dao ham I ?
cosx
(A) flx) 5 (B) g(x) ; - (O) h(x) ; (D) g(x) va h(x).
2
S6 nghiém ciia phuong trinh 22¥ %% = | 1a:
(A)O; ®B1; ©2: (D) 3.
Nghiém cia phuong trinh 10°8% = 8x +5 1a:
B 5 7

A)YO; B) —; G —; D)—.
(A) (B) ” (&) g _ (D) 4
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NGUYEN HAM - TICH PHAN VA UNG DU

820 ham
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NGUYEN HAM

1 - NGUYEN HAM VA TiINH CHAT

1. Nguyén ham

7R Tim ham s6 F(x) sao cho F '(x) = fix) néu :

a) flx) = 3 Véix e (—o0 ; +o0) ; b} f(x)= 12 véi xe [—g ; E].

cos® x 2
K{ hiéu X 12 khoang hoac doan hoac nira khoang cta R.
DINH NGHIA

Cho ham s6 f(x) xac dinh trén K.

Ham s8 F(x) dugc goi 1a nguyén ham clia ham s6 f(x) trén K
néu F'(x) = fix) véi moi x € K.

Vidul

a) Ham s6 F(x) = x° 1 mét nguyén ham cta ham s6 f(x) = 2x trén
khoang (—ee ; +o0) Vi F '(x) = (x?)' = 2x, Vx € (—oo ; +oo).

b) Him s6 F(x) = Inx 12 m6t nguyén ham cua ham s8 f(x) = 1 trén
X

khoang (0 ; +e0) vi F '(x) = (Inx)' =l ,Vx e (0 +o0).
b's

\ Hay tim thém nhitmg nguyén ham khac ciia cac ham s néu trong Vi du 1.

DINH Lf 1

Néu F(x) 12 mot nguyén ham cia ham s f(x) trén K thi
v6i mbi hang s6 C, ham s6 G(x) = F(x) + C ciing 12 mot
nguyén ham cua f(x) trén X .

3 :
R Hay chimg minh Binh Ii 1.
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DINH Li 2

Néu F(x) la mot nguyén ham cia ham s6 f{x) trén K thi
moi nguyén ham cia f(x) trén K déu c6é dang F(x) + C, vdi
C 1a mot hing so.

Chitng minh. Gia st G(x) cling 13 m6t nguyén ham cia f(x) trén K, tirc 12
G'(x) = fix), x e K. Khi d6

(Gx) = F(x)) =G'(x)—-F'(x)=fx) - f(x)=0,x e K.
Vay G(x) — F(x) 1a mét ham s6 khong déi trén K. Ta cé

Gx)—-F)=C =>G6Gx)=Fx)+C,xe K. [ ]
Hai dinh Ii trén cho thay :

Néu F(x) 12 mo6t nguyén ham cta ham sd f(x) trén K thi F(x) + C,Ce R
la ho tdt ca cdc nguyén ham cua f(x) trén K. Ki hiéu

[fdx = F(xy + C.

CHU Y \
Biéu thic f(x)dx chinh la vi phan clia nguyén ham F(x) cla
f(x), vidF(x) = F'(x)dx = Ax)dx.
Vidu?2

* a) Véi x € (—oo ; +o0), jzxdx=x2+c;

94

b) Vi s € (0 ; +0), jlds =Ins+C ;

AY
c)Véite (- ; +00), Icostdt =sint + C.
Tinh chat cia nguyén ham

TINH CHAT 1
Jfoode = foy +C.

Tinh chat nay duge suy truc ti€p tir dinh nghia nguyén ham.
Vi du sau ddy minh hoa cho tinh chét dé.



Vidu3. I(cosx)'dx = J(—sinx)dx =cosx + C.

TINH CHAT 2

[if e = & [ fadx (k 12 hing 6 khic 0).

Chimg minh. Goi F(x) la mot nguyén ham cua kfix), ta cé
kf(x) = F'(x) (*)
- 10
Vik#0nén f(x) = -];F (x) = (;F(x)j .

Tt d6, theo tinh chat 1 ta cé

k_[f(x)dx = k‘[[%F(x)] dx = I{%F(x) + Clj = F(x)+ kC; (C; € R)
= F(x)+ C (vi C| tuy ythuéc R vak#0nén C = kC
tuy ¥ thudc R)
= Jif(dx (do(*)). =

TiNH CHAT 3

JlF o+ g0]dx = [fxdx £ [glox.

/ QHay ching minh Tinh chét 3.
Vi du 4. Tim nguyén ham ctia ham s6 f(x) = 3sinx + 2 trén khoang (0 ; o).
X

Gidi. Véi x € (0;+2), tach

J{3sinx + g]dx = 3Isinxdx + 2Ildx =-3cosx+2Inx+C.
X X

3. Su ton tai nguyén ham
Ta thira nhan dinh 1i duéi day.
DINH Li 3

l Moi ham s6 f(x) lién tuc trén X déu c6 nguyén ham trén K. ]
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Vidus

' 2
a) Ham s6 f(x) = x3 c6 nguyén ham trén khodng (0 ; +e0) va
| ALY
I.r3dx ==x3+C.
5
b) Ham s6 g(x) = : ]2 ¢6 nguyén ham trén timg khoang (km ; (k + 1))
sin” x
(ke Z) va

I lz,dx=—cotx+C.
sin” x

4. Bang nguyén ham cla mét s ham sé thuéng gap

5 :
R Lap bang theo mau duéi day réi dung bang dao ham trang 77 va trong SGK Dai sé
va Giai tich 11 dé dién cac ham sé thich hgp vao cot bén phai.

RO S S A

ax®!

L}
X

e.t

a*lna(@>0,a#1)

‘cosx

—sinx
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Tir bang cdc dao ham, ta c6 bang nguyén ham sau Aay.

X

Joax = ¢ jaxdx=a—-+C(a>0,a¢l)
Ina
Idx =x+C Icosxdx =sinx+ C
_{xadx= ! +1+C(a¢—1) jsinxdx:—cosx+C
a+1
1 1
J‘-—dx=ln|x‘+C J' 2 dy =tanx + C
X . cos” x
X X 1
Iedx=e +C J 3 dx = —cotx + C
sin“ x
Vidu 6. Tinh : |
a) |[212 + ! }dx trén khoang (0 ; +c0) ;
b) I(3cosx - 3X_1)dx trén khoang (—oo ; +e0).
Gidi
a) Véixe (0; +eo) tacod
_2
[{ X +—}dx=2jx2dx+ Ix Idx
L
= §x3+3x3 +C=%x3+3§/;+C.
b) Vdi x € (—oo ; +o0) ta cd
j(3cosx — 3 hdx = 3jcos xdx — % js"dx
1 3% x-1
=3sinx ————+ C = 3sinx — +C.
31n3 In3

CHUY

.Tir day, yéu cu tim nguyén ham clia mo6t ham s6 duge hiéu la
tim nguyén ham trén timg khodng xac dinh caa né.

7. GtA TiCH 12-A
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II — PHUONG PHAP TINH NGUYEN HAM

1. Phuong phap ddi bién sé

N a) cho Jo-1"°dx . Batu=x~1, hay vigt (x~%dr theo u va du.

b) Cho jl“—"ax D3t x=¢', hay vt % dx theo  va dr.
X

DINH Li 1

Néu If(u)du = F(u) + C va u = u(x) 12 ham s6 ¢6 dao ham

lién tuc thi

[FuCom'dx = Fu(o) + C.

Chirmg minh. Theo cong thdc dao ham cta ham hgp, ta c6
(F(u(x)))' = F'(u)u'(x).
Vi F'(u) = flu) = flu(x)) nén (F(u(x)))' = fu(x)u'(x). n
Nhu véy, cong thic If(u)du = F(u) + C ding khi u 1a bié€n s6 doc lap thi
cling ding khi & 12 mot ham s6 caa bién s6 doc lap x.
HE QUA

Véiu=ax+b(a+#0),tacd

[f(ax+ byax = Lrax + By + .
a

Vidu 7. Tinh [sin(3x — 1)dx.

Gidi. Vi Isin udu = —cosu + C nén theo Be qua ta cé
Jsin(3x ~ 1)dx = ——%cos(3x ~D+C.
CHUY

Néu tinh nguyén ham theo bién méi 4 (4 = u(x)) thi sau khi
tinh nguyén ham, ta phal tré lai bi€n x ban ddu bang cédch thay
u bot u(x).
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Vidu 8. Tinh dx.
(x + 1)
Gidi. Ditu=x+1thi =1 va deduqcvié’tthénhu;ldu.Khidé,
) (x+1) u
nguyén ham cén tinh trd thanh
e [ B et oS e
w u u 3y 4 u

Thay u = x + 1 vao két qua, ta duge
j X 5dx= ! 3[1 ! ~l}+C.
(x+1° - (x+1°\4x+1 3

2. Phuong phép tinh nguyén ham timg phan

7
\ Ta cé {(xcosx) =cosx—xsinx
hay —x8inx = (xcos.x)' —cos X,

Hay tinh I(xcosx)'dx va J.cosxdx. T d6 tinh | sin xdx.

DINH L{ 2

Néu hai ham s8 u = u(x) va v = v(x) ¢é6 dao ham lién tuc
trén K thi

JuCow' (0dx = uCov) - fu'Gveods.

Chitng minh. T cong thitc dao ham cua tich
(u(xw(x))' = u'(x)v(x) + u(xv'(x)

hay u(xW'(x) = (U(xv(x))' — u'(x)v(x),

tacod ju'(x)v'(x)dx = j (u(x)v(x))'dx —Iu'(x)v(x)dx.

Vay [utw e = uCryv(x) - J'u "(x)v(x)dx. »
CHU Y

Vi v'(x)dx = dv, u'(x)dx = du, nén dang thic trén con duoc
vi€t & dang

Iudv =uv — _[vdu

D6 1a cong thic tinh nguyén ham timg phan.
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Vidu 9. Tinh

a) J'xexdx; b) Ixcosxd.x; c) Jlnxdx.

Gidi

a)Patu=xvadv =e¢"dr,tacé du=dx vav=e¢*. Dodé
Ixexd.x = xe* — Iexdx =xe* —-e* +C.

b)Patu=xva dv =cosxdx, taduoc du =dx va v =sinx. Vay

_[xcosxdx = xsinx — [sinxdx

hay chosxdx=xsinx+cosx+C.

c)batu=Inx, dv=dx,tacé du = ldJc vav=ux.Dodo
X

jlnxdx =xlnx — jdx =xlnx-x+C.

N Cho P(x) 1a da thidc clia x. TU Vi du 9, hay 1ap bang theo miu dudi day rdi dién u va
dv thich hgp vao 6 tréng theo phugng phép tinh nguyén ham timg phén.

jP(x)e" dx IP(x) cos xdx IP(X) In xdx
u P(x)
dv efdx
Bai tap

1. Trong cic cap ham s8 dudi ddy, ham s6 nao la mot nguyén ham cha ham
s@ con lai ? -

X X

- . L2
va —e " b) sin2x vasin‘x;

2
c){l —E] e* va [1 —i]ex.
x X

2. Tim nguyén ham ctia cic ham s6 sau :

a)e

| 1 27
) = S by )= T
X e
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1

f) = ———— d) f(x) = sin5x.cos3x ;
sin“x.cos“x

e) flx) = tan’x g) flx) = e3—2x .

h) fx) = ——

1+ x)(1-2x)"
3. Su dung phuong phdp déi bién s6, hiy tinh :
a) j(l ~xdxdatu=1-x);

3
b) [x(1+x%)2 dx (dat u=1+ %) ;

3

c) |cos xsinxdx (didt r = cosx) ;

d) j (datu =e* +1).
e +e

4. Siu dung phuong phép tinh nguyén ham timg phén, hay tinh :
a) [xInQl + x)dx; b) [(x* +2x - he¥dx;

c) jxsin(zx + Dy d) j(l — x)cosx dx.

TICH PHAN

] - KHAI NIEM TiCH PHAN

1. Dién tich hinh thang cong

" R Ki hiéu T 1 hinh thang vudng giéi han bdi dusng thlng y = 2x + 1, truc hoarh va hai
duong thing x =1, x=1(1 < 1 £ 5) (H.45).

1. Tinh dién tich & cla hinh T khi t = 5 (H.46).
2. Tinh dién tich $(¢) cha hinh T khi r e {1; 5].
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/
0

’*\L

0
Hinh 45 Hinh 46

3. Chimg minh rang S(r) 1a mét nguyén ham clia i) = 2t + 1, ¢t € [1; 5] va dién tich

& =5(5) - 5(1).

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc, khéng déi d4u trén doan [a ; b]. Hinh phing
giGi han bdi d6 thi ciia ham s6 y = f(x), truc hoanh va hai duong thing x = a,
x = b dugc goi 1a hinh thang cong (H. 47a).

O 16p dudi, ta di biét cach tinh dién tich hinh chi nhat, hinh tam giic. Bay
gid, ta xét bai todn tinh dién tich hinh phang D gidi han bdi mot dudng
cong kin bat ki (H. 47b).

4

y =

\/\

/1

\—__.__/

a) b}
) Hinh 47
Bing cdch ké cdc duong thing song song véi cic truc toa do, ta chia D
thanh nhimg hinh nhd la nhitng hinh thang cong (H.47a). Bai todn trén
duge dua vé tinh dién tich cla hinh thang cong.

Vi du 1. Tinh dién tich hinh thang cong giéi han bgi duong congy = X2,
truc hoanh va cdc dudong thing x =0, x = 1.
Gidi. Vi méi x € [0 ; 1] goi S(x) 1a dién tich clia phdn hinh thang cong da

cho nim giita hai dudng thing vubng géc véi truc Ox tai diém c6 hoanh d6 0
va x (H. 48).



yh y“ /
| y = x2 . B y =x
F ()
P
S(x) M N .
0 X 1 > 0 X x+h | X
Hinh 48 Hinh 49

Ta chitng minh
S$'(x) = xz,xe [0:1].

That vay, v6i A > 0, x + h < 1, ki hieu Syypp V2 Syner 14n luot 1a dién
tich cdc hinh chit nhat MNPQ va MNEF (H.49), ta c6

Smunpg < S(x + h) — S(x) < SyngF
hay

hx® < S(x + h) — S(x) < h(x + h)2,
Vay

. S(x + h) — S(x) _
h
Véi h <0, x + h >0, tinh todn tuong tu, ta dugc

S(x + h) - S(x) _2
h

0< x% < 2xh + B2

2xh + B < <0.

Tém lai vér moi 7 # 0, ta c6

|S(x + h) = S(x)

| ; 2| < 2x|H + K2

Suy ra
S'(x) = lim S(x + ) — S(x)
h—0

Ta ciing chimg minh duge §$'(0) =0, S'(}) = 1.

=x2,xe 0;1).

Do d6, S(x) 1a mot nguyén ham cua ham s6 f(x) = x? trén doan [0 ; 1].
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x3

Mait khac trén doan do, F(x) = 3 ciing 1a mot nguyén ham ctia f(x) = x* nén

x3
S(x)=?+C,Ce R.

Tir gia thi€t S(0) = 0, suy ra C =0. Vay

3
X

S(x) = —.

(%) 3

- - - S N N N l‘
Thay x = 1 vao dang thuc trén, ta c6 dién tich ciha hinh cin tim 1a §(1) = 3

Bay gi6, ta xét bai todn tim dién tich hinh thang cong bat ki.

Cho hinh thang cong gidi han bdi cic duéng thing x = a, x = b (a < b),
truc hoanh va dudng cong y = f(x), trong d6 f{x) la ham s6 lién tuc, khong
aAm trén doan [a ; b].

Vai méi x € [a ; b], ki hiéu S(x) 12 dién tich
cua phan hinh thang cong d6 nidm giita hai
duong thing vudng géc véi Ox 14n luot tai a
va x (H.50).

Ta cling chiing minh dugc S(x) 1a mot
nguyén ham cia f(x) trén doan {a ; b).

yl

.

Gia sur F(x) ciing 13 mot nguyén ham coa f{x) thi

¢6 mét hidng s6 C sao cho S(x) = F(x) + C. Hinh 50

Vi S(a) =0 nén F(a) + C =0 hay C =-F(a).
Vay S(x) = F(x) - F(a).
Thay x = b vao dang thifc trén, ta c6 dién tich chia hinh thang c4n tim 1a

S(b) = F(b) — F(a).

2. Binh nghia tich phan

N\ Gid sif f(x) 1a ham s8 lién tuc trén doan [a ; b}, F(x) va G(x) |12 hai nguyén ham cla
Jex). Ching minh réng F(b) — F(a) = G(b) — G(a), (tdc 15 hiéu S8 F(b) — F(a) khdng
phu thudc viéc chon nguyén ham).
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Cho fix) 1a ham s6 lién tuc trén doan [a ; b]. Gia su F(x) l1a
moét nguyén ham cua f(x) trén doan [a ; b].
Hiéu s6 F(b) — F(a) dugc goi la tich phan tir o dé€n b (hay tich
phan xic dinh trén doan [a ; b]) ciia ham s6 f(x), ki hiéu 1a

b

j f(x)dx.

a

Ta con ding ki hieu F(x)|" aé chi hieu s6 F(b) - F(a).

b
Vay | [f(ode= Fo|l, = Fb) - Fla.

b
Ta goi I 12 ddu tich phdn, a la cdn dudi, b 1a cén trén, f(x)dx
a
12 biéu thitc dudi ddu tich phdn va f(x) 1a ham 56 dudi ddu
tich phan.
CHU Y
Trong truong hop a = b hoac a > b, ta quy udc

a b a
Jfxde =0 [fdr = - [fodx.
a a b

Vidu?2

2
2
I)I2xdx=x2|] =22—12=4—]=3;
1

el ¢
2 [2dr=mnif{ =me-mi=1-0=1.
1

NHAN XET
b
a) Tich phan clia ham s6 f tit @ d&n b c6 thé ki hiéu boi I J(x)dx
. a
. b
hay jf(t)dt . Tich phan d6 chi phu thudc vao f va cic cn a, b
a

ma khong phu thudc vao bién s6 x hay r.
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b) Y nghia hinh hoc cia tich phan. Néu ham s6 f(x) lién tuc va
b

khong am trén doan [a ; b], thi tich phan I f(x)dx 1a dién tich
a

S cba hinh thang cong gidi han badi d6 thi cla f(x), truc Ox va

hai duong thing x = a, x = b (H.47a). Vay

b
S = [f(xdx.

Il — TINH CHAT CUA TiCH PHAN

TINH CHAT 1

b b
[if (e = k [y (k 12 hing s6).

TINH CHAT 2

b b b
[f(0) £ g())dx = | f(x)dx + |g(x)dx.
J Jfeoaes |

/"R Hay chimg minh cac tinh chét 1 va 2.

4
Vi dy 3. Tinh [(x* + 3Jx)dx.
1

Gidi. Ta cé

4 4 4 1
Jo? +3dx)dx = [xPdx +3 [x2dx
1 | 1
3
3|4 = |4 3_
=[%} +3[§x2w Al 3oy =3s.
1

1 3

/
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TINH CHAT 3

b c b
j f(x)dx = j Flodx + j F(x)dx (a<c<bh).

Chirng minh. Gia st F(x) 12 mét nguyén ham cia f{x) trén doan [a ; b]. Khi
dé, F(x) ciing 1a mot nguyén ham cia f(x) trén mdi doan [a ; ] va [c ; b]. Do
d6,tacd

c b
[£()dx + [ fodx = (F(e) - F(a)) + (F(b) - F(c))
b
= F(b) - F(a) = [f(x)dx. =

21

Vi du 4. Tinh j J1 = cos2xdx .
0

Giadi. Taco

2% 2n 2%

J\/l —cos2xdx = jV2sin2xdx = \[2_ jlsinx|dx.
0 0 0
—sinx,nfun < x <21

e sinx, nfu0< x<nx
Vi Isinx| =

nén

2n n in
I\H —cos2xdx = ﬁ{]lsinﬂdx + J'lsinxldx]
0 0 b4

R

' n 21
= \/5{ jsin xdx — I sin xdx]
(]

ﬁ[(—cosx)‘g +(cosx)‘12tn} = 4\/5.
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11 —- PHUONG PHAP TINH TiCH PHAN

1. Phuong phap ddi bién sé
5 4

1
Cho tich phan I = I(2x+1)2dx.
)
1. Tinh 1 bXng cach khai tri€n (2x+1)%.
2. DAt u=2x+1. Bién d8i biéu thirc (2x+1)>dx thanh g(u)du.
u(l)
3. Tinh f g(wdu va so sanh k&t qud véi ] trong cau 1.
u(0)

Tuong tu phuong phap ddi bién s8 trong viéc tinh nguyén ham, ta c6 dinh I{
sau day.

PINH L{

/~ Cho ham s6 f(x) lién tuc trén doan [a ; b]. Gid st ham sc‘)\
x = @(t)c6 dao ham lién tuc trén doan [a ; B 1¥ sao cho
pa@)=a,¢B)=b va a<p()<bh véi moi te[a; Bl
Khi dé

b s
[roodx = [famenadr
a 74

K 1

Vidu 5. Tinhj : Sdx.
01+)c

‘e s n T L
Gidi. Dat x =tant, —— <t < —. Tacé x'(t) = 7
-2 2 cos“ ¢t

Khix=0thir=0 khix=1thit= %.

C4c gia thiét cua dinh 1i trén duoc thoa mén. Do d6

r r
1 4 4
1 dt
J 5 dx = .lr | 7. 2, Id’=£'
0l+x Ol+tant cos™t 4

(*) Néu f<a,taxétdoan [B; al.
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CHUY

Trong nhiéu. trudng hop ta con sir dung phép ddi bién s6 &
dang sau :

b
Cho ham s6 f{x) lién tuc trén doan [a ; b]. D€ tinh If(x)dx,

doi khi ta chon ham s6 1 = u(x) 1am bién s6 méi, tronag doé trén
doan {a ; b], u(x) c6 dao ham lién tuc va u(x) € [a ; B].
Gia st ¢6 thé vigt
f(x) = gu(x)Nu'(x),x € [a; b],
v g(u) lién tué trén doan [ ; .
Khi dé, ta c6

b u(b)
[fode= [ guydu
a u(a)

n
2

Vi du 6. Tinh Isinzxcosxdx.
0

Gidi. Dat u = sinx. Ta c6u’ = cos x.

Khix=0thiu(0)=0,khix=§thiu[£]=l.

2
Vay
Z 1
2
} 1 1 1
_[smzxcosxdx = qudu = ==,
3 10 3

0. 0

I X

o+ x%)

Gidi. Dat u=1+x%, tacé u' = 2x, u(0) = 1, u(1) = 2 nén

2 17 1 3
= e —=-=-1|=—.
1 4192 16
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2. Phuong phap tinh tich phan timg phéan

: a) Hay tinh I(x+1)e"dx b&ng phuong phap tinh nguy&n ham ting phan.

] -
b) TU d6 tinh j(x +e*dx.
0

Tuong tu phuong phip tinh nguyén ham timg phin, ta cé dinh I{ sau day.
DPINH Li

/"Néu u = u(xy vi v = v(x) 1 hai ham s6 c6 dao ham lien tuc \
trén doan [a ; b} thi
b b b
_[u(x)v'(x)dx = (u(x)v(x))|a - _[u'(x)v(x)dx
a a
b ; b
hay judv = uv‘i - Ivdu.

N “ /

B

2
Vi du 8. Tinh jxsinxdx.
0

Gidi. Pat u = x vadv = sinxdx, ta c6 du = dx va v = —cosx. Do d6

n T n

2 12 2

Ixsinxdx = (—xcosXx) o fcosxdx

0 0
n r
2 2

=(—xCcosx) o™ (sin x) 0= 0O+1=1.
%1
Vidu 9. Tinh [~ dx.
\ | x
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Giai. Pat u = Inx vadv = Ld.x, tacod du = -I~dx vay = —l. Do dé
X

x2 X
e e € €
Ikn—z{dx=(——l-lnx)‘ + J‘dex:(wllnx—ly
1 X X. 1 lx X x)'1
=[—l—l)~(0—l)=l—£.
e e

BAN CO BIET

NIU-TON (I.NEWTON)

Niu-ton la nha toan hoc, vat li hoc, co hoc va thién van hoc
vi dai ngugi Anh.

Sinh ra thiéu thang, Niu-ton 1& mét dia tré yéu 6t. Lén
I&n Niu-ton ciing khéng phai la mét cau bé khoé manh. Cau
thudng phai tranh nhiing trd chaoi hiéu dong clia dam ban be
cling Ifa tudi. Thay vao d6, cdu tu sang ché ra nhiing trd
choi cho riéng minh, qua dé cling thdy dugc tai nang thuc
nghiém cla Niu-ton sdm dugc bdc 16. Khi thi cdu lam ra
nhilmg dé chdi co hoc, nhu chiéc déng hé béng g chay
dugc, khi thi cau sang ché ra chiéc cdi xay gié, bén trong dé
mét con chudt déng vai trd ngudi tho xay. C6 Ian vao ban I. Newton

dém Niu-ton da tha chiéc diéu mang dén l6ng chiéu sang, (1643 — 1727)
khién cho déan lang hoang sg¢. Va ngay tif ltic nhd, Niu-ton da rat chiu khé doc sach va
ghi chép cén than nhimg diéu li thi ma cau doc dugc trong sach.

Nam 1661, 18 tudi, Niuton vao hoc tai trudng Dai hoc Cam-brit (Cambridge). Tir dé
Niu-ton thuc su quan tdm dén khoa hoc. Thay day toan clia Niu-ton thita nhan
céu sinh vién xuét sic da vuot minh va ndm 1669 6ng nhudng chifc vu gido su
cho ngudi hoc trd 18i lac dy. Niu-ton giif chitc nay cho dén nam 1701.

Céng hién 16n lao cla Niu-ton d&i véi toan hoc 1a déng thai va doc lap véi Lai-bo-nit
(G. Leibniz), 6ng da sang lap ra phép tinh vi phan va tich phan. Ngay tir nhilng nam
1665 — 16686, luc 22, 23 tudi, Niu-ton da xay dung co s clia phép tinh nay ma
6ng goi 1a "phuong phap théng Iugng", va 6ng da ap dung phuong phap d6 dé
gidi nhing bai toan vé Co hoc.

Niu-ton va Lai-bo-nit déu phat hién ra mdi lién hé sau sic gilta tich phan va
nguyén ham. Lich st Toan hoc cho thdy khai niém tich phan da xuat hién déc lap
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v6i dao ham va nguyén ham. Do A6, viéc thiét |lap méi lién hé gilra tich phan véi
nguyén ham la mét phat minh cGa Niu-ton va Lai-ba-nit.

Niu-ton da c6 nhiing phat minh co ban vé ddy vé han. Dac biét, 6mg mé rong
dinh i, nay goi 12 "dinh Ii nhj thic Niu-ton" cho trudng hgp s8 ma la mét sé thuc
tuy y.

Niu-ton cén ¢6 nhitng c¢8ng hién 18n lao trong cac linh vuc Dai s, Hinh hoc, Co
hoc va Vat Ii. Ong da phat minh ra dinh luat vi dai vé van vat hap dan.

Tinh cac tich phan sau :

1 T
a) 2j \31(1 - x)2dx; b) j'sin[E - x]dx;
s 0 .
2

2 2 ,
-_ d + 1)%dx;

©) ljx(Hl) ) Jxte+D)

— 0

2

x

2 2
e) 173)62&(; g) J‘sin3xc055xdx‘

1(x+l) T

2 2

Tinh céc tich phan sau :

r
2 2
a) J]l—x|dx: b) Isinzxdx;
0 0
In2 2y41 n
c) _[ e—X-de; d) Jsinlxcoszxdx.
o ¢ 0



3. Sir dung phuong phdp d6i bién s6, hiy tinh :

3
a)I

1+ x)2

1
b) _[\/1 —x*dx (dat x =sinf) ;
0

3dx (datu=x+1);

)je (l+x) x (dat u =1+ xe™) ;
0 1+ xe*
_{21
d) j dx (a > 0) (dat x = asint).

\Ia —X

4. Si dung phuong phdp tinh tich phan timg phén, hdy tinh :

T
2 e i
a) I(x + 1)sin xdx ; b) sz In xdx;
0 1
1 \
¢) {In(t + x)dx; d) [® - 2x - De~Mdx.
0 0

5. Tinh céc tich phan sau :

1
1 3 2.3 2
a) J'(l+3x)2dx; . b) sz L : ¢) dex

1
6. Tinh [x(1- x)’dx bang hai phuong phap :

0
a)Pbibinsdu=1-x
b) Tinh tich phan timg phdin.

8. GtAl TICH 12-4 \ 113



UNG DUNG

CUA TiCH PHAN

TRONG HINH HOC

I - TINH DIEN TiCH HINH PHANG

A

1.

114

1

Tinh dién tich hinh thang vuéng dugc gidi han bdi‘cac dudng thdng y=-2x— 1,y =0,

¥=lvax=S5.

So sanh vdi dién tich hinh thang vuéng trong R1 clia §2.

Hinh phang gidi han bdi mét dudng cong va truc hoanh

YA

a

Hinh 51

S = SaABb = Saa’B'b

Téng qudt, dién tich S cua hinh
phang gidi han boi d6 thi cha
ham s6 f(x) lién tuc, truc hoanh
va hai dudng thing x=a, x = b
(H.52) duoc tinh theo cong thic

b
S = [|f () ax.

Gia sit ham s6 y = f{x) lién tuc, nhan gid tri
khong am trén doan [a ; b]. Ta da biét hinh
thang cong gidi han bai d6 thi cua f(x), truc
hoanh va hai dudng thing x = a, x = b ¢6
dién tich S dugc tinh theo cong thiic

b
S = [f(odr. (1)

Truong hop fix) < 0 trén doan [a ; b], ta c6
—fix) =2 0 va dién tich hinh thang cong
aABb bing dién tich hinh thang cong
aA'B'b 1a hinh d6i xdng cua hinh thang da
cho qua truc hoanh (H.51). Do d6

b
= [-fapax. @)

a
'Y

(3)0 a@’ ba %

Hinh 52

8. GIAI'TiCH 12-8



Vi du 1. Tinh dién tich hinh phing dugc gii han bdi d6 thi cia ham s6 y =x°,

truc hoanh va hai dudng théng x = -1, x = 2 (H.53).

Gidi. Ta c¢6 x> <0 trén doan [-1 ; 0] va

x>0 trén doan [0 ; 2]. Ap dung cong thiic
3),taco:

2 0 2
S= j|x3|dx= [hdx+ [P

-1 | 0
_ x4|0 + x4|2 17
== T 0 =

Hinh phing gidi han bdi hai dudng cong

Cho hai ham s6 y = f(x) va y = f,(x) lién tuc -
tren doan [a ; b] . Goi D la hinh phing gidi
han bdi d6 thi hai ham s6 d6 va cic dudng
thﬁng x=a,x=b (H.54).

Xét trudng hop fi(x) 2 fo(x) v6i mot
x€[a;b]. Goi S, S, la dién tich cua hai
hinh thang cong gi6i han bdi truc hoanh, hai
dudng thing x = a, x = b va cic dudng cong

y =£i(x), y = f,(x) twong tmg. Khi dé, dién tich
Schahinh D 1a

13

b
§=5 -8 = [(itx) =H)Hx.

a

y“

Trong trudng hop téng quit, ngudi ta chiing minh duge cong thirc

b
§= A - Aol

CHUY

B3 4

(4)

 Khi 4p dung cong thitc (4), cdn khir ddu gid tri tuyét d6i cha
ham sd dudi d4u tich phan. Mu6n vay, ta gidi phuong trinh
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H(0) = f(x) =0 trén doan [a ; b). Gia si phuong trinh c6 hai
nghiém c, d (¢ < d). Khi d6, f;(x) — f,(x) khong d6i dau trén

céc doan [a ; c], [c ; d], [d ; b]. Trén mdi doan d6, chang han
trén doan [a; c], ta c6

I - fo0)ldx =

[LA) - AHo1dx

Vi du 2. Tinh dién tich hinh phing giéi han bdi hai dudng thing x =0,x=17
va d6 thi chia hai ham s6 y = cosx, y = sinx (H.55).

Gidi. Dat f,(x) = cosx, f(x) = sinx.
Tacé f(x) - fo(x) =0 't

& cosx—sinx =0

y = COSX
Vay dién tich ctia hinh phing da cho 14 Hinh 55
n

T
& x=— € [0 x]. -
X 2 [ ] 1

4 x
I|cosx — sinx|dx + I|cosx —sinx|dx =

T
S = ﬂcosx — sin x|dx
0

0 n
4
T
4 n
= I(cosx—sinx)dx+ I(cosx——sinx)d.x
0 n
4
Tt
4 n
= |(sinx + cos x) 0 +|(sinx + cosx)| | = 2\/5.
4
a

Vi du 3. Tinh dién tich hinh phing gi6i han béi hai dudng cong y = X —xva
2
y=x—x".

Gidi. Ta cé

AO-H® = -n-x-xH=>+x -2
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Phuong trinh f(x) — f5(x) = 0 c6 ba nghiém x; = -2, x, =0, x5 = 1.

Vay dién tich hinh phing d3 cho 14

0
j(x3 +x7 —2x0)dx
-2

1
S = I|x3+x2—2x1dx=
)

+

1
j(x3 + x% - 2x)dx

0
[x4 = 2]0 [x4 e 2]1 8 5 37
=|| —+=-x | —+=—-x =4 =,
43 S 7 T3 ol 37 12 12

A Hay nhéc lai cong thire tinh thé tich khéi tang tru cé dién tich day bang B va chiéu
cao bang h.

L4

1. Thé tich cda vat thé

Cit mot vat thé T bai hai mat phing (P) va (Q) vubng géc vdi truc Ox 14n luot
tai x = a, x = b (a < b). M6t mat phing tuy ¥ vuéng géc véi Ox tai diém x

(a £ x £ b) ¢tV theo thiét dién c6 dién tich 1a S(x) (H.56). Gia sir S(x) lién tuc
trén doan [a ; b].

Hinh 56
Ngudi ta ching minh dugc ring thé tich V cla phn vat thé 0 gidi han béi
“hai mat phiang (P) va (Q) dugc tinh bdi cong thic :

b
V= IS(x)dx. (5)

a
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Vi du 4. Tinh thé tich kh6i lang tru, biét
dién tich ddy bang B va chiéu cao bang k.
Gidi. Chon truc Ox song song vGi dudng
cao cuia khéi lang tru, con hai ddy nim
trong hai mat phing vuéng géc vdi Ox
taix =0vax=hH.S57).

Hién nhién, mot mat phing tuy y vuéng géc
véi truc Ox, cit lang tru theo thiét dién ¢6
dién tich khéong déi S(x) = B (0 < x < h).

Ap dung céng thirc (5), ta c6

h h h
V = [S(odx = [Bdx = Bx|; = Bh.
0 0

2. Thé tich khéi chép va khéi chép cut

118

a) Cho khéi chop c6 chiéu cao bing h va
dién tich ddy bang B.

Chon truc Ox vuéng géc v6i mat phang
ddy tai diém [ sao cho g6c O trung véi
dinh cua khoi chép va ¢ huéng xac dinh
b&i vectd Of . Khi d6 Of = h. Mét mat
phing (@ wvuong goéc véi Ox i x
(0 < x < h) cat khéi chép theo thiét dién
¢6 dién tich la S(x) (H.58). Ta ¢é

U2
S(x) = B>
h

D’ C’

i

7 S(x)=8B
////// (x)

Hinh 57

S(x) 4

Khi d6, thé tich V ctia khéi chép la

2

V=hjlit—c1x=£

X
2 2
5 h h

Hinh 58
ﬁ} "B
3 Jlo 3

b) Cho khéi chdp cut tao bdi khéi chép dinh § ¢é dién tich hai ddy lan luot

12 B, B' va chiéu cao bang h.



Chon truc Ox trung véi dudng cao cua
khéi chép va goc O trung véi dinh S.

Hai mat phiang ddy cta khéi chép cut 7 i

" I
cat Ox tai I va I' (H.59). bat OI = b, ‘gf' '
OI'=a (a<b). Goi V la thé tich cua ) B,“;;@-h r

khéi chép cut. Ta co

2 B
V= fB—m R

a

W Cah

b-—a a* +ab+b>
X b2
2

Vi B' —B— vih=b—-anén
b2

=B

_(B+“BB + B"). . Hinh 59

11 — THE TICH KHOI TRON XOAY

3
ﬂ Nh&c lai khai niém mat tron xoay va khéi tron xoay trong hinh hoc.

Nghé nhdn lang gém Bdt Trang
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Bai todan

Gia sir mot hinh thang cong gidi han
bai d6 thi ham s y = f(x), truc Ox va
hai dudng thang x =a va x = b (a < b)
quay xung quanh truc Ox tao thanh
mot khéi tron xoay (H.60). Hay tinh thé
tich V cta né.

Gigi. Thiét dién cua kh6i tron xoay trén
tao b&i mat phang vudng géc véi truc Ox
tai x € [a; b] 14 hinh tron ¢6 ban kinh
bang |f(x)|. Do dé, dién tich cla thiét

dién 1a S(x) =1§f2(x). Vay theo cOng
thitc (5) ta c6

b
V= wj F2(x)dx. (6)

Vi du 5. Cho hinh phing gi6i han béi
dudng cong y = sinx, truc hoanh va
hai dudng thang x = 0, x = (H.61).

Tinh thé tich kha&i tron xoay thu duge
khi quay hinh nay xung quanh truc Ox.

Gidi. Ap dung cong thitc (6), ta c6

n n
Van j sinZxdx = = I(l — cos2x)dx
0 2 0 '

n( I ]In n
=—| x ~=Sldx |lgt=——.
2 2 2

Vi du 6. Tinh thé tich hinh cdu ban kinh R.

Giai. Hinh clu ban kinh R 1a khoéi tron
xoay thu dugc khi quay nira hinh tron

gi6i han bdi duomg y=VR* - x?

(—R < x £ R) va dudng thang y = 0 xung
quanh truc Ox (H.62).

ol

y=fx) _

.

Y

Hinh 60

Hinh 62




-R
R 3[R

=7 J'(Rz x2)dx=1'l:[R2x——] =i1tR3.
_R -R 3

Béi tap

Tinh dién tich hinh phang gi6i han bdi cdc dudng :
a)y=x2,y=x+2; b)y=hnx|,y=l; c)y=(x—6)2,y=6x—x2.

Tinh dién tich hinh phing giéi han b&i duong cong y = O+ 1, ti€p tuyén
voi dudng nay tai diém M(2 ; 5) va truc Oy.

2
Parabol y = % chia hinh tron cé tam tai g6éc toa d6, ban kinh 22

thanh hai phan. Tim ti s6 dién tich cta ching.

Tinh thé tich khé&i tron xoay do hinh phang giéi han béi cdc dudng sau
quay quanh truc Ox :

a)y=1-xy=0;
b)y=cosx, y=0,x=0,x=m7;

c)y=tanx,y=0,x=0,x=%.

Cho tam giac vuong OPM c6 canh OP nam trén truc Ox. Dit

POM =a, OM = R {030{5%,R>Oj.

Goi ¢ 1a khéi tron xoay thu duge khi quay tam

v
gidc @6 xung quanh truc Ox (H.63). o
a) Tinh thé tich clia ©theo ava R. R% \
\
b) Tim & sao cho thé tich cuia 7716n nhét. O~ ' : >
\‘\ 1
\\,

Hinh 63
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BAN CO BIET

LICH SU PHEP TINH TiCH PHAN

Phép tinh tich phan da dudc cac nha bac hoc sl dung tir truée thé ki XVIil. Dén thé
ki XIX, Cé-si (Cauchy, 1789 — 1857) va Ri-man (Riemann, 1826 — 1866) mdi xay
dung dugc mét li thuyét chinh xac vé tich phan. Li thuyét nay vé sau dugc Lo-be-go
(Lebesgue, 1875 — 1941) va Bang-gioa (Denjoy, 1884 — 1974) hoan thién.

P& dinh nghia tich phan, cac nha toan hoc & thé ki XVII va XVIlIl khéng diung dén
khai niém giéi han. Thay vao d6, ho néi "téng clia mét s6 v6 cung 18n nhiing sé
hang v6 cling nhd". Chéng han, dién tich clia hinh thang cong la téng clia mét s&
v cung I6n nhitng dién tich cGa nhiing hinh chit nhat vé cliing nhé. Dua trén co sd
nay, Ké-ple (Kepler, 1571 — 1630) da tinh mét cach chinh xac nhiéu dién tich va
thé tich. Cac nghién clru nay dugc Ca-va-li-o-ri (Cavalierie, 1598 — 1647) ti€p tuc
phat trién.

Dubi dang tritu tugng, tich phan da dudc Lai-bo-nit dinh nghia va dua vao ki hiéu [ Tén
goi "tich phan" do Bec-nu-li (Jacob Bernoulli, 1654 — 1705), hoc trd cla Lai-bo-nit
dé xuét.

Nhu vay, tich phan da xudt hién déc lap v6i dao ham va nguyén ham. Do d6, viéc
thiét 1ap lién hé gilta tich phan va nguyén ham la mét phat minh vi dai clia Niu-ton
va Lai-bg-nit.

Khai niém hién dai vé tich phan, xem nhu giéi han clia cac téng tich phan, l1a cla
Cé-si va Ri-man.

~

BAI POC THEM

TINH DIEN TiCH BANG G101 HAN

1. Tinh dién tich hinh thang cong

Xét hinh thang cong gidi han bdi cac dudng x =a, x=b (@< b), y =0 va y = fix),
trong d6 f(x) Ia ham s& lién tuc, khéng &m trén doan [a ; b).

D& xac dinh dién tich clia hinh thang cong trén. Ta dung phép chia nhd, x&p xi
bdi mét hinh bac thang va chuyén qua giéi han.

Ta chia doan [a ; b] thanh n phén tuy y bdi cac diém Xgs Xi» .-y X, S@0 ChO

a=x, <x 4...<xn=b.



Tir cac diém chia, vé cac dudng thdng song song véi truc Oy, tuong (g chia hinh
thang cong thanh » hinh thang cong nhé (H.64a).

ya y=£x) .
B M, &) "
A
. 7% .
O x0=a§flx,'_1 E,'xi xn—]E”{)=x,, X
a) b)
Hinh 64

Tai méi hinh thang cong x,_ A B;x , ta dung mét hinh chir nhat c6 day la doan
[x,_;: x] va chiéu cao bang f(&) véi £ Vdy tuy y trén doan [x,_ ;x] (H.64b).
Hinh chif nhat nhan duge x;_ M;N,x; c6 dién tich bing

f(;, )(X‘- - xi—] )
S6 nay xap xi dién tich hinh thang cong x, | A.B;x; .

-1
Ki hiéu S la dién tich hinh thang cong aABb can tim, ta cé
S= f(§| )(xl ’X0)+f(§2)(x2 "xl) ot f(g,,)(x,, X, )

hay §=Y fENx, —x_,). (1)

i=]
X&p xi nay cang chinh xac néu tat ca cac hidu s6 x, —x,_, cang nho. Sy kién nay gai y
cho ta vé phép chuyén qua gidi han khi max O =x,_)) dan tdi 0 @& thu dudc dién tich

1<i<n
hinh thang cong aABb.
Xet
n
lim " F(&)x; —x_,) khi max (x, —x,_) 0. (2)

i=1
Ngudi ta ching minh dudc rdng néu fix) lién tuc trén doan [a ; b] thi gidi han (2)
ludn tén tai khng phu thuéc cach chia doan {a ; b] va cach I8y diém £ elx,_: x],

i=1,2,..,n Tacoigidi han ay la dién tich cla hinh thang cong da cho.
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Vay §=1im)" f(&)x ~x_) khi max (5, -, ) 0. ©)

i=1
b
Gidi han nay chinh 1a [7(xdx.
a
2. Ap dung
Nhg gidi han dang (3), ta cé thé tinh dugc dién tich mét s6 hinh ph3ng.
Vi dy 1. Tinh dién tich hinh thang cong v,

gii han bdi cac duang ‘
y:x2‘y=0,x=OVé x=1.

Gigi. Ta tién hanh theo phyong phéap trén

nhung chia doan (a ; b] thanh n phan béng ==
nhau, tifc 1a 46 dai cac doan lx_,:x] , é

v
bing % Piém & dugc chon la mut trai 3 //Z
cha doan [x,_,; x;], & =x,_,. Khidé 2%?
i1} Ofx X1 x 1=x, x
f(él.):[——j ,i=1,2, .., n{H.85).
" Hinh 65

Ta lap téng dang (1)

§= g,f(f,»)(x,- —nﬂ%{[if +[%j2 *"'*[n;lﬂ

_n(n-1)(2n-1)
=

=L2(1+22 +o+(n=1?%)
P

6n
_(n=D@n-y
6n® .
. o . (n=1)2n-1 1
Vay Szngrr:mg;f(;,’)(xi“xi—l)z,,E.TmTZS

(vi chia déu doan [a ; b] N&N max(x; —x, ) =0 & n — +eo).
1<i<n

Vi duy 2. Tinh dién tich hinh tron ban kinh R,

Gidi. Vi dién tich hinh tron khéng phu thudc vi tri cia né trong mat phang Oxy
nén dé xac dinh, ta gia slr tam hinh tron triing véi géc toa d6. Hinh tron déi xing
qua tam, nén ta chi can tinh dién tich clia phan ndm & géc¢ phén tu thit nhét cia

mat phing toa dd.

Hinh tron dugc gidi han bdi dudng tron c6 phuong trinh 12 x* +y? = R2. Ta ¢6 thé

viét phuong trinh nay & dang tham sé
x=Rcost, y=Rsint, 0<r<2n



Ta tinh dién tich phan tu hinh trdn dude gidi han bdi cung tron x = Rcost, y = Rsint
(os:sg) va hai tryc toa 6 x = 0 va y = 0,
Ta chia doan {0 ; R} trén truc hoanh
thanh n phan bdi cac diém x; (i=0, ..., n)

sao cho cac didm M; (i =0, ..., n) tuong

{mg chia cung tron thanh » phan bang Yi —
nhau. Khi d6, s8 do cac cung nhé

déu bang 21 biém & duge chon
n o’

tring véi x, (mMat phai doan[, ;x:]) =
(H. e%) Taus A )y %
/
=

=

X =Rcos(£—i£]
! 2 2n i=

(. &
Vi =Rsm(——x—j
2 2n Hinh 66
X =0, y, =R
Lap téng dang (1), ta dugc

g’f({;})(xi )= Zstm[ —tzj[cos[g—i—;—::] cos[g—(t—-l)—ﬂ

2n,

—2Rzzsm(n—1)— sin(2n— 21+1)— sm4£
n
i=1

=2R? s‘ml[sin(n— = sin(2n—1)—+
4n 2n 4n

+ sin(n~2)—£sin(2n—3)1+...+sinlsin3—n}
2n 4n n 4n

=R? 5;i_r14£|:(cos4l —cos(4n— 3)42] + (00341 —cos(4n— 7)%) +
n n

n n n

n )
+... +[cos——cos$— ‘]
4 4’!/

n

= R? cosi.(n - l)sin£ -
4n 4

_Rr? sin 1[cos 5-E +cos91 +...+cos(4n— 3)£].
4n 4n 4n 4n

Vi cos5x +€089X + ... +cOS(4n— )x = sin(4n — 1)x —sin 3x

2sin2x
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nén t8ng trén viét thanh

. T . 3r
n s - - 5 sin(4n—1) 4;_51116
Ix,—x, )= R cos—.(n~1)sin——R” sin— '
Efuf,)( = X)) 1 (n=Dsin—=— R sin—~ S
4n
. sin(4n— 1) — gin "
= R? cos —.(n~1)sin—— R%. An An
4n - 4 T
CcOS—
4n
Chuyén qua gidi han dng thirc trén khi 7 — +ee (Vi max(x, —x;, ;) 50 & n —> +e0),
R 1<i<n
ta dugc
n
S= lim ; .- X. =
n_l)_'«;f(é )(xl xz—l)
sin-?t s'm(4n—1)1—sin §-T-t 2
= lim R2cos£.£[l—lj 4n _ p2 4n an | _ ™R .
n—3+oa 4n n/, T 4COS£ 4
4n 4n

Vay dién tich hinh trén bing TR

On tap chuong Il

a) Phit biéu dinh nghia nguyén ham clia ham s6 f{x) trén mét khoang.
b) Néu phuong phap tinh nguyén ham timg phan. Cho vi du minh hoa.
a) Ph4t biéu dinh nghia tich phan ciia ham s6 f{x) trén mo6t doan.

b) Néu cic tinh chat cta tich phan. Cho vi du minh hoa.

Tim nguyén ham ctia cdc ham s6 sau :

a) fix) = (x = 1)(1 = 2x)(1 = 3x) ; b) f(x) = sin4xcos’2x ;
o) fix) = —1 = d) f(x) = (¥ = 1)°.
1—x
Tinh :
o (x+1)2%
2 - dx; b dx;
a) I( X)sin x ) I 7



1

c) d) 5dx;
e" +1 (s'mx+cosx)'
1 1
e) |————dx; ) |————dx
= ® [ oe—»
5. Tinh:
3
X 1+ \/_
a) dx b)
(‘)[ Vvi+x I
2 T
) jx2e3xdx; : d) j\/l +sin2x dx;
0 0
6. Tinh:
T
2 1 :
a) J'cos 2xsin’xdx b) ﬂ2x - 2_x|dx;
0 -1 .
2
o J-(x + (x +22)(x +3) s d) J‘%dx;
| X -2x-3
r
2 n
e) I(sinx + cos x)2dx ; g) I(x + sin )c)2 dx.
0 0
7. Xét hinh phang D giéi han bdi y = 241 - x? va y =2(1 — x).
a) Tinh dién tich hinh D.
b) Quay hinh D xung quanh truc Ox. Tmh thé tich khéi tron xoay duoc
tao thanh.
Bai tap trac nghiém
dx ,
1. Tinh |——, kétquala:
J V1—x
C . 2
(A) ————; (B)YCVl—-x; (C) 2Jl-x+C; (D) +C.
v1—x Vl-x
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2. Tinh 2*/; de , k&t qua sai 1a :

Jx
(A) 291 4 (B) 2[2\/; —1j+c;
(©) 2(2ﬁ + 1] +C; D) 2 +cC.
n
3. Tich phan Icoszxsinxdx béang :
0
2 2 3
-= B) —; ) —; D) 0.
(A) 3 (B) 3 ( )2 (D)

n

2
4. Cho hai tich phan jsinzxdx va [cos?xdr, hdy chi ra khang dinh dung :

S | a

0
r bt T I
2 2 2 2
(A) Isinzxdx> jcoszxdx; (B) Jsinzxdx< Jcoszxdx;
0 0 0 0
x T
2 2
(C) [sin’xdx = Icoszxdx; (D) Khéng so sdnh dugc.
0 0

5. Dién tich hinh phing gigi han bdi cic dudng cong
a) y=x vd y = x> bing
: 1
(A)O; (B) -4 ; ©) e (D) 2.
b) y=x+sinxvdi y=x (0 < x<2m) bang:

(A)—4; B)4; ©0; (D) 1.

6. Cho hinh phing gi6i han bdi cic dudng y = Jx va y = X quay xung
quanh truc Ox. Thé tich clia kh6i tron xoay tao thanh bing :

(AYO: (B) -1 : © n; (D) g
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9. GIAI TiCH 12-A



s® PHUC

1. S6i

Ta da biét cac phuong trinh bac hai véi biét s6 am khoéng c¢6 nghiém thuc.
Phuong trinh bac hai don gian nhat khong c6 nghiém thuc 1a phuong trinh

x2+1=0.

V.6i mong muén md rong tap hop s6 thue dé moi phuong trinh bac n déu c6
nghiém, nguoi ta dua ra mét s6 mai, ki hiéu 12 i va coi n6 l1a nghiém cuia
phuong trinh trén. Nhu vay

=],

2. Dinh nghia sé phirc

MB&i biéu thitc dang a + bi, trong d6 a, be R, i* = -1 dugc
goi la mot so phire. \

P6i voi 6 phic z = a + bi, ta n6i a 12 phan thuc, b 12 phin
a0 cla z.

Tap hop cac s6 phic ki hiéu la C.

Vidu 1. Céc s6 sau la nhimg s6 phiic :
2 4 5i; —J2+3i ; 14+(=3)i (con viet 1a 1-3i); 1++/3i (con viét 1a

1+ iV3).

NTim phan thuc va phan 4o clia cac s6 phifc sau : —3+5i, 4—i2, 0+mi, 1 + 0.

3. Sé phirc béng nhau

Hai s6 phiic 12 bing nhau néu phan thuc va phdn 4o cua
chiing twong ng bang nhau.

a+bixc+di<=:»a=cvéb:d.|
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Vi dy 2. Tim céc s6 thuc x va y, biét
Cx+1H+@y-2i=(x+2)+(y+4).
Gidi. T dinh nghia cla hai s6 phifc bang nhau, ta c6
2x+1=x+2va3y-2=y+4.
Vayx=1vay=3.
CHUY

* Méi s6 thuc a duge coi 12 mét s6 phic v6i phén ao bang 0

a=a+0i

Nhwr vay, méi s6 thuc ciing la mét s6 phitc. Tacé R < C.

* S6 phic 0 + bi duge goi 1 s6 thuan ao va viét don gidn 1a bi

bi =0+ bi.
Dic biét i=0+1i
S6 i duoc goi 14 don vi do.

V3

Viét s8 phic z cé phan thyc bing % phan 4o bing -

yA
2 ~ - [/ 3 .M
4. Biéu dién hinh hoc sé phuec ;
Nhu trén d3 thdy, mdi s6 phic z = a + bi hoan ! >
toan dugc xac dinh bai cap s6 thuc (a ; b). 0 4 !
Diém M(a ; b) rong mot hé toa do Hinh 67
vuong géc clia mat phing dwoc goi la
o 2 =~ - A
diém biéu dién sé phic z = g + bi Y
(H.67). | J1p
Vi du 3. (H.68) 2{emrmns 5
Diém A bi€u dién s6 phic 3 + 2 ; 1 ': :
Diém B biéu dién s6 phitc 2 — 3i ; Y S ] Y 5 —
DPiém C biéu dién s6 phic -3 - 2i ; i -1 i
DPiém D biéu dién s6 phic 3i. ¢ -2
. 3 -__..--..}B
Hinh 68
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6.

Gia sir s6 phic z = @ + bi dugc bidu dién bai di€ém v 4
M(a ; b) trén mat phing toa do (H.69).
P6 dar cua vecto oM dugc goi la P M
modun cia sé phire z va ki hiéu 1a 1z1. :
Vay : !
- ! - O a N
2| = ‘OM‘ hay la + bil = |OM‘.
Dé thdy la + bil = va® + b2 Hinh 69
Vidu4
3-2il = 3% + (=22 =13 ;
|l + :\E‘ = \/1 + (\/5)2 =2,
% S8 phure nao ¢6 médun béng 0 ?
S48 phurc lién hgp
2 5
N\ Bidu dién cac cap s6 phitc sau trén mat phing toa 86 va néu nhan xét :
a)2+3i va 2-3i
b) -2+3i va -2-3i.
Cho s6 phic z=a+bhi. Ta goi 3
a’—.bl la s6 phirc h.énlh(_rp cna z va N o u b
ki hiéula 7 = a — bi. :
Vidus :;
z=-3+2i; 7 =-3-2i; [9) La ¢
2=4-3i; T =4+30 :
b *T=a—hi
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R a) Bidu didn trén mat phing toa 46 cac s6 phic sau : 3 — 2i, —4i, 3.

b) Cac diém biéu dién s6 thuc, s& thudn 4o ndm & dau trén mat phing toa do ?

Modun cua sé phue

Trén mat phang toa do, cdc diém biéu dién :z
va 7 d61 xiing véi nhau qua truc Ox (H.70).

Hinh 70



OR
' W Choz=3-2i.

a) Hay tinh = va Z. Néu nhan xét.
b) Tinh |z| va |Z]. Néu nhan xét.
Tu dinh nghia ta c6 :

BAN CO BIET

CAC- PA-NO (G.CARDIANO)

Cac-da-nd 1a mét nha bac hoc ngudi I-ta-li-a. Ong sinh nam
1501, dat hoc vi tién si y khoa nam 1526, nhung khong
dugc hanh nghé y ma trd thanh thdy gido day toan. Ong
c6 trén 200 cong trinh vé cac linh vuc Toan hoc, Y hoc,
Triét hoc, Thién van hoc, Am nhac va Than hoc. Nam
1545 6ng xudt ban quyén sach "Nghé thuét I6n cla
phép gidi cac phuong trinh dai s8". Trong cudn sach
nay, éng trinh bay cach giai phuong trinh bac ba, bac
bén va dé cap t6i can bac hai clia s6 am. C6 thé nbi su
nghién c(tu s6 phic khdi nguén tir céng trinh nay.

‘Bai tap
Tim phén thyc va phén 4o ctia s6 phic z, biét :
a)z=1-mi; b) z =2 —i;
¢)z=2V2; d) z = -7i.

Tim céc s6 thuc x va y, biét :
a) Bx-2)+2y+Di=(x+1D—-(y-95i;
b) (1 - 2x) —iv3 = /5 + (1 - 3y)i;
) Rx+y)+R2y—-x)i=(x-2y+3)+ (y+2x + .

G. Cardano
(1501 — 1576)




3. Trén mat phing toa do, tim tap hop diém biéu dién cic s6 phic z thod min
diéu kién :

a) Phén thyc cla z bing -2 ;

‘b) Phén 4o cba z bang 3 ;

¢) Phan thyc cua z thuoc khoang (-1 ; 2) ;

d) Phan 4o cha z thuéc doan [1 ; 3] ;

e) Phan thuc va phan 4o coa z déu thudc doan [-2 ; 2].
4. Tinhlz| véi :

a) z = -2 +iV3; : b) z =2 - 3i;
¢) z=-5; d)z=i\/§.
5. Trén mat phang toa do, tim tap hop di€m biéu dién cic s6 phic z thod man
diéu kién :
a) |zl = 1; b) 2l <1;
o) 1<z <2; d) |z = 1va phdn 4o cha z bang 1.
6. Tim Z, biét:
a) z=1-iJ2; b)z:—\/i+i\/§;
c)z=5; d) z="Ti.

CONG, TRU VA NHAN SO PHUC

1. Phép cong va phép trur
6, 4 ‘

N Theo quy tic cong, trir da thifc {coi / 1A bién), hay tinh :
B+20H+(5+8);
(T+5)—(4+3i).

* Phép cong va phép trir hai s6 phiic duge thuc hién theo quy tac
cobng, trir da thiic.
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Vidul
G+2)+B+T)=GC+N+Q+TDi=8+9i ;

A+6))-@4+3)=0-4)+(6-3)i =-3+3i
Téng quat

(a+ b+ (c+d)=(@+c)+(hb+d);
(@a+biy—(c+diy=(a—-c)+ (b-d).

2. Phép nhan

N Theo quy téc nhan da thirc véi chi y i = -1, hay tinh (3+20)(2 +3i).

Phép nhan hai s6 phitc dugc thuc hién theo quy tic nhan da

thifc réi thay 2 =-1 trong ké&t qua nhan dugc.
Vidu?2
B+2)4+3) =20+ 15+ 8i + 6i> = 20—-6)+ (15+ 8)i =14 + 23i;
2-3)6+4i)=12+ 8/ - 18i — 12 =12 +8i —18i +12

=(12+12)+ (8 —-18)i =24 —10i.
Téng quat
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi® = ac + adi + bei — bd.

Vay

(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

CHU Y
Phép cong va phép nhén cidc s6 phdc cb tit ca céc tinh chat
cua phép cong va phép nhan cic sé thuc.

"N Hay néu cac tinh chat clia phép cong va phép nhan s8 phifc.

Bai tap
1. Thuc hién cdc phép tinh sau :
a) B=50)+ (2 +4i) ; b) (=2 - 3i) + (=1 = 7i);
¢) (4+3i)—=(5=7Ti) ; d) (2 - 3i) = (5 - 4i).
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Tinh o+ B, o — f v6i:

A a=3p=2: by a=1-2i, f=06i;
Oa=5p=-7; da=15=4-2.
Thuc hién cic phép tinh sau :

a) 3-2)2-30; b) (-1 +DH3+7i) ;
¢) 5(4 +30) d) (=2 — 50).4i.

Tinh i, i*. 7.

L]

Néu cach tinh i véi n 1a mot $6 ty nhién tuy y.
Tinh : '

a) 2+ 32 - by (24 3i)

Cho - =2 + 3. Hay tinh -+ va :=.=. Néu nhan xét.
Cho sd phic - =a + bi. Tacéd:
cH+ I =(a+ b)) +(a—bi)=2a ;
- . . . 2
= =(a+ hiYa—bi) = at - (bz)2 =a* + b2 =z
» Tong ctia mot s6 phite voi s6 phite lién hop ciia né bdng hai
lan phan thue cia $6 phie do.
o Tich cia mot 6 phikc voi 6 phitc lién hop cia né bang binh
phiong modun cua 6 phite dé.

Viay l(ing v tich cha hai s6 phdc lién hgp 12 mot s6 thuc.



2. Phép chia hai sb phirc

Chtia s6 phitc ¢ + di cho s6 phic @ + bi khdc 0 12 tim s@ phic z sao cho
¢ + di = (a + bi)z. SO phuc z dugc goi la thuong trong phép chia ¢ + di cho
a + bi va ki hidu la

c+di

a+bi

Vidu 1. Thuc hién phép chia4 + 2icho | + 1.

4+2i

1+

zZ =
A

Giai. Gia sur z =

Theo dinh nghia, tacé (1 + i)z =4 + 2i.

Nhan ca hai v&€ vdi s6 phic lién hop cna 1 + i, ta dugc
1=V +Dz=(1 -4+ 2i)

suy ra 22=6-2i
hay z=-;~(6—2i):3—1'.
Vay 4+21=3_l

' I+

, Sy a ‘+di . - ) . Ly .
Tong quat, gia sur z = ‘ ;1[‘. Theo dinh nghia phép chia s6 phic, ta co
a+ ni

(a+hz=c+di.
Nhan ca hai v€ véi s6 phic lien hop cha a + bi, ta duge
(a — bi) (a + bi)z = (a — bi)(c + di)
hay
(@” + bz = (ac + bd) + (ad — ho)i,

Nhan ca hai vé€ véi s6 thuc , ta dugc

a® + b?
z= —2—l7[(ac + bd) + (ad - bo)i].
a“+b
Viy :
c+di+ ac+bd ad-bc,
athi @+ +b21‘
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CHU Y
c+di

Trong thuc hanh, dé tinh thuong el ta nhan ca tr va méu véi
a+ b

s6 phitc lién hop cha a + bi.

Vidu 2. Thuc hién phép chia 3 + 2i cho 2 + 3i.
Gidi
3+2i  3+20(2-3)) 12-5 12 5,

— ~ i

2+3i (2+3)2-30) 13 13 13

| Thuc hién cac phép chia sau : l”_ ; 6+_3i.
2-3 Si
Bai tap
1. Thuc hién cic phép chia sau :
241 1+iV2 5i 52
a) - 3 b ; c) - ) d) ———-
32 2+i3 23 i

2. Tim nghich dao ! cua s6 phifc z, biét :
Z
a)z=1+2i; bz=Vv2-3i; ocz=i; d) z =5+ iV3.
3. Thuc hién cic phép tinh sau :
a+2Qiy

a) 23+ )2 + 4i) ; b) a2l
-2+
) 3+2i+6+D5+10): dy 43+ 273
3+ 6i
4. Giai cdc phuong trinh sau :
a) (3= 20)z + (4 +5i) = 7 +3i; by (1 + 3z = (2+5) = (2 + D)z ;

z

) 3 +2-3)=5-2i.

-3
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PHUONG TRINH BAC HAI VOI
HE SO THUC

1. Cin bac hai cha sé thuc am

/ R Thé nio 12 can bac hai ctia s6 thuc duong a ?

Tuong tr can bac hai clia mét s thuc duong, tir dang thic i2=-1,tanéiila
mot cin bac hai cua —1 ; —i cling 1a mot can bac hai cua -1, vi(—i)2 =-1.Tu
dé, ta xdc dinh dugc can bac hai ciia cdc s6 thuc 4m, chang han :

Ciin bac hai cdia —2 1 +iV2, vi (2 iV2)? =2 ;

Can béc hai cia -3 1 = i3, vi (£ iV/3)? = -3 ;

Can bac hai cua -4 12 £ 2, vi (& 2i)2 =4,

Téng quét, cac cin bac hai cla s6 thyc g am 1a + im .
2. Phuong trinh bac hai vdi hé sé thuc

Cho phuong trinh bac hai ax®> + bx +¢ =0 véi a, b, ¢ € R, a # 0. Xét biét
s6 A = b — dac cua phuong trinh. Ta thdy :

* Khi A =0, ph\mng trinh ¢6 moét nghiém thue x =—2i;
a

« Khi A >0, cé hai can bac hai (thuc) ciia A 13 +A va phuong trinh cé
hai nghiém thyc phan biét, duge xdc dinh boi cong thic
bt JA
2a
* Khi A < 0 phuong trinh khéng ¢6 nghiém thuc vi khong tén tai can bac
hai thue cha A.

X2 =
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Tuy nhién, trong trudng hopA < 0, néu xét trong tap hop s6 phic, ta van
¢6 hai can bac hai thuén 4o ctia A 1a *i/|A|. Khi d6, phuong trinh c6 hai
nghiém phitc duge xdc dinh bdi cong thire
~b i J|A|
X = —_ .
12 2a
Vi du. Giai phuong trinh x> + x + | = 0 trén tap hop s6 phic.
Tacd A =1 -4 =-3. Vay phuong trinh da cho cé hai nghiém phic la
L i3
A2 ) .
NHAN XET
Trén tap hop s6 phic, moi phuong trinh bic hai déu c6 hai
nghiém (khong nhat thiét phan biét).
Téng quat, ngudi ta da ching minh duoc rang moi phuong
trinhbacn(n 2 1)
agx" + a,x"vI +..+a,_1x +a,=0,
trong 46 aq, ay, ..., a,€ C, ag # 0 déu c¢6 n nghiém phuc
(cac nghiém khong nhit thiét phan biét).
D6 12 dinh 1i co ban cua Pai s6 hoc.

Bai tap
Tim cdc can bac hai phitc clia cdc s6 sau: =7 ; -8 ; =12 ; =20 ; —121.
Giai cdc phuong trinh sau trén tap hgp s6 phiic :
a) =322 427-1=0; b)722+32+42=0; ¢)52-Tz+11=0.
Giai cdc phuong trinh sau trén tap hop s6 phuc :
a)z4+22—6=0; b)z4+722+10=0.
Choa, b,c e R, a#0, z;, 7,12 hai nghiém cta phuong trinh azt + bz v =0.
Hay tinh z; + z, va z,.z, theocic hé s6 4, b, c.

Cho z = a + bi 12 mdt s6 phic. Hay tim mét phuong trinh bac hai vgi hé so

thyc nhan z va 7 lam nghiém.



~

BAI POC THEM

PHUONG TRINH DAl SO

Phuong trinh dai s8 1a phuong trinh dang

n n—1 —
ayx" +ax" +.t+a,_x+a, =0,

trong d6 » la mot s6 nguyén duong ; a, a,, ..., a,la cac s8 da cho va dugc goi la
cac hé s6 cGa phuang trinh, x [ 8n 6. Néu a, 0 thi 1 1a bac cta phuong trinh.

Viéc nghién clu su tén tai nghiém clla phuong trinh dai s6 va tim céng thic tinh
nghiém clia né da thu hat cong siic cla nhiéu nha toan hoc, trong nhiéu thé ki.

Chinh tir nhitng nghién cltu d6 da ra ddi nganh Pai s6 va thac day su phat trién
cla nhiéu linh vyc toan hoc khac.

T 2000 nam trudc Cong nguyén, ngudi Ai Cap va ngudi Babilon cé da biét giai cac
phuong trinh bac nhat va mot sé trudng hop riéng clia cac phuong trinh bac hai
va bac ba. .

Li thuyét gidi phuong trinh bdc hai dugc trinh bay lan dau tién trong cuén sach "Sé
hoc" clia Di-6-phang (Diophantus), nha bac hoc ¢d Hi Lap thé ki (Il. Can chu y réng
van dé cb nghiém clia phuang trinh dai s8 ludn gan v8i su md rong cac tap hgp sé.
Chéng han, phuong trinh x + 3 = 0 khéng ¢ nghiém trong tap hop s6 tu nhién N,

nhung cé nghiém trong tap hop cac sé nguyén Z. Phuong trinh 3x + 2 = 0 khéng

cd nghiém trong tap hgp cac s8 nguyén Z, nhung ¢6 nghiém trong tap hop cac sé
hiu ff Q.
T8ng quat, trén tap hdp cac sé hitu ti Q, moi phuang trinh bac nhat déu co
nghiém. Nhg viéc mé réng tir tap hop cac s6 hiu it Q sang tip hop cac s6 thuc R,
mét 1dp cac phuong trinh bac hai dang ax® +bx+c =0 véi biét s6 A=b ~4ac20
¢6 nghiém. '
Coéng thic xac dinh nghiém cla phuaong trinh bac hai

_-btJA

2a

da dugc biét tir thé ki thr VI va diéu dé thic ddy cac nha toan hoc & tim cong
thic tinh nghiém cla cac phuong trinh bac ba, bac bdn,... Tuy nhién, phai mugi

thé ki sau (th& ki XVI), cdng thic tinh nghiém cha phuong trinh bac ba va thuat
toan giai phuong trinh bac bédn méi dude cac nha toan hoc Ha-li-a tim ra.

Nghiém cia phuong trinh bac ba
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x3+px+q=O ™

duoc cho bdi cong thirc sau (thudng goi 1a céng thitc Cac-da-né) :

2 3 2 3
x:3_2+ q_+p_+3__q__ l[_+£_
2 4 27 2 4 27

Cac-da-ndé da céng bé cong thic nay ndm 1545, trong quyén sach "Nghé thuat
I&n clia phép giai cac phuong trinh dai s8".

2 3
L& tu nhién, ta coi bidu thitc trén c6 nghia khi dai ludng A ="7+§—7 la khéng am.

Pai lugng A ciing dudc goi 1a biét s6 cla phuong trinh (*). Tuy nhién, dé chi ra
nhitng phuaong trinh bac ba véi biét s8 A < 0, ma van c6 nghiém thuc. Ching han,
xét phuodng trinh

3 —7x+6=0.
Phuong trinh nay c¢6 ba nghiém (4 -3, 1, 2 nhung biét s

6% D100
4 27 27
Diéu d6 dan dén viéc thira nhan rang biéu thire

J3 /_&i/_g_ [ 100
27 27

I c6 nghia va cac gia tri cla n6 1a -3, 1, 2, méc du biéu thirc nay chlta cin bac
hai ctia mét s6 thuc am.

Nhu chung ta da thdy, su thifa nhan cé cac cin bac hai cla s6 thuc am, bit dau
tir viéc dat i= /-1 da dan dén su ra d3i clia tAp hop cac sé phic.

Pdng thdi véi viéc sang tao ra cac s6 phirc, ngudi ta ching minh dudc rdng moi
phuong trinh dai s8 béc n (n 2 1) v8i hé s8 phirc déu cb n nghiém phic (cac
nghiém khéng nhat thiét phan biét).

Nhu vay, viéc mé réng cac tap hop s& gén véi van dé c6 nghiém clia cac phuong
trinh dai s8 da dimg lai & tap hgp cac sb phirc.

Tuy nhién, c&c nha toan hoc van theo dudi bai todn tim céng thitc nghiém dudi
dang biéu thic chita cin thitc cho cac phudng trinh bac 18n han hodc bang 5.

Gan 300 nam sau khi tim ra cong thiic Cac-da-nd, nam 1826, A-ben (Abel), nha toan
hoc Na Uy da chimg minh dugc rang khong ¢ mét cong thirc nghiém nhu vay cho
cac phuong trinh bac |8n hon ho3c bang nam véi hé s6 bang chit. Hon nifa, nha toan
hoc Phap Ga-loa (Galois), nam 1830 con gidi dugc tron ven bai toan : “Trong nhiing
didu kién nao, mot phuong trinh dai s8 gidi dudc bing cin thire ?*. Céng trinh thién
tai clia Ga-loa d3t nén méng cho su phét trién cda Dai sg hién dai.

A <0,




On tap chuong IV

Thé nao 1a phéan thuc, phan 40, modun clia mot s6 phic ?
Viét cong thiic tinh modun cia mot s6 phiic theo phan thyc va phan ao cha né.
Tim méi lién hé gita khai niém modun va khai niém gia tri tuyét déi cia
mot sd thue.
Néu dinh nghia s4 phic lien hgp cha s6 phitc z. S6 phidc nao bing s6 phiic
lién hop cua né ?
S6 phitc thod min diéu kién nao thi cé diém biéu dién & phin gach chéo
trong cac hinh 71 a, b, ¢) ?

y A - A

7 i

|

X

A AN

a) b) c}
Hinh 71

Trén mit phang toa do, tim tap hop diém biéu dién cic s6 phic 7 thod min
diéu kién :

a) Phén thyc ctia z bang 1 ;

b) Phén 4o cua z bang -2 ;

¢) Phéan thyc cia z thuéc doan [~1 ; 2], phdn 4o cua z thudc doan [0 ; 1] ;

dy |zl < 2.

Tim céc s6 thue x, y sao cho :

a) 3x+yi =2y +1+2-x)i; b)) 2x+y—1=(x+2y-3)

Chiing to ring véi moi s6 phifc z, ta luén c6 phdn thuc va phin 4o cua z
khong vuot qui moédun cua no.

Thuc hién cic phép tinh sau :

a) B+2H[{R2-DH+B-2D]; b) (4—3i)+~l-il;;
2+

1 .2_1_.2; d 3+i_4”3i.
¢) 1+ = -i) i
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11.
12.
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Giai cdc phuong trinh sau trén tap s6 phic :

a) 3+4iz+(1-3)=2+5i; b) (4 + 7z — (5 - 2i) = 6iz.
Giai céc phuong trinh sau trén tap s& phifc :
a) 32° +7z+8=0; by z* -8=0; ) z* —1=0.

Tim hai s& phiic, biét téng cha ching bang 3 va tich cta chiing bing 4.
Cho hai s6 phic zj, z, . Biét rang z; + 25 va z,z, 12 hai s8 thyc. Ching to
rang zj, z, 12 hai nghiém ctia mot phuong trinh bac hai véi hé s thuc.

Bai tap trdc nghiém

S6 nao trong cic s6 sau 14 s6 thuc ?
(A) (V3 +2i) ~ (/3 - 2i); (B) (2 +i5) + (2= i/5);
f 241

© (+i3); (D)~
J2-i
S6 nao trong cédc s6 sau la s thudn o ?
(AY2 +3D) + (V2 - 30 ; (B) (V2 +3).(v2 - 3i)
2+ 3
(C) (2 +2i)% ; (Dy=—=.
2 =3
Dang thidc nao trong cic dang thitc sau 13 ding ?
A) 177 Z 1. (B) i < ©) P25 _ . (D)2 _
Ping thitc nao trong cdc dang thiic sau la ding ?
(A) 1+ ==16; B) (1+ )8 = 16i ;
©a+id=1e6; (D)(1 +i)® = ~16i.

Biét ring nghich dao cia s6 phiic z bang s6 phiic lién hop clia n6, trong cic
k&t luan sau, k&t luan nao la ding ?

(A)zeR: B lzd=1; (C)z1amétsSthudnao; (D)lzl=-
Trong cac két luan sau, k&t luan ndo 13 sai ?

(A) M6dun ciha s6 phitc z 1a mét s6 thuc ;

(B) Modun cua s6 phiic z 12 mét s6 phic ;

(C) Modun cua s6 phic z 1a moét s6 thuc duong ;

(D) Modun cua s6 phiic z 12 mot s6 thuc khong am.



ON TAP cUOI NAM

I — Cau hoi

L.

w

AR S

10.

Dinh nghia sy don diéu (d6ng bién, nghich bién) cia mot ham s8 trén
mot khoang.

Phat biéu cic diéu kién cdn va di dé ham s6 f{x) don diéu trén mot khodng.
Ph4t biéu cdc diéu kién dd d€ ham s8 f{x) c6 cuc tri (cuc dai, cuc tiéu) tai
diém x,,. _

Neéu so d6 khao sit su bién thién va vé d6 thi ctia ham s6.

Néu dinh nghia va cdc tinh chat co ban cua logarit.

Phit biéu cic dinh Ii vé quy tic tinh l6garit, cong thiic d6i co s6 cha logarit.

Neéu tinh chit cua ham sé mii, ham s6 l6garit, méi lién he gitra do6 thi céc
ham s6 mit va ham 58 16garit cung co so.

Néu dinh nghia va céc phuong phap tinh nguyén ham.

Néu dinh nghia va cdc phuong phép tinh tich phan.

Nhic lai cic dinh nghia s6 phidc, s6 phac lién hgp, modun cua s6 phic.
Biéu dién hinh hoc cta sé phiic.

Bai tap

Cho ham s6& flx)=ax*—2@+ Dx+a+2  (a#0).

a) Chiing t6 rang phuong trinh f{x) = 0 luén c6 nghiém thuc. Tinh céic
nghiém d6. . )

b) Tinh téng S va tich P clia cdc nghiém cla phuong trinh f{x) = 0. Khao
st su bién thién va vé d6 thi cia S va P theo a.

1
Cho ham s8 y = —;x3 + (a - l)x2 +(a+3)Hx—-4.

a) Khéo sit sir bién thién va vé dé thi (C) cua ham s6 khia = 0.

b) Tinh dién tich hinh phang giéi han boi (C) va cac dudng thing y = 0,
x=-1,x=1.
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3. Cho ham s6 y= Ct+ ax’ + bx +1.
a) Tim a v h d€ d6 thi cha ham s6 di qua hai diém A(1 ; 2) va B(-2; —1).
b) Khao st su bién thién va vé dé thi (C) cua ham s6 dng vGi cdc gia tri
tim dugc cua a va b.
¢) Tinh thé tich vat thé tron xoay thu duge khi quay hinh phing gidi han
bdi cdc dudng y =0, x = 0, x = 1 va do thi (C) xung quanh truc hoanh.

4. Xét chuyén dong thang x4c dinh bgi phuong trinh

4 3

1 t
s(H)=—t" —t7 +— =131,
® 4 2

trong d6 t duoc tinh bing giay va s dugc tinh bang mét.

a) Tinh v(2), a(2), biét v(r), a(r)1an luot 12 van t6c, gia téc cha chuyén
dong da cho.

b) Tim thoi diém r ma tai dé van t6¢ bang 0.

5. Chohamsd y=x"+ ax’ + b.

a) Tinh a, b d¢ ham s c6 cuc tri bang > khi x = 1.

b) Khio sat sir bién thién va vé do thi (C) ciia ham sd da cho khi a = —%,

b=1.

¢) Viét phuong trinh tiép tuyén cia (C) tai cdc diém cé tung 46 bang 1.
6. Chohimsé y= ——2
X+ m—1
a) Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) cia ham s6 khi m = 2.
b) Viét phuong trinh tiép tuyén d clia d6 thi (C) tai diém M cé hoanh do
a#—1.

2

7. Choham o y = .
2-x

a) Khao sat su bién thién va v& dé thi (C) ciia ham s8 da cho.

b) Tim céc giao diém cta (C) vi d6 thi cia ham s6 y = &+ 1. Viét phuong
trinh tié€p tuyén cua (C) tai méi giao diém.

c) Tinh thé tich vat thé tron xoay thu dwgc khi quay hinh phing H gidi han
bdi do thi (C) va cdc dudng thang y = 0, x = 0, x = 1 xung quanh truc Ox.
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10.

11.

12.

Tim gi4 tri 16n nhat, gia tri nho nhat ciia ham 6 :

a) f(x) = 2x3 - 3x2 ~12x+1 trén doan {—2 : g],

b) f(x) = ¥’ Inx tren doan [1 ; e] ;
c) flx) =xe " trén nira khoang [0 ; + <) ;
d) f(x) = 2sinx + sin2x trén doan [0 : %n} .

Giai cdc phuong trinh sau :

)13 _13¥ _12=0;

b3 + 293" +3.2%) =8.6";

c) log\/g(x - 2).logg x = 2.logs(x — 2) ;

d)log3 x — Slog, x + 6 = 0.

Giai cdc bat phuong trinh sau :
X logs (x> —1)
a) 2 <2; : b) [—I—J > 1
¥ ¥ 2
2 I —loggx 1
¢) log” x +3logx > 4; —==— < —.
l1+log,x 4
Tinh cdc tich phan sau bing phuong phap tinh tich phan titng phan :
A r
¢ 2 xdr
a)jﬁlnxdx; b) I >
1 - £ SIn° X
6
n 0
©) f(x - x)sin xdx; d) [(2x+3)e "dr.
0 -1
Tinh céc tich phan sau bang phuong phap déi bién sd :
T
24
a) J.tan\[—g - 4x]dx (dat u = cos[g - 4x]) ;
0
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13.

14.

15.

16.

9+ 25x 5

b)

3

Sin xcos4xd.x(datu = COSX);

c)

Se—N|a

d)

" _
——\”fmxdx(datu = J1+tanx).

© Cos" x

4

P

Tinh dién tich hinh phang giéi han bdi cdc duong :

a)y=x2+ 1, x=—~1,x=2 vatruc-hoanh ;

b) y=Inx, x = —, x = e va truc hoanh.

|-

Tim thé tich vat thé tron xoay thu dugc khi quay hinh phéng gisi han bai
cidc duong y = 257 ;/é y= x> xung quanh truc Ox.
Giai cdc phuong trinh sau trén tap s6 phdc :
2A)B+2)z-@+7)=2-5;

b)Y(7 = 3i)z + (2 + 30) = (5 — 4i)z ;
¢)z2 —2:413=0":

d)z4—22—6=0.

Trén mat phéng toa do, hiy tim tap hgp diém biéu dién s6 phitc z thoa man
bat dang thic :

a)|z| < 2; bz —i|<1; o)lz—1-il<1.
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PAP SO - HUGNG DAN

CHUONG I
§l.

1. a) Ham s8 ddng bién trén[—co;%],

. i 3
nghich bién trén [5 ; +°°] v

b) Ham s6 déng bién trén cic khoang
(—e= ; =7) va (| ; +), nghich bién trén
(=75 1) '

¢) Ham s8 déng bién trén cic khoang
(~1; 0), (1 ; +o0), nghich bién trén (—e< ; —1),
0 D3

d) Ham s8 déng bién trén [O : %j , nghich

bién trén cdc khoang (— ; 0),[% ; +°Oj.

2. a) Ham s6 dong bién trén cdc khoang
(=oo i 1), (15 +00)
b) Ham 56 nghich bi&n trén cdc khoang
(=e= s 1), (15 +e2) 5
c) Ham s6 nghich bién rén khoang (—= ; —4),
ddng bién trén khoang (5 ; +) ;
d) Ham s6 nghich bién trén cdc khoang
(—=;-3),(=3;3),(3; +=).

3. HD. Xért ddu y'.

HD. Xét ddu y'.

5. HD. Khao sdt su bién thién ctua cic ham

ol

s8 sau trén khoang (0 ,g) :

a) f(x)=tanx—x;

3
b) g(x)=tanx-x—%.

§2.

1. a)xCD=—3,\xC,-=2;b)xCT=0;

c)xCD=-I;xCT=I |

3
d)xCng‘ xcr =1, x = 0 khong phii 12

R . 1
diém cyc tri ; €) X =5
2. a)xqp =0\xc.r =11,

b)xCD :%-rkn,

. .
=—=+Irn (k1 Z),;
Yo == Him )

) xep =§+2kn,

X

i1
==+R2k+Dx (ke Z);
T =7 ( T ( )

d)xCD =-1 » X =1.
3. HD. Sit dung dinh nghia cuc tri.
4. HD. Xét ddu y'.
9 36

5. a=—=;b> —
5 5

hoic a=ﬂ ;b>ﬂ.
) 25 243
6. m=-3,

1. a) min y=—41, max y=40;
(—4:4] (—4;4]
miny =8, maxy=40.
[0:5] [0:5]

b) maxy=156, miny:—l.
10;3). (0:31 4
miny=6,maxy=>552.
12:5] 12:5]

c) miny:O;maxv:%.

[2:4] 12:4)
min y= >, max y=
132 413’ 30

d) miny=1;maxy=3.
[-1:n -1
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Hinh vudéng canh 4 cm,

Hinh vuéng canh 43 m.

a)maxy=4, b)ymaxy=1.

Ll

» o=

a)yminy=0.b) min y=4.
(01 +00)

§4.

1. a) Tiém can dimg x =2 ;
Tiém cin ngang y = —1.
b) Tiém cin ding x = -1 ;
Tiém cdn ngang v = —1.

¢) Tiém cin ditng x :% :

. 2

Tiém can ngang y = g .
d) Tiém can ding x = 0.
Tiém cin ngang y = —1.

2. a) Hai tiém can dimg x = +3 ;
Tiém can ngang v = 0,

, 3
b) Tidm can ddng x = -1 va ng ;

>

Tiém cin ngang y = s
¢) Tiém can dimg x =1 ;
d) Tiémcanding x = | ;
Tiém cin ngang y = 1.

§5.

4, a) Mot nghiém ; b) Mot nghiém ;
¢) Hai nghiém.

5. b) V& m<-2 hoaicm>2: c6 mot
nghiém. -

m = -2 hoic m=2:¢6 hai nghiém.

—2<m<2:cobanghiém,

6. bym=2.
7 a)m—l’c)\-‘—Zr—l ——2,\6—l
‘ g YT 4
3
8. a)m:——;b)mz—é.
2 3

9. aym=0;c)y=-2x-1.

150

ON TAP CHUONG 1

S. bYyiym=22:iym<2;

6. b)O<x<4;cyy=9x+6.

7. b) m <2 hoac m>10: mét nghiém ;
m=2,m =10 : hai nghiém ;
2<m< 10:banghiém ;
cyy=-2x+1.

8. aym=1;bym#1;c)m<0.

9. b)y=4v+3vay=—-4xr+3.
¢) m<—6:v6 nghiém ;

m = —6:2 nghiém ;
-6 <m <3 :4nghiém;
m=3:3 nghiém ;

m >3 :2 nghiém.

10. a) m <0 : mot cuc dai ; m > 0 : hai cuc dai
va mot cuc tiéu, b) Vm ; c) m > 0.

1l.cym=3.

12. 2) Vo nghiém ; b)i§+k2n ke,

S LA T
YT
Bai tap tric nghiém

1. (B);: 2.(A);3.(B);4.(C); 5. (B).

CHUONG 1T
§l.
1. a)9;b)8;c)40;d) 121

5 I
2. a)a®:b)b;cra:d)bs.

-3
3227, 1’73 ; [l] ;
2

1 3-]
by 98" ; 32° : [-] .

7

4. a)a;b)1 (bz1);

¢) e (a2 h)

Yab
d)y Yab.



§2.
L a)(=ee; 1): by (—V2:V2) :
ORN{—1 1} :d)(~o0 ; —1)U(2 ; +o0).

2

2. a) %(4x‘—1)(2.r2 —x+1) 3

3

b) _7](2”1)(4-;(—_(2)_5 .
3 ;!
o) 7“(3“1)2 ;

4y —3(5—x)

4. a)lén hon ; b) nho hon ;
¢) nho hon ; d) 14n hon.
5. a), b) nhd hom ; ¢) 16n hon.

1 1
1. a)-3:b)——:¢)—:; d) 3.
) ) 2 c)4 )
2, 2)9:b)2v2:¢) 16:d)9.
2
3. a)g;b)4loga|b|.

4. a) lén hon ; b) nho hon ; ¢) 16n hon.
|
2(1-¢)

5. a)2a+bh+1;b)

§4.
3. a)[—oo:%);b)(—w:0)0(2;+m);

) (== ; DU +e0); d)(—% ; l)-

I
S. a) )-"=6x——_+4cosx .

X
b) y'= 2] ;
(X*+x+DInl0
. 1-lnx
) y'= 5 .
x“In3
§s.

1. a).r=—2-;b)x=—2;
3

Ax=0hodcx=3:;d)xr=9,
2. a)x=2:b)x=3;c)x=1;dx=0.
3. a)vonghiém:byx=7;
x=6;d)x=S5.
4, 1) x=2;b)x=5;c)x=28.

§6.

1. a)x<lhoécx>2;b)%5xsl:
¢)x £ 1;d)x<0hoacx>1.

2. a)x5—30;b)-§<x<3;
€)x>3:d) 95 x<27.

ON TAP CHUONG Il

4. a)R\{l};b)(—m;l)u[;—;+m};
€)(—eo 1 =3)U (45 +o0); d) [0 2 +eo),

5. 5.

6. a)8;b)11.

7. aA)x=-3;b)x=0,x=1;0)x=1;
d)x=8;e)x=27:g)x=4.

o0

.a)xZ%;b)x<~l;

c)i <|xl < V2 : d) 0,008 < x < 0,04.

22

Bai tap tric nghiém
1.(B);2.(0);3.(B); 4. (C): 5.(B);
6. (C); 7. (B).

CHUONG III
§l.

1. a) e “vd —¢™" 13 nguyén ham cua nhau.

b) sin’ x la mot nguyén ham coasin2.v.

4
) (1——]6’]5 mot nguyén ham coda
X

2
[1—2] et
x
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§2.

2.

. 5 1 2
aA)=ad+ =y +=x3+C
5 7 2

2' +1n2

b)——_I—+C ;c)=2cot2x+C;

e'(In2-1)
11 -

d&)——| —cosB8x+cos2x |+C;
4\ 4

eJtanx—xv+C;

[
1) ——¢ T +C;
g 5 ‘

[

hy L in I+x
3

+C.

1-2x

1 l( 1 2
D. —- = + .
+ro(1-2x) 3\1+x 1-2x

S

1 T
- -~
\()( V)

+C.

1
¢y - —cos? v+ C d)y—
4 I+¢

i
HD. ¢

et 12 (P

2

| 1 .
il)—(\z—I)lll(l-l-_t,')——_\- +l+(“
2 4 2

bye'(r? - +C:

¢) %;cns(z_\- +h+ i—sin(b‘ +1H+C;

(= vsmy—cosxy+C.

@) Y91y )0 ) In2;
10J4

| 4
1. 1e)y==3In2;g)0.
3 3
T 1
AN liby Toe+—=;d)0.
4 2

5 n
Y oaby o Indl +e): d)—
R 4

+C:b)— U+x)2+C

2
4 a)2:by2d+1,
9" g

) 22 - 1; d) 1.

5. )4— b) +]n3 ) 3ln&.
15 2 3
6. .
42
§3.

1. a)g ;b)e+l—2 s €) 9.
2 e

In+2

2
4. a)En b)n— (,)TI{I—E)
15 2 4

3
5. a)-ﬂ!;—(cosaf—cos3 a),(os ag% :

1
_2 3%R"
b) max V(a)=V,, 3
27
0 =
3
tai cosoL =

E.
ON TAP CHUONG 11}

3 a)i,:r4 ” © 4+3x2 - x +C:
2 3

b) —lcos4x~-l—0058x +C;
8 32

1

+
)—]nl X

+C;

l—x
-3 5. -

d) _]_(_,q‘ __1)2" +3£’" —X + C‘A
3 2

4, a)(x-2)cosx—sinx+C;

[

4
b)%x2 +_; x2 +2«/I+C



7

n
. a) ——1
)2

c)leh - +x+C;
2

d)lmn[x—£]+c;
2 4

3

2 3 2 1 +x

Zx+D)2—Sx24C; g)=| +C.
e)3(x ) 3X g)3 " —-X
a)E,b)—1839, )—2 138 —1y; d)2v2 .

3" 14
D -F o iime:
8 w2 2

3

l n o 5w
d)——In3 ;e)1+— ; .
)2 ) 5 ‘8

4
b)) —.
) 3

Bai tap tric nghiém
L(0):2.(D);3.(B);4.(O);
5.a) (0). b) (B) ; 6. (D).

CHUONG 1V

§1.

1.

a) Phan thyc 1a 1, phan 40 la -7
b) Phan thuc 122, phén 4o 1a —1.
¢) Phén thyc 1422 | phén do 12 0.
d) Phdn thuc 13 0, phin 40 14 -7.

a)x-z =ft-'b),\r—l_\/g —\/§+1'
2073 2 VT3
cx=0,y=1.

a) Dudpg thing song song vdi Oy, cit
Ox tai diém (=2 ; 0).

b) Dudng thing song song vdi Ox, cit Oy
tai diém (0 ; 3).

¢) Cac diém nim trong phin mat phing
toa d0 gidi han bdi hai dudng x = —t va
x=2.

d) Cdc di€ém niam trong phin mat phing toa
do gi6i han boi hai dudng y = 1 va y = 3, ké
cé cdc diém ndm trén hai dudng nay,

e) Cic diém nidm trong hinh vuong gidi
hanbé‘icécduc‘mgx——2 x=2;y=-2;
y = 2 k€ ca céc di€m nam trén cic canh
clia né.

. )ld=7;b) ld=V11;

o)lzl=5;d)lzd=v3.

. a) Buong tron tam O ban kinh 1.

b) Hinh tron tdm O ban kinh 1,

¢) Hinh vanh khan gidi han boi dudng
tron tdm O ban kinh 2 va dudng tron tam
O bén kinh 1, ké ca cdc diém trén dudng
tron tAm O bidn kinh 2.

d) La giao diém cha dudng tron tam O
bdn kinh 1 va dudng y = 1.

L AT =142 T =2 -iV3;

cyz=5,d) z=-17i.

. a)5-i;b)-3-10i;

¢)=1+10i; d)—3+i.

LAa+f=3+2{; a-f=3-2;

bya+pf=1+4i; a-f=1-8i;
o+ f==-2i; a-F=12i;
dDa+=19-2j;a-F=11+2i.

. a)-13i;b) -10-4i;

c)20+15f; d)20-8,

Peai, i*=1,i =i,

Néu n=4g+r,0<r<4 thii" ="

. 2)—5+12/;b)—46+9i.

L a4 g, b)2+f 2‘/5_‘61';
13713 7 7
)—E+&1 d)-2-5i.

1313
2 a2 ¥2, 3,

55 11 11
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J3

dy-Y3;
O d e
3. a)-28+4:; b)i—ﬁz
5
219 153

c)32+13i: d)———z
45 45

8 9
4. a)z=1:b) z=—-=1; =15-5i.
a) ) 5 51 c)z 1

§4.
L. +iV7 222 (2203 8205 ; +11i.
2.9z H“f ‘b) z _ 34T
14
715\/171
Q) 7y =

4. z +z
5. X 2ax+a’+h’ =

ON TAP CHUONG IV

2. Né&u s6 phic la mot s6 thyc thi moédun
cia nd chinh 12 gid tri tuyét d6i caa né.

3. z=7khivachikhizeR.

4. a) So phitc ¢6 phan thyc |6n hon hoic
bang 1.
b) S6 phic cé phan 4o thuoc doan
[-1:21 '
¢) S6 phitc ¢6 phan thuc thude doan |- ; 1]
va modun khéng vugt qua 2.

5. a) buong x = 1. b) Buong y = -2,
¢) Hinh chr nhat gidi han bai cic dudng
x=—l;x=2;y=0;y=1.
d) Hinh tron tdm O bdn kinh 2.

6.a)x=1:y=1:b)x=-1;y=3.
8. a)21 +1 b)——liil,

154

—-4 1
c)4i s dy—+~i.
)y 4i )i 51

4
9. a) z= Z+—t,b):=£—E
5 5 17 17
+
10.2) z,, = = (: i b) 7, =+¥8

. a4 _ . L
734 ~i‘l\/§. c) 5 =1 1234 =3,

3+if7 ~iN7
11. 2, 3Ty =
2 2
12.Dat 42y = ;zléz—b,a,be]R

z;,z,1a hai nghi¢m cia phuong trinh
22 —az+b=0.
Bai tap tric nghiém
1. (B). 2. (C). 3.(B). 4.(0). 5. (B). 6. (O).
ON TAP CUOI NAM

. 2
1. a),\cI :1;x2=!+—.

a
b)S=2+2:P=1+2.
a a
2. )2,
3
3. ma=1b=—t;c) 2F
105

4, a)v(Q)=-5,u(2)=1;b)1=3.

5. a)a:—2,b=§;
2

) 1 1
Oy=1,y=—=x+-

1
L2 7 YT R Y

(x— a)+
(a+l)2 a+l’

6. b)y=

7. b) y:%x-}—lvé_yzzl\"c)l/ :211:

8. a) mir; f(x)y=-19, ma)s( f(x)=8.

['2‘5 ['2;2



b) min f(x)=0, max f(x)=e>.
[lie] [1:e]

¢) min f(x) =0, max f(x):l.
[0 +e0) [0:400) e
d) min_f(x)=-2,
in
0;
2
33
ma T

[

9.-a)x=0; b)xl =0, N :]og33;
2
€)Xy =3,x2 =5; d)xl =4,,r2 =8,
10.a) (=00 ; Q) U] ; +e0);
b) (-2 5 =DHu 1 V2):
l

°’[°;mju“°;+°‘) ‘

d)(O;%]u[2;+m).

11.a)i(5e6+1);b)“—‘/§+1n2;
9 6
cym;d)3e-5.
12.2) lln3:h)L;c)—2—;d)ﬂ.
8 180 35 3
l3.a)6;b)2(l—l].
€
14'25611.
35
15.a) 222_2,‘ . b) zz—z—ii:
13 13 55

)z, :]+2\/Si, 7y = I—Z\/Si;
)z, =443, 2, =420
16.a) Hinh tron tam tai géc toa d6, ban kinh 2,
khong ké bién.
b) Hinh tron tam ¢ai (0 ; 1), ban kinh 1.

¢) Hinh tron tdm i (1 ; 1), ban kinh 1
(khong ké bién).
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BANG TRA c(U THUAT NGU

Thuat ngir Trang
Bat phuong trinh logarit 87
Bt phuong trinh 16garit co ban 87
Bdt phuong trinh ma 85
Bat phuong trinh mii co ban 85
Can bac n 51
Coso 49
Cuc dai, cyc tiéu, cyc tri 13, 14
Dién tich hinh phing 114
Diém biéu dién s6 phiic 131
Diém cyc dai chia d6 thi. Diém cuc ti€u caa dé thi 14
Diém cuc dai cia ham s3. Diém cuc ti€u cia ham s6 14
Diém cyce tri 14
Pong bién. Nghich bién. Don dieu 4,5
Pon vi 4o 131
Gia tri cuc dai. Gi4 trj cuc tidu 14
Gi4 tri 16n nhat. Gi4 tri nho nhat 19
Ham s6 logarit - 74
Ham s6 lu§ thita 56
Ham s6 mi 70
Hinh thang cong 102
Légarit 61
Logarit co s6 a cua b 62
Logarit hod 81
Légarit thip phan 67
Légarit tuy nhién 67
Luy thira 49
| Modun clia s6 phitc 132

156




Mii hod

Phan thuc. Phin ao

Phuong phép ddi bién s&
Phuong phap tinh nguyén ham timg phan
Phuong phdp tinh tich phan timg phin
Phuong trinh logarit
Phuong trinh 16garit co ban
Phuong trinh mi

Phuong trinh mii co ban
S6 mi

S6 mii hitu ti

S6 mi nguyén

S6 mii vo ti

S8 phirc

S6 phdc lién hop

. S6 thudn ao

Tap khao st

Thé tich cta vat thé

Thé tich khéi chép

Thé tich kh6i tron xoay
Tich phan

Tiém can ding

Tiém can ngang

84
130
98, 108
99
110
81
81
78
79
49
52
49
53
130
132
131
58
117
118
119
105
29
28
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MUC LUC

Chuong I. UNG DUNG DAO HAM DE KHAO SAT
VA VE PO THI CUA HAM SO

§1. Su dong bién, nghich bi€n cla ham s6
Bai doc thém : Tinh chat don diéu cda ham sé
Ban c6 biét : La-grang (J.L. LAGRANGE)

§2. Cyc tri clia ham s6

§3. Gia tri 16n nhét va gia tri nhd nhat cda ham s6
Bai doc thém : Cung 16i, cung 16m va diém uén

§4. Budng tiém can

§5. Khao sat sy bién thién va vé dé thi cta ham s6

On tap chuang |

Chuong . HAM s{j LUY THUA
HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT

§1. Lug thira
§2. Ham s6 luy thira
§3. Logarit

Ban c6 biét ; Ai da phat minh ra logarit ?
§4. Ham s6 m. Ham sd I6garit
§5. Phuang trinh mii va phuong trinh logarit
§6. Bat phuong trinh ma va bat phuong trinh logarit
On tap chuang Il

Chuong III.  NGUYEN HAM - TICH PHAN VA UNG DUNG
§1. Nguyén ham
§2. Tich phan
Ban co biét : Niu-ton (I. NEWTON)
§3. Ungj dung clia tich phan trong hinh hoc
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10
11
13
19
24
27
31
45

48
49
56
61
69
70
78
85
90

92
93
101
11

114



Ban ¢6 biét : Lich si phép tinh tich phan
Bai doc thém : Tinh dién tich bang gi¢i han
On tap chuong 1l

Chuong 1IV. SO PHUC

§1. S6 phirc
Ban c6 biét : Cac-da-né (G. CARDANO)

§2. Cong, trir va nhan s@ phirc

§3. Phép chia s8 phirc

§4. Phuang trinh bac hai véi hé sé thuc
Bai doc thém : Phuong trinh dai s6

On tap chuang IV

On tap cudi nam

Pap s6 — Hudng dan

Bang tra cltu thudt ngr

122
122
126

129
130
133
134
136
13¢
141
143
145
149
156



Chiu 1rdch nhiém xudt bdn

Bién tdp lan ddu :
Bién tdp tdéi bdan :
Trinh bay hia -
Bién tdp mf thudt :
Bién tdp ki thugr :
Suta bhdn in :

Ché ban :

. Chii tich HDQT kiém Téng Gidm déc NGO TRAN Al

Phé Téng Gidm déc kiem Téng bien tap NGUYEN QUY THAO

PHAM BAO KHUE — LE THI THANH HANG
HOANG VIET

BUI QUANG TUAN

BUI QUANG TUAN

NGUYEN THI THANH HAI

HOANG VIET

CONG TY CP THIET KE VA PHAT HANH SACH GIAO DUC

GIAI TICH 12
Ma sé : CH201T1

In 90.000 bén ; khé 17 x 24cm. In tai Cong ty C8 Phin in Ha N6i
Khu cong nghiép Ngoc Héi - Thanh Tri - Ha Noi

S4in : GK- 31. S6 xudt ban: 01-2011/CXB/170-1235/GD.

In xong va ndp luu chién thdng 01 nam 2011



- VUONG MIEN KIM CUONG
HUAN CHUONG HO CHI MINH CHAT LUQNG Qudc TE

———

SACH GIAO KHOA LOP 12

1. TOAN HOC 7.DIALI 12
« GIAI TICH 12 8. TIN HOC 12
« HINH HOC 12 9. CONG NGHE 12
2. VAT Li 12 10. GIAO DUC CONG DAN 12
3. HOA HOC 12 11. GIAO DUC QUOC PHONG - AN NINH 12
~ 4. SINH HOC 12 12. NGOAI NGU
5. NGU VAN 12 (tap mot, tap hai) o TIENG ANH 12 o TIENG PHAP 12
6. LICHSU 12 « TIENG NGA 12 « TIENG TRUNG QUOC 12

SACH GIAO KHOA LOP 12 - NANG CAO

Ban Khoa hoc Ty nhién : « TOAN HOC (GIAI TICH 12, HINH HOC 12)
« VAT L[ 12 « HOA HOC 12 « SINH HOC 12
Ban Khoa hoc Xé hoi va Nhan van : « NGU' VAN 12 (tap mot, tap hai)
o LICHSU 124 DIALI 12
« NGOAI NGU (TIENG ANH 12, TIENG PHAP 12,
TIENG NGA 12, TIENG TRUNG QUGC 12)

I

II\

81934994 1 016391 ¢, Gia: 7.800d
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