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LOI NGO

Kinh chao doc gia Epsilon, chao mua he 2023!

Muia he 12 thoi diém tuyét voi d€ nghi ngoi va tin hudng cudc séng. D6 1a thdi gian ma chiing ta c6 co
hoi kham ph4 va tim hiéu nhiing diéu méi mé. Va d6 ciing 12 thdi khic ma chiing t6i gii dén Epsilon
cho tat c4 doc gia ctia minh.

Trong sb bao Epsilon 23 nay, chiing t6i ty hao mang dén cho ban nhitng ciu chuyén dic biét, nhiing
bai toan thi vi va nhiing y tudng doc ddo. Ban sé dudc khadm pha nhiing chii dé nhu dic trung Euler
va ting dung, su dbi 1ap giita 16p vin héa An va 16p vin héa Han, cach tiép can tdng thé trong viéc
day Ngon Ngit va Toan, y nghia ctia bat d6i xiing, nhitng tinh chét hinh hoc trén cAu hinh Ty s6 Vang
va nhiéu chi dé hap dan khéc.

Chiing t6i hy vong ring sb bdo Epsilon 23 sé mang dén cho ban nhiing trai nghiém thi vi va kién thiic
bd ich trong mua hé ndy. Xin chan thanh cAm on su Gng hd va dong hanh cta ban!

Chuc ban c6 mot mua he tran day niém vui va y nghia!
Tran trong,

Ban Bién tip Epsilon
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G161 THIEU PAC TRUNG EULER
VA MOT SO UNG DUNG

TRAN THI ANH DUONG (TRUONG PHO THONG TRUNG HOC LE CHAN, HAI PHONG)

Gié6i thiéu. Bdi viét gidi thiéu mét s6 chiing minh cong thitic F —V + E = 2 (ddc trung Euler) va
mot s6 ing dung cia ddc trung Euler.
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1. M3 dau

Ddc trung Fuler, hay cong thitic F —V + E = 2 la mé6t trong 17 phuong trinh
lam thay doi thé gidi (xem [1]). Do tinh ban chat va quan trong ctia cong thiic
nay, dic trung Euler c6 dén vai chuc céch chitng minh (xem [7]) va c6 nhiéu
ting dung (xem, thi duy, [6]).

Dic trung Euler (con dudce goi 1a bat bién Euler, cong thitc Euler, hodc ddc
trung Euler-Poincaré) 1a mot bat bién topo, 1a sé khéng déi diic trung cho hinh
dang hodc cau triic ctia mot khong gian topd khéng phu thudc vao céch né bi
bién dang. Pic trung Euler thusng duge ky hiéu 1a X'. Dac trung Euler X' (S)
ctia mot da gide phing S duge chia thanh céc tam gidc bang s6 dinh trir di sb
canh cdng véi s6 mat clia tam gidc trong da gidc do:

X(S)=V—-E+F.
Da dién 16i bat ki cling c6 dic trung

X=V-FE+F=2
trong d6 V, E va F tuong tmg 1a sd dinh (géc), cic canh vA mit clia khéi da
dién.
Két qué nay ciing con dudc goi 1a cong thitc da dién Euler hoac dinh lyj da dién
Euler. Dac trung Euler da dugce x4c dinh cho céc khoi da dién va duge sit dung
dé chting minh dinh 1y vé s6 céc khéi da dién déu khéc nhau (phén loai cac

khéi Platon). Leonhard Euler, tén ctia 6ng duge dit cho khai niém nay, da c6
céc cong trinh nghién ctu dau tién vé dic trung nay. Ta co:

Tén Dinh V | Canh E | Mat F | X =V —E+F
T dién 4 6 4 2
Hinh 1ap phuong 8 12 6 2
B4t dién 6 12 8 2
Thap nhj dién 20 30 12 2
Nhi thap dién 12 30 20 2

Hinh 1. Céc khéi da dién Platon.

Ta cling c6 thé mé rong dic trung Euler (ttic cong thitc X = 2) cho hinh cau
va ap dung cho céc khéi da dién cau.
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Bai viét nay giéi han trong pham vi gi6i thiéu mot s6 cach chitng minh co ban
va mot s6 ting dung tiéu biéu ctia dic trung Euler.

2. Mot sd chitng minh céng thic dic trung Euler

Muc nay trinh bay mot sé cich chting minh cong thitc dic trung Euler.

2.1. Chitng minh duya trén ly thuyét dé thi

Biéu dién phing ctia mot do thi chia mit phing thanh cic mién, ké ci mién
v6 han. Vi du biéu dién phing ctia db thi trén Hinh 2 chia mit phing thanh 6
mién. Ching dude gadn nhan nhu hinh vé.

R, Ry

Ry
By

Rs

Euler da tim ra mdi quan hé gitta s6 mién, s6 dinh va s6 canh ctia mot do thi
phang. Ta c6:

Pinh 1y 1 Néu G la mét do thi phdng lién thong cé V dinh, E canh va F mién thi

V—-E+F=2.

2.1.1 Chting minh 1

Trudc tién ta xéc dinh biéu dién phing ctia G. Ta sé ching minh dinh i bdng Xem thém chtng minh
cach xay dung mot day cdc do thi con G1, Ga, ..., Ge = G, mdi bue ghép thém  nay & [2], trang 584.

mot canh vao do thi & bude trude. Dieu nay lam duge khi stt dung phuong phap

quy nap toan hoc.

Lay tlly ¥ mét canh ctia G dé nhan duge Gy. Dé nhan duge G, tit G,_; ta

thém tuy y mot canh lién thudc v6i mot dinh ctia Gj,—1 va thém mot dinh khac

lién thuoc véi canh méi dé, néu né chua cé trong G,_1. Dicu nay lam duge vi

G lién thong. G sé nhan duge sau khi e canh dugce ghép thém vao céc do thi tao

ra truée. Goi Ry, E, va V,, tuong ting 13 sd mién, sé canh va sb dinh ctia biéu Ry .
dién phéng ciia G,, do biéu dién phing ctia G sinh ra. Hé thitc Ry = F; — V; +2 w Vi
la ding v6i Gy vi By =1,V; =2va Ry = 1.

Bay gio gia sit theo quy nap rang R, = E,, — Vj, + 2. Goi {an11,bns1} 12 canh
g6p vao G, dé duge G, ;1. C6 hai khd ning xay ra.
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Truong hgp 1. C4 hai dinh ayy1, by41 da thudée G,. Khi d6 ching phai & trén
bién ctia mién chung R néu khong thi khong thé gop canh {an11,bn11} vao G,
ma khéng c¢6 cic canh cit nhau (G,41 14 phing). Canh méi ndy sé chia mién
R thanh hai mién con. Do d6 R,11 = Ry +1,E,1 = E, +1va Vg = V..
Do vay ta c¢6 cong thic Ry11 = Enp1 — Va1 + 2.

Trudong hgp 2. Mot trong hai dinh ctia canh méi chua thuée G,. Gid s
Gp+1 thudce Gy, con by khong thudée G,,. Thém canh nay khong sinh ra mét
mién méi ndo, vi b, 1 phai § trong mién c6 a,.1 & trén bién ctia né. Do do,
Ry,y1 = R,. Nhung E,11 = E, +1va V11 = V,, + 1. Mbi vé clia cong thiic
khong d6i nén cong thitc van ding. N6i cach khic R,y 1 = Epy1 — Vg1 + 2.

Vay v6i moi n ta déu cé6 R, = E, — V,, +2. Vi do thi gbc 1a G. nhan dugc sau
khi thém e canh. Pinh li duge chimg minh. O

Coéng thtc Euler duge minh hoa trong vi du sau:

Gi4 stt don do thi phang lién théng c6 20 dinh, médi dinh déu cé bac bing 3.
Biéu dién phang ctia dd thi nay chia mét phéng thanh bao nhiéu mién?

Do thi phéng nay c6 20 dinh, mdi dinh déu c6 bac bang 3, do vy V = 20.

Vi téng s6 bac ciia cdc dinh, 3V = 3.20 = 60, bang hai lan s6 canh, titc 1a

2F, ta c6 E = 60 : 2 = 30. Do vy theo cong thtic Euler, s6 cdc mién la:
R=FE-V+4+2=30—-20+2=12.

O

2.1.2 Chting minh 2

D6 thi trong Hinh 2 ¢6 nam dinh, bdy canh, bén mién va 5 — 7 + 4 = 2.

--.- . - ':.{:I I::il
I.n'%_." \ I'I'lltl\\""--.
T | | ,| r %
{

'

Hinh 2. Vi du m6t do thi cé nim dinh, by canh va bén mién.

Néu khong tinh ving khong gi6i han 13 mién thi cong thitc Euler tré thanh
V-E+F=1.

Xét mot cay (mot do thi phiing lién thong va khéng ¢ chu trinh). Vi cy khong
c6 chu trinh, mién duy nhat 13 mién khong bi gi6i han, nén cong thitc Euler
V -E+4+1=2hay V = E + 1. Do dé, s6 dinh ctia cAy 16n hon sé canh 1 don
vi.

Ta dung céch loai bé céc canh ra khéi d6 thi dé chitng minh dinh Ii.

Ay

Dyt

An+y

Xem thém ching minh
nay ¢ [4], trang 120.
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Xét mot do thi phéng lién thong. Chon mét canh bat ki. Canh ¢6 thé lién thudc
hai dinh hoac la m6t khuyén.

f.,r— e
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Hinh 3. Loai b6 canh a,c,d.

Gi4 st canh lién thuoc hai dinh. Ta thu nhé canh cho dén khi né bién méat hoan
toan va trd thanh mot dinh. Diéu nay 6 thé thyc hién trong do thi phing. (xem
loai bé canh a, ¢, d trong Hinh 3). Nhu vAy s& lam cho s6 canh va s6 dinh gidm
di 1 don vi. S6 mién khong ddi. Do dé, gia tri ciia biéu thtic V — E + F khong
thay doi.

Gia st canh 1a mot khuyén. Ta loai bd cic canh b,e. Do d6, sb canh va s6
mién gidm di 1 don vi. S6 dinh khong thay d6i. Vi vy, gi tri ctia biéu thitc
V — E 4 F khong thay déi.

Tiép tuc qué trinh loai bé canh cho dén khi con lai mot dinh duy nhat, khong
c6 canh va c6 mdt mién (mién ngoai). Do d6, V — E + F = 2.

Béi vi V — E 4 F khong d6i trong sudt qué trinh nén V — E 4+ F = 2 dtng vi
d6 thi ban dau. O

2.2. Phuong phap dién tich

2.2.1 Dién tich (Electrical Charge)

Dit khéi da dién trong khéng gian sao cho khong ¢6 canh nim ngang. Khi d6, Xem thém chtng minh
chi ¢6 duy nhat mot dinh cao nhat U va mot dinh thadp nhat L. nay 6 [7]

Dat mot dién tich duong tai mdi dinh, mot dién Am tai chinh gitta méi canh va
mot dién tich duong & gitta mdi mat.

Ta can chi ra rang, moi dién tich déu bi khit, trit hai dién tich tai U va L. B
moi dién tich & dinh va canh vao mit ké bén, sau d6 nhém hét dién tich trong
mdi mat lai v6i nhau. Hudéng di chuyén dude xac dinh theo quy ludt: mdi dién
tich di chuyén theo phuong ngang, ngude chiéu kim déng hd. Nhu vy, moi mat
nhan mot téng dién tich tir khoang khong gian doc theo gi6i han ciia né. Khong
gian md nay ludn phién tach thanh canh va dinh. Vi dién tich dau tién va cudi
ciing 14 & canh, sé c¢6 du mot dién tich &m. Cho nén téng dién tich trong mdi
mit déu bang 0. Va tat ca chi con lai + 2 cho dinh U va L.

2.2.2 Dién tich dbi ngdu (Dual Electrical Charge)

Xoay khdi da dién sao cho khéng c¢6 canh nio nam doc. Xem thém chitng minh
nay 6 [7]
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Gidéng nhu phuong phép trude, dit mot dién tich duong & mdi dinh va gitta cac
mat; dién tich &m G chinh gitta cidc canh.

Ta can chi ra rang, tit cd moi dién tich déu bi khit, trit hai dién tich duong. Di
chuyén dién tich trén mdi canh dén diém tan cling bén phai ctia né; di chuyén
dién tich trén moéi mit (ngoai trit mit ngoai ciing) dén dinh gan nhat bén phai
ctia n6. Moi dinh (ngoai trit dinh ngoai cting bén trai) lan lugt nhan dién tich
clia cdc canh va mat; triét tiéu vdi dién tich ban dau ctia né. Chi con lai duy
nhat 2 dién tich duong & mit ngoai ciing va dinh ngoai cling bén trai 1 chua
triét tieu.

2.3. Phuong phéap sit dung géc hinh cau (Spherical angles)

Phuong phap nay sit dung téng céc gbc trong tam gidc cau trén mat cau. Chia
khéa dé chimg minh ctia Legendre 1a mot cong thite tir hinh hoc hinh cau cho
dién tich tam gidc trén bé mat clia qua cau theo géc bén trong. Trén hinh cau,
hinh tam gidc va céc hinh da gidc khong dude tao thanh tir cidc doan thang ma
tit vong cung ctia dudng tron 16n. Mot duong tron 16n 1a bat ki dudng tron nao
trén qua cau c6 ban kinh tuong duong vdi ban kinh qué cau.

Chiing ta xdc dinh mét tam gidc trén hinh cau duge tao thanh bdi ba dudng
tron 16n, duge goi 1a tam gide tric dia (geodesic triangle).

Nhiéu dinh If déi véi tam gidc phéng ciing ding dbi véi tam gidc tric dia, ching
han: téng hai canh ctia tam gidc luén 16n hon canh con lai. Nhung c¢6 mot tinh
chat khong ding. D6 14, trong hinh hoc phang téng céc géc trong tam gidc
bang 180° nhung trén mit cau, téng cic géc trong tam gidc tric dia ludn 16n
hon 180°.

Vao thé ki 17, Thomas Harriot (1560-1621) va Albert Girard (1595-1632) da
chiing minh dinh i sau.

(Pinh If Harriot-Girard d6i v6i tam gidc) Tam gidc trdc dia trén mdt cau don
vi vdi ba goc trong a,b,c co dién tich

S=a+b+c—m.

Bdi vi tong céc goéc trong tam gidc phing 14 7 nén c6 thé viét lai cong thitc
trén nhu sau: S = (a + b+ ¢) - téng céc géc trong tam gidc phing.

Gia st hinh cau don vi c6 ban kinh R = 1. Khi d6 dién tich ctia né 1a
Sme = 4m. Ta st dung mot vat dude goi 14 lune (1ui liem). Lune 14 mién
dugc giéi han béi hai dudng tron 16n. Hai dudng tron 16n ludn cit nhau tai
hai diém déi xting trén mit cau.

10

Xem thém chitng minh
nay ¢ [4], trang 89.
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Dinh 1y 3

L3I GIAI

Néu 1usi liém c¢6 mot géc a thi gbe dbi dién ciing bang a. Ta co:

Slune _ a
Sre 27
Khi dé dién tich luai liem 1a
a a
Slune = %Smc = %47'[' = 2a.

Xét mot tam gidc tric dia ABC trén mit cau don vi, ¢ cac géc a, b, c. Tam
gidc nam & mot nita ban cau. M rong cac canh ctia tam gidc ABC' cit bién
ctia ban cau. Goi D, E, F,G, H, I 1a cac giao diém.

Theo tinh chat déi xing,

Sape + Saca = Siune = 2a.
Tuong tu,
Spra + Spp1 = 2b; Scur + Scer = 2c.

Suy ra
(Sape + Sacu) + (Sera + Sepr) + (Scur + Scer) = 2a+ 2b + 2¢.

Do dé:
1
ismc + 2S840 = 2a+2b+ 2¢

= 27 4+ 2540 = 2a + 2b + 2¢
= Sapc=a+b+tc—m

O

(Dinh Ii Harriot-Girard d6i v6i da gidc) Dién tich ciia da gidc trdc dia(geodesic
polygon) n - canh trén mdt cau don vi cé cdc géc trong ay,as, ..., a, ld

S=a1+as+..+a, —nr+27.

Téng céc gbc trong ciia da gidc phing n-canh 1 (n — 2) 7.

Do d6, tuong tu dbi véi tam gidc, dién tich ctia da gidc trac dia 13 hiéu cta
téng céc géc trong clia né véi tong cdc goc trong clia da gide phing cb cling
s6 canh.

Ta chia da gidc tric dia thanh cdc tam gidc tric dia bang cich thém céc
duong chéo, ta duge (n — 2) tam gidc. Téng dién tich cdc tam gidc bang dién

11

Hinh 4. Tam gidc trén ban
cau.



Tap chi Epsilon, S6 23, 06/2023

tich da gidc va tdng cic gbc clia cac tam gidc bang tdng cac goc clia da gisc.
Y
II\—_ il .III

Hinh 5. M6t da gidc trén mit cau duge phan chia thanh cic tam gidc.

Ap dung dinh 1i Harriot - Girard dbi v6i (n—2) tam gidc va téng hop ta dugc
S=a+ar+..+ap,—(n—-2)r=a;+az2+ ... +a, — nw + 27.

Hinh dung da gidc nhu Hinh 6. Dit thudc do gbc tai méi géc, thém —m trén
mdi canh v thém 27 gitta moéi mit. Dién tich da gidc bing tdng cac sb trén
hinh. Biéu dién hinh &nh nay rat hitu ich trong viéc hiéu chimg minh cia
Legendre vé cong thitc Euler.

Vi mét da dién 16i ¢6 V dinh, E canh va F mit. Goi = la diém bat ki bén
trong. Nhu Hinh 7, xdy dung mot hinh cau tAm 2 bao quanh da dién. Ta c6
thé chon hinh cau c¢6 ban kinh bang 1.

St dung céc tia phét ra tit x, ta chiéu da dién trén mit cau. Tudng tugng
rang da dién 13 mét mo hinh khung day va z 13 mét béng dén. Hinh chiéu 1a
béng ctia khung day trén bé mit ctia mat cau. Khi dé cdc mat ciia da dién
trd thanh cac da giac tric dia.

Ta tinh dién tich mit cau bang hai cach. Trude hét, ta sit dung cong thitc
tinh dién tich néi tiéng dé tim ra dién tich mat cau don vi la: S = 47. Sau

Hinh 7. Phép chiéu moét
hinh da dién 1én mdét mat

d6 tinh téng dien tich céc mat da gide trén mit ciu. e

Theo dinh 1f Harriot - Girard, dién tich ctia mdi mit n - bién bang téng céc I

géc trong trit di nm — 27, Gan tat ca cac gbc, canh va mat trén mat cau, dat /___ X }\
cic thude do 6 moéi géc, thém —m trén ci hai bién ctia mdi canh va thém 27 faz - '[,i;ﬁ;f " -.
& gitta mdi mat, tao ra moét mit cau nhu Hinh 8. I | \
Mac di, téng cic goc tai mdi dinh ctia da dién nhd hon 27 nhung khi chiéu |'. |I'I M -IEI-IE EIII
trén mit cau thi tdng cdc gbc bang 2w. Vi ¢ V dinh nén ta c6 tdng céc gbc | I| /
bang 27V. Méi canh thém —27 ma c6 E canh nén téng ta c6 —27E. Mai mét ! x oa /
thém 27 ma c6 F miit nén tong ta cé 27F. ﬁq:f___'f;:f

Vay ta co:
dn =27V —2nE 4+ 27Ff =2=V — E+ F.

Hinh 8. Da dién cau.

2.4. Chiing minh cia Euler

Euler da dé xuit chimg minh cong thitc X = 2 bang céch loai bd cic dinh cia  Xem thém chimg minh
khéi da dién 16i, mdi 1an loai bé mot dinh cho dén khi chi con lai mot hinh  ndy & [4], trang 68.

12
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chép tam gidc gom bén dinh.

Ta bit dau v6i mot khéi da dién 16i ¢6 V dinh, E canh va F mit. Dau tién ta
loai bé mét dinh tit khéi da dién sao cho khéi da dién con lai c6 it hon mot
dinh. Can xdc dinh sb mit va sb canh. Goi O 1a dinh s& dugc loai bo va gia sit
c6 n mit (do dé c6 n canh) cé chung dinh O. Ta thdy dinh O c6 thé duge loai
b6 bang cach cit di n — 2 khdi chép c6 dinh O. Vi du, khéi da dién & Hinh 9 ¢
dinh O 1 giao ciia 5 mit. Do d6 né duge loai bd bang cach cit di 3 khoi chép.

Hinh 9. Loai bé dinh O bang céch cit di cdc khdi chép.

Ta phai xét ba trudng hgp dac biét.
Trudng hgp 1 Gid st n mét cé chung dinh O déu 1a hinh tam gidc. Bang céch
cat bo O, ta dong thoi loai bé n mit nay, hé qua 1a tao ra n — 2 mit tam giac
méi. Gid sit céc mit nay khong dong phang, ta c¢6 sé mit ciia khéi da dién méi
la

F—-n+(n-2)=F-2.

(F 14 s6 mit ban dau)

Trong qué trinh ta clng loai bé n canh giao nhau tai O, nhung ta thém n — 3
canh nam gifta n — 2 m#t tam gidc méi. Do d6 s6 canh ctia khéi da dién méi 1a
(E 1a s6 canh ban dau)

E—n+(n+3)=FE-3.

Vi du trong Hinh 9, ban dau khéi da dién c6 11 mét va 20 canh. Sau khi loai
bé dinh O ta dudc khéi da dién méi c6 9 mat va 17 canh.

i

Hinh 10.

13
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Trudng hgp 2 Gid sit mot trong sd cdc mit giao nhau tai O khong phai 1a
hinh tam gidc (vi du mit t6 den trong Hinh 10). Khi khéi chép tam gidc chia
mit d6 bi loai bé thi mat dé khong hoan toan bi bién mat. Hon nita mot canh
méi sé duge thém vao khi mit dé bi cit lam hai. Do dé sb canh va sb mét cia
khéi da dién méi déu 16n hon 1 so v6i ban dau. Vi du trong Hinh 10, khéi da
dién ban dau c6 12 mét va 23 canh. Sau khi loai bé dinh O ta dugc khoi da
dién méi c6 12 — 2+ 1 = 11 mat va 23 — 3+ 1 = 21 canh.

Téng quat lai, néu khdi da dién ban dau c6 s mit khong 1a hinh tam gidc c6
chung dinh O thi sau khi loai b dinh O, sé mit va s6 canh sé nhiéu hon s don
vi so v6i ban dau. Vi viy s6 mat méi 1a

F—2+s.

Va s6 canh méi 1a
E—-3+s.

Trudng hgp 3 Gia st hai mit tam gidc méi ndm canh nhau va dong phing
(vi du mét duge t6 den trong Hinh 11). Ching sé khong tao ra hai mat phan
biét trong khéi da dién méi, ma tao ra mot mat hinh ti gide. Vi viy sé co it
hon 1 mit so véi ban dau. Va do khéng cé canh giao giita hai mat nén ciing sé
c6 it hon 1 canh so v6i ban dau. Vi du trong Hinh 11, khéi da dién c6 11 mat
va 20 canh. Sau khi loai bd dinh O, khéi da dién con lai 11 —2 — 1 = 8 mat va
20 —3 — 1 =16 canh.

Vay néu thuc hién ¢ 1an thi sé c6 it hon ¢t mat va t canh. Vay khdi da dién con
lai c6 s6 mat 13
F—-2+4+s—1t.

Va s0 canh 1a

Hinh 11.

Céc cong thitc nay dai dién cho s6 mit va s6 canh ctia khdi da dién sau khi
mot dinh duge loai bd. Néu ta lay sb canh mdi trit di s6 mat méi ta duge

(E-3+s—t)—(F—2+s—t)=1.

C6 thé néi, hiéu clia canh va mit gidm di 1 don vi sau khi loai bé 1 dinh. Do
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d6 néu loai bé n dinh thi hiéu ctia canh va mat 1a

E—F —n.

Ta c6 thé két luan duge chitng minh ctia Euler. Ban dau ta ¢ mot khéi da dién
16i v6i V dinh, E canh va F mat. Gid st ta lan lugt loai bé ting dinh mét, thi
sau n lan s& con lai 4 dinh. Khi d6 V —n = 4 hay n = V — 4. Khéi da dién
con lai ¢6 4 dinh duge goi la khéi chép tam gidc, c6 hiéu clia canh va mit 1a
6 — 4 = 2 ma theo 14p luén & trén la £ — F — n. Do d6 ta ¢ cong thic

E—-F—-n=2. (2.4.1)
n=V -4 (2.4.2)

Thay (2.4.2) vao (2.4.1) va chuyén vé ta dugc

V-E+4+F=2.

2.5. Phuong phap loai bo tam giac

Cauchy da dua ra ¥ tudng thém vao hodc loai bé mot sé dinh cia hinh da dién ~ Xem thém chtng minh
sao cho gia tri biéu thitc V — E + F khong ddi. Cudi cuing ta dugc mot tam  nay & [4], trang 114.
gidcdon c6 V — E+ F = 2.

Cho mot hinh da dién 16i ¢6 V dinh, E canh va F mit. Dau tién ta sé bién ddi

hinh da dién thanh mét do thi phing (Hinh 12). Ta loai bé mot mét clia hinh

da dién, rdi di chuyén vao mit nay tit ca cic dinh khic ma khong lam thay

ddi sb lugng ciia ching, ta sé ¢6 mot hinh phing ciia da gide chita trong mot

duong vien.

Hinh 12. Chiéu hinh da dién lén mit day.

Xét d6 thi phing 16i tao ra tit cdc canh ctia da dién. Chia do thi thanh cdc hinh
tam gidc bang cich thém dudng chéo vao tat ca cic mién khong phai 14 hinh
tam gidc (d6 thi tht nhat Hinh 13). Mdi 1an mot duong chéo duge thém vao
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thi s6 canh va s6 mién déu ting thém 1 don vi. S6 dinh van giit nguyén. Nhu
véy, biéu thitc V — E + F khong d6i so véi do thi ban dau.

Hinh 13. Thit tu tam gidc loai bo tir do thi tam gidc.

Sau khi dd thi da dugc tam gidc hoa, ta phan ra né bang cach loai bé cac hinh
tam gidc tit bén ngoai, cho dén khi chi con lai mot tam gidc duy nhat.

Mot hinh tam gidc & bén ngoai do thi c6 thé c6 mot hoac hai canh bén ngoai.
Trong truong hgp mét, tam gidc duge loai bdé bang cich bd di mot canh va
mot mién (do thi thit hai Hinh 13). Trong trudng hdp hai, tam gidc dugc loai
boé bang cach bé di hai canh, mot dinh va mot mién (dd thi thit ba Hinh 13).
Trong ci hai trudng hop thi biéu thitc V — E + F khong doi.

Dén cudi cung, ta dudec mot do thi tao bdi mot tam gidc don, c6 3 dinh, 3 canh
va2mién. Khido V-E+F=3-3+2=2.

Vay V — E + F = 2 luén dting dbi v6i do thi ban dau. O

3. Mot sb ting dung va bai toéan lién quan

Cong thitc dic trung Euler dugce sit dung lam chia khéa dé chitng minh mot s6
dinh i va bai toan lién quan. Ta xét mot s6 vi du sau.

3.1. Khéi da dién Platon

Trong toan hoc, céc khéi da dién Platon 13 cdc da dién 16i déu. Chi c6 ding 5
da dién Platon d6 1a t dién déu (tetrahedron), hinh 14p phuong (hexahedron),
bat dién déu (octahedron), thap nhi dién déu (dodecahedron) va nhi thap dién
déu (icosahedron).

Céc da dién déu Platon dugc biét dén tit rat sém trong thoi ki ¢6 dai. Nhitng da
dién déu Platon dau tién dugc tao ra tit cach day hon 4000 nam va chiing dugc
cham khéc trén nhitng khéi da. Xuat hién tit rat sém nhung cho t6i thoi diém
céch day hon 2500 nam thi cdc quy luat toin hoc xung quanh van dé cac khdi
da dién déu Platon méi lan dau tién dugc dé cap t6i va duge nghién cttu sdu
rong. Va cho t6i khi nha triét hoc, nha thién van hoc va ciing 1a nha hinh hoc
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Pinh nghia 1

L3I GIAI

néi tiéng Hy Lap - Platon (khoang 427-347 TCN) chi ra rang chi ¢6 5 khéi da
dién déu thi chiing dugce biét goi 1 cdc khéi Platon. Céc khéi Platon gom 5 da
dién déu tetrahedron, hexahedron, octahedron, dodecahedron va icosahedron
(Hinh 1).

Duéi day trinh bay chitng minh ton tai duy nhat 5 da dién déu Platon nhg dic
trung Euler.

Khéi da dién (H) duge goi 1a khéi da dién 16i néu doan thang ndi hai diém
bat ki ctia (H) ludn thude (H).

Khéi da dién 16i déu la khédi da dién 16i c6 tinh chit sau:

a) Mdi mit clia n6 1a mot da gidc déu p canh.

b) Madi dinh ctia n6 1a dinh chung ctia ding g mat.

Khéi da dién déu nhu vAy dude goi 1a khéi da dién déu loai (p, q).

(Chi ton tai duy nhat 5 da dién déu Platon) Ta c¢6 dac trung Euler:
V-E+F=2 (3.1.1)

Dau tién ta c6 moi lien hé: pF = 2E = ¢V. That vay, ta c6 p la sb canh cia
mdi mét da dién, F s mit cia khoi da dién, suy ra pF 1a téng s6 canh cia
tat ca cdc mit ctia khdi da dién. Ma mot canh ctia da dién ké véi hai mat
ctia khéi da dién. Suy ra pF = 2F.

Mat khéc ta lai c¢6 ¢ 13 s6 mat gdp nhau & mot dinh, V' 14 tong s6 dinh cia
khéi da dién. Suy ra ¢Vv 1a téng s6 dinh ctia tat ci cac mit ctia khéi da dién.
Mat khéc, ¢ 13 s6 canh gip nhau 6 mot dinh. Ma mdi canh lién két véi hai
dinh ctia da dién. Suy ra qV = 2E. Vay:

pF =2E =qV. (3.1.2)

Thé (3.1.2) vao (3.1.1) ta dugc:

2F 2F
D )
q D
1,111
g p 2 E’
1 1 1 1
:>7 —_ = — —. 3.1.3
q+p 5T E (3.1.3)

Bé&i vi mdi da dién c6 it nhat ba canh, khéi da dién c6 it nhat ba mat gap
nhau ¢ mot dinh nén ta cé p > 3,q > 3. Mit khac néu p, ¢ cung 16n hon 3

thi sé dan dén p > 4,q > 4. Do d6

11 1 1 1

_|_

<

N | =

E

N |

1
p+q_4+4 2
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1
= —=<0. 3.14

=< (31.4)
Tit (3.1.4) suy ra diéu vo 1. Do d6 p, ¢ khong thé dong thsi 16n hon 3 dugec.
Suy ra p=3 va ¢ > 3 hoac p > 3, va ¢ = 3.

Khéng mat tinh tong quét, gid sit p = 3. Thé vao (3.1.4) ta dugc:

1111
qg 3 2 FE
I
qg 6 FE 6
=3<¢qg<6.

Do ¢ 14 s6 nguyén nén ¢ chi c6 thé 1 3, 4, 5. Tt d6 suy ra e = 6, 12, 30. Mot
cach tuong tu cho truong hop ¢ = 3. Ta ciing c6 p = 3, 4, 5.

Vay ta nhan duge nam cip s6 (3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3). Tit nam cip sd
gi4 tri ctia (p, ¢) nay cho ta nam da gidc déu can chimg minh. O

3.2. Trai béng da va bai toian phii mit cau

Trai béng thudng duge phti béi cic miéng da den trang, khong biét c6 bao
nhiéu ngusi da to mo ma cam lén dém xem c6 bao nhiéu miéng da den, bao
nhiéu miéng da trang. Cu thé, méi manh ngi gidc den gin véi 5 manh luc gide
tring khéc. M&i manh luc gidc gdn v6i 3 manh luc gidc va 3 manh ngii gidc
khac. Va thuc té, ta ¢6 thé chting minh ring chi ¢6 ding mot cach phit kin bé
mit qui bong theo kiéu nhu vy, dé 1a phit béi 12 miéng da den hinh nga gic
déu va 20 miéng da trang hinh luc gidc déu.

Dé don gian, ta c6 thé coi qua boéng 1a mot khdi da dién. Mot da dién 16i rat
gibng véi trai béng va né sé bién thanh trai béng khi ta thuc hién mot phép
chiéu da dién 16i trén lén mot mit cau cé tam 1a tam ciia da dién dang xét.
Mot céch tudng tugng, ta lam cong cdc mit cta da dién tit cic da gidc phing
thanh cac da gidc cau.

Da dién 16i duge giéi han bdi cdc mit 14 céc da gide phing, céc da gidc nay
dugc gi6i han béi cic doan thing, con cdc doan thing duge gidi han béi 2 dau
miut, ching 1a cdc dinh ciia da dién 16i.
Goi n 13 sb mat ngii gidc. Vi mdi hinh ngii gidc ké v6i 5 hinh luc gidc khac nén
c6 5n mat luc gide. Con s6 nay thue té phai chia cho 3, vi méi mit luc gidc lai
ciing ltic ké v6i 3 mat ngii gide. Khi d6 s6 hinh luc gidc 1a 5?”
Moi dinh dudc tinh ba lan (ting v6i ba mat), méi canh dude tinh hai lan (tng
v6i hai mat) nén ta cé:
S6 dinh:
_n+6.%
3

= on;
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S6 canh:
B 5n+6.%” _ 15n
B 2 2’
SO mat
om  8n
F = — = —.
n+ 3 3
Thay vao V — E + F = 2 ta dudgc:
n
—=2=n=12.
6 n

Nhu vy can phit kin bé mit qud béng bang ding 12 méanh ngil gidc va 20
manh luc giac.

4. Dic trung Euler va mo6t sé bai toan trong 1y thuyét
dd thi

Dic trung Euler ¢ thé dung dé lap mét sb bat ding thic dbi véi céc dd thi
phéng va phét trién céc dinh Ii vé 1y thuyét do thi.

4.1. B4t ding thitc dbi v6i dd thi phing

. R , Xem thém & [2], trang
Hé qua 1 | Neu G la mot don do thi phang lién thong c¢6 E canh, V dinh, v6i V' > 3. 536.

Khi d6 EF < 3V —6.

Dinh nghia 2 | B4c ctia mién. D6 13 s6 canh trén bién ctia mién d6. Khi mét canh xuat
hién hai lan trén bién (tic 1la n6 duge vé hai lan khi vé bién) né6 sé goép 2 don
vi vao béc clia mién. g 2

Bé d& 1 | Tong sb béc ciia cic mién bang ding hai lan s6 canh ctia do thi - .

LO1 GIAT | (Chting minh B& dé 1) Trong do thi, mdi canh 1a canh chung ctia hai mién. Do
dé, téng sb bac ctia mién bang hai 1an sb canh cta do thi. O

LO1 GIAl | (Chitng minh Hé qua 1) Mot don dd thi phzamg lién thong khi vé trén mot mat
phéng sé chia mit phing thanh r mién. Bac ctia mdi mién it nhat bang 3 (vi
ta chi xét d6 thi don nén khéng c6 canh boi dé tao ra mién bac 2 va khong
¢6 khuyén dé tao ra mién bac 1). Dic biét, bac clia mién v6 han it nhat bang
3 vi c6 it nhat ba dinh trong do thi.
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Theo B6 dé 1 ta c6 2E =Y deg(R).
R

Vi mbi mién c6 bac 16n hon hoiic bang 3 nén % deg(R) > 3r. Suy ra % > r.

Theo dac trung Euler ta c6 r = FE —V + 2. DodéE—V—I—QS%:E
3V —6.

LTIA

Vi du | Chimg minh rang do thi day dit gdm 5 dinh K5 khong 1a do thi phang.

Lot cral | DO thi K5 ¢6 ndm dinh va mudi canh. Vi bat déng thitc E < 3V — 6 khong
thoa man dbi v6i do thi nay, do E = 10,3V —6 = 9.
Vay d6 thi K5 14 khong phéng. O

Hé qua 2 | Néu mot don d6 thi phing lién thong cé E canh, V dinh, v6i V > 3 va khong
¢6 chu trinh do dai 3 th1 £ <2V — 4.

LOI GIAI | (Chimg minh Hé qua 2) Mot don do thi phing lién thong khi vé trén mot miit
phiing sé chia mit phing thanh r mién.
Theo B6 dé ta c6 2E =Y deg(R).
R R
Vi d6 thi khong cé khuyén hodc canh bdi va khdng cé chu trinh don d6 dai

3 va bac clia mién v6 han it nhat 1a 4, nén mdi mién c6 bac it nhat 1a 4. Do
4 E
do %deg(R) > 4r. Suy ra 5 > 7.

Theo cong thitc Eulertacor = E—V+2. Dodé E—V 42 < % = F <2V —-4.
O

Vi dy | Chting minh dd thi K33 1a khong phing.

Lot ciar | Do d6 thi K33 khong c6 chu trinh do dai 3 (Vi né 1a d6 thi ddy di hai phia)
nén ta c6 thé 4p dung Hé qua 2. Do thi K33 c6 sdu dinh va chin canh. Vi
E =9 va2V —4 =8, khong théoa man Hé qua 2.

Viy d6 thi K33 1a khong phang. O
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Dinh Iy 4

L3I GIAI

Dinh Iy 5

L3I GIAI

4.2. Pinh 1 4

Néu G la mot do thi don phing ¢6 V' > 3 dinh thi G ¢6 nhiéu nhit 3V — 6
canh.

Gid st G c6 E canh va F mién.
C6 thé dém s6 mién bdi s6 canh bao quanh mién, trong d6 fi, 1a s6 mién cé

k canh. Ta c6
F=fi+fo+fs+fat+..

Vi G 1a do thi don nén mdi mién s& c6 it nhat 3 canh. Do dé
F=fs+fi+fs+.. (4.2.1)
Ma mdi canh 1a canh chung ctia 2 mieén nén
OF = 3f3 + 4fs +5f5 + ... (4.2.2)
T (4.2.1) va (4.2.2) ta co:
2F —3F = f4+2fs5 +3fs + ... > 0. (4.2.3)
St dung dac trung Euler V — E + F = 2 va (4.2.3) ta dugc:

3V—_6=302+E—F)—6=3E—3F>E.

Vay G c6 nhiéu nhat 3V — 6 canh. O

4.3. Pinh 1i 5

Moi don do thi phdng cd it nhat mét dinh ¢é bic nhé hon hodc bdang 5.
Theo chitng minh Dinh 1i 4 ta c¢6
2F —3F = f4+2f5+3fs + ... > 0. (4.3.1)

Gia sit, mdi dinh c6 bac nhé nhat 1a 6. C6 thé dém s6 dinh bdi sb bac cla
dinh, trong d6 v; 1a s6 dinh c6 béc i.

V =wvg +v7 +vg+v9 + ...

2F = 6vg + Tvy + 8vg + 9vg + ...
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Do dé:
2F — 6V = vy + 2vg + 3vg + ... > 0. (4.3.2)
Tu (4.3.1) va (4.3.2) suy ra
2F — 6V + 2 (2E — 3F) = 6E — 6V + 6F > 0.

Vivay V — E + F <0 (miu thuan véi cong thic Euler).
Do d6 dd thi phai ¢6 c¢6 it nhat mot dinh ¢é bac nhé hon hodc bang 5. O

5. Pinh 1li Pick

Pinh Iy 6  (Dinh 1y Pick (1899)) Dién tich cia da gidc don P (khong nhat thiét 1oi) trén  Xem thém & [3].
mat phang vdi cdc dinh nguyén duge cho bdi cong thite

1

trong dé I la so diém nguyén nam trong P va B la so diém nguyén nam trén
bién cua P.

Trude hét ta can st dung két qua bo dé sau.

Bé dé 2 | Moi tam gidc co ban déu c6 dién tich bang %

Pinh nghia 3 | Tam gidc co bdn 1a tam gidc c¢6 cac dinh 1a cic diém nguyén, dong thoi trén
bién va phan trong ctia né khong con diém nguyén nao khéc.

LOI GIAI | (Chting minh B dé 2) Xét mot tam gidc co ban bat ki. Lay mot hinh chit nhat
¢ cac canh cung phuong véi cac truc toa do sao cho néd chita canh tam giac
va mdi canh chita it nhdt mot dinh ctia tam gidc. Vi hinh chit nhat c6 4 canh
va tam gidc c6 3 dinh nén cé it nhat mot dinh clia tam gidc 14 dinh ctia hinh
chit nhat, ma tam gidc 13 co ban nén chi xay ra tinh huéng & Hinh 14 H3
(b6 qua céc trudng hgp tam thudng), tinh huéng ma mot canh ciia tam gidc
13 duong chéo cia hinh chit nhat (trusng hgp Hinh 14 H1 c6 diém nguyén
L, Hinh 14 H2 c6 diém nguyén K.)

22



Tap chi Epsilon, S6 23, 06/2023

L3I GIAI

H1 H2

.7 H3 A

o 13 i

Hinh 14.

Trong Hinh 14 H3, tam gidc co ban dang xét 1a OAB. Khi d6 sb diém nguyén
nam trong tam gidc OAB 1a noag = 0.

Khéng mat tinh tong quét, ta gid st M = (0;m) , P = (p;0), B (by;b2), &
day m, p, b1, by 14 céc s6 nguyén duong théa man p > by va m > bo.

S6 diém nguyén nam trong hinh chit nhat OM AP 1a noyrap = (m—1)(p—1).
Ma khong c¢é diém nguyén nao trong sb cac diém nay nam trén OA. Suy ra
s6 diém nguyén nam trong tam gidc OAP 1a noap = %.

Tinh toan tuong tu, ta cé sb diém nguyén nam trong tam gidc OBR 1a
NOBR = (b1—1)2(b2—1)'

S6 diém nguyén nam trong tam gidc BAS 1a npag
S6 diém nguyén nam trong hinh chit nhat BSPR 1a npspr =
(bz*l)(p*bl *1).

S6 diém nguyén nim trén doan thang BS (khic B va S) la npg = p—by — 1.
S6 diém nguyén nam trén doan thang BR (khic B va R) 1a npr = by — 1.
Mat khéac,

_ (p—b1—1)(m—ba—1)
5 .

noap =1+ noap +noBr +nBas + npspr +NBs + nNBR.

Suy ra
m—1)(p—1 b1—1)(ba—1 —b1—1)(m—ba—1
( %(P ) _ 1 (b1 )2( 2—1) (p=b1 )é 2—1)

+b2—1)(p—b1—1)+p—by —1+4+by— 1.

Do d6 mb; — bop = 1, bang céch cong trit dién tich ta c6 Soap = 3.

O

DPinh 1i Pick. Dau tién, ta chia da gidc P thanh cic tam gidc co ban. Xét
dd thi G ¢6 dinh 13 cdc diém nguyén nam bén trong hay trén bién clia P, cac
canh 1a canh clia cidc tam gidc co ban trong phép chia dang xét. Dé thay G
14 d6 thi phing, hitu han va lién thong va gdm f — 1 mién tam gidc co ban.
Goi f 1a s6 mit, e; 1a s6 canh trong (canh chung ctia hai tam gidc co ban),
ep 14 s6 canh bién (canh nim trén canh ctia P) cta G.

23



Pinh Iy 7

LOI GIAI

Tap chi Epsilon, S6 23, 06/2023

Vi dién tich cta tam gidc co ban bang % nén

1

Sp=5(f-1) (5.0.1)

Do mobi canh trong 14 canh chung ciia diing hai tam gidc co ban va mdi canh
bién la canh ctia ding mot tam gidc co ban nén

3 (f — 1) = 2e; + €. (502)

S6 dinh ctia G bang I + B, s6 canh bang e; + e, v sb mit bang f nén theo
cong thicc Euler ta c6

I+B—(ei+e)+ f=2. (5.0.3)
Ngoai ra, s6 canh ngoai va diém ngoai 1a nhu nhau: B = e, . Nén tir (5.0.1),
(5.0.2) va (5.0.3) ta c6:

1

Vay Dinh 1li Pick dugc chttng minh. O

6. Dinh li Sylvester-Gallai

(DPinh 1i Sylvester-Gallai) Trong moi tap n > 2 diém trén mit phing, ma tit
c& cdc diém khong nim trén mot dudng thing, luén ton tai mot dudng thing
chita ding hai diém.

Néu ta nhing mit phing R? vao R? gan mit cau S2.Khi d6 véi mbi diém
trén mat phing R? sé c¢6 mot duong thing di qua diém d6 va tAm hinh cau
nén c6 su tuong tng 1 — 1 gitta mot diém trén mit phing véi cip diém déi
xuyén tAm trén mit cau. Mot dudng thing trén mit phing tuong tng véi
mot dudng tron 16n trén mét cau.

Do dé ta c6 thé phat biéu lai Pinh 1i nhu sau: Cho tdp hop n > 2 cdc cip
diém doi zuyén tam trén mdt cau S? sao cho ching khong cing nam trén
mot duong tron lon. Khi dé c¢é moét dudng tron lon chia ding mot cap diém
doi zuyén tam.

Gid ta hoan déi, thay thé mdi ciap diém ddi xuyén tdm bdi mot dudng tron
16n tuong tng trén mit cau. Nghia 13, thay vi cip diém +v € S? ta xét dudng
tron tryc giao cho béi C = {x € 2 : (x,v) = 0}. (Néu ta coi v 1a cyc Bic
ctia hinh cau thi C, 1a dudng xich dao).

Vi vay Pinh li Sylvester-Gallai yéu cau ta chtmg minh: Cho tdp hop n > 2
cde duong tron 1on trén mdt cau S? sao cho ching khong cing di qua mot
diém. Khi dé luon cé mot diém la giao ciia ding hai dudng tron lén.

Su sép xép cac duong tron 16n tao ra mot don do thi phing trén S? ¢ dinh
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14 giao ctia cdc dudng tron 16n va chia ching thanh cdc canh. Tat ca cac dinh
déu c6 bac chin va nhé nhat 1a bang 4 (theo cich dung). Do d6 luén ton tai
mét dinh cé béc bang 4.

Do vay, luén c6 mot diém 1a giao ciia ding hai dudng tron 16n. O

7. Dinh li vé cdc dudng thing don séc

Pinh Iy 8  Cho mot tap cdc didm “tring” va “den” trén mit phing, ma tit ca céc diém
khong nim trén mot duong thing. Khi Ay luon ton tai mot duong thing “don
sac” (monochromatic line) chita t6i thiéu hai diém cliing mau va khong chita
diém khic mau.

Ménh d& 1 | Néu S 1a mot su sip xép cdc dudng thing trong mit phing xa anh véi V
dinh, E canh v4 F mién thi V — E+ F = 1.

Lot ciar | Truong hop |S|=2tac6 V=1, E=2,F=2.Dod6 V-E+ F = 1.

Gia sit cong thitc ding v6i trudng hop |S| = n. Goi I 1a dudng thing khong
thuoe S va S’ = S U {l}. Vi vy ]S] =n+1l.

Goi V', E', F' 1an lugt 1 cdc dinh, canh va mién ctia S'. Bing céch thém I
vao S b6 sung cho dinh, canh va mién dugdc tao ra. D6i v6i moi canh tao ra
béi I trong E', mot mién ctia F duge chia thanh hai. Déi v6i méi dinh tao ra
béi I trong V', mot canh ciia F ciing dudc chia thanh hai. Do d6 gia tri cta
biéu thitc V — E + F khong d6i. Vay V — E 4+ F = 1. O

LoI GIAI | (Chimg minh Pinh 1y) Ta st dung diic trung Euler cho da gidc (hay tong quat
hon 14 cho d6 thi) trén ban cau xa dnh déi ngau. Trong trudng hdp nay cong
thitc dic trung Euler 14 V — E + F = 1 (theo ménh dé) véi V 1a s6 dinh, E
14 s6 canh va F 1a sb mién.

Gia st khong ton tai dinh don sic. Goi r; 14 s6 céc da gidc —i canh, ¢ 1a sd
cdc goc tao béi hai mau khac nhau.

Do khéng c6 da gidac — 2 canh nén

F=>Y"r. (7.0.1)

i>3
Do mdi canh 1a canh chung ciia ding hai mién nén

2E = ir;. (7.0.2)

i>3
Do da gidc — 3 canh c¢6 thé c6 nhiéu nhit 2 géc don sic nén

c<2r34 Y irg. (7.0.3)

i>4
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Theo gia thiét moi dinh déu 1 dinh don sic v& moi vong cung khéc mau giao
nhau déu tao ra it nhat 4 géc. Do d6

¢ >4V (7.0.4)

T (7.0.1), (7.0.2), (7.0.3) va dac trung Euler ta c6

) :
V:1—F+E:1—Zri+2zmzl—z<;—1>m

>3 >3 >3

:>4V—4+Z4(;—1>ri—4+2(22’—1)ri
i>3 i>3

=4 + 2r3 + 4ry + 615 + 8rg + ...
> 0+ 2r3 + 4ry + 6r5 + 8rg + ... > c.

Do d6 ¢ < 4V. Mau thuan véi dieu (7.0.4). Suy ra diéu can chimg minh. [

K&t luan Chuong trinh va n6i dung méi clia mén toan trong trudng phd thong
theo dinh huéng phdt trién ndng luc ctia hoc sinh. Mot sb kién thitc méi ciia
toan hoc nhu hinh hoc t6 hgp, hinh hoc i rac, i thuyét do thi, v.v. sé duge
cap nhat, cho phtt hgp véi cude séng (todn hoc trong cong nghé thong tin,...).
Hy vong Ddng thitc Euler, mdt cong thitc mang tinh ban chét, sé¢ dude céc gido
vién va hoc sinh quan tam.
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CO HAY KHONG LOP VAN HOA AN
TRUGC LGP VAN HOA HAN?

NGUYEN LE ANH

Giéi thiéu. Ddy la s6 tha 11 lién tuc ching toi luon dang chuyén muc phdm phd lich si thong
qua tu duy 16-gich va phuong phdp suy ludn khoa hoc. Ching téi muon gidi thiéu vdi doc gid ching
ta co thé lam dugc nhiing gi vdi tu duy todn hoc, thong qua nhing nghién ciu miét mai cia nha
todn hoc Nguyén Lé Anh. Trong sé6 ndy, ching toi tiép tuc ddang nhimg ghi chép ciia 6ng, nhing no
e khong ngiung nghi cung vdi nhiing khdm phd mdi. Pay cing la l0i kéu goi cong dong trong viéc
cung chung tay xzdy dung mot tai licu lich s cho dan téc ching ta - dan toc Viét Nam.
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Vao thai ky truée Cong Nguyén, song Ca Lo 14 mot con song rat 16n rong t6i 2
dam, 700m. N6 la con song chinh chdy qua khu vuc Binh Lé Nguyén, 1a ving
6 kinh té phat trién nhat & viing ddng bang Béic Bo.

Con soéng 16n thi luon c6 tén. Tén clia song phai 14 thit moi ngudi dan déu cadm
nhan dugce nét dic trung dé ho truyen khau. Hau hét tén nii va tén song xuat
phét tit gbc chit Han déu lién quan t6i céc tit ¢ nghia. Tén song Ca Lo khong
thé bat ngudn tir am Han hay am Viét. Trong tit dién tiéng Champa thi Am
calaoh c6 nghia 13 "rin nudc". Ciing c6 thé cai tén Ca Lo ham ¥ ngoan ngheo,
ma ciing ¢6 thé con séng nay cé rat nhiéu ran nude.

7% Mé Linh huyén

Ty mé 1a nhai thanh dugc tao ra tir JKJEE

Do thong dung trong Han ngit c6: rat thap

D6 théng dung trong tiéng Trung hién dai: rat thap

B6 mé K

B6 1oc fEla con huou. Con nay thoat an thodt hién.

Ty linh 7214 tit nhai thanh dugc tao ra tit bd thuy ' va bd linh 2

Do thong dung &trong Han ngit ¢d: thip

D6 thong dung {¥trong tiéng Trung hién dai: thip Bo Thiy’la thu gon clia bo
thiy 7K. Bo linh 4

D6 thong dung trong Han ngit cb: rat cao

D6 thong dung trong tiéng Trung hién dai: rat cao

n6 ham ¥ néi vé ménh lénh, sy linh thiéng.

Nhu vay %14 nhai thanh, titc sit dung mot s6 tu cé am gan ding v6i &m thanh
ctia ngudi dan ban x@ ma nhai.

Nhu vy Mé Linh &trong céc ¢6 thu Han 1 tit nhai thanh ctia 4m c6 san. Am
nay clng khong phai la am Viét.

Séng Hat, C3 Loa ciing 1a nhitng 4m nhu vAy, khong phai bit ngudn tit 4m
Hén ciing nhu am Viét.

Nhu thé tén dia danh va cdc dong song thudc khu vie lién quan t6i Ba Trung
1a thuéc mot phéan tang lich st clia dan toc Viét.

Vao khoang 1200 nam truée Céng Nguyén, cé mdt dong dan di cu khoang ti
200 cho t6i 2000 ngudi doc theo séng Thao t6i ving Phung Nguyén. Ho dugc
goi 1a cdc Vua Humng. Di chi khdo c6 cho thdy xuat hién 4 chiéc Nha Chuong
la dac trung ctia nhém ngusi ho Phung di cu tit vung Tan Cuong t6i. Hau
dué ctia dong dan di cu nay 1a cong dong ho Phimg & ving tit chdn nii Ba
Vi, qua Pudng Lam va thanh ¢ Son Tay t6i ven bs song Hong nay. Céc khao
ctu tit Trung Qubc cho thiy cong ddng cu dan ho Phung da chuyén sang ché
d6 Phu hé tit rat lau truée dé. Ché do Phu hé quan 1y xa hoi tét hon 1a Mau
hé. Cau truyén Phtt Péng Thién Vuong c6 thé 14 dau vét cia cic cudce chién
banh trudng ctia hau dué cac vua Hing vé phia nam. Kha ning rat 16n la sau
1200 nam thi khu vuc Hatmon, Melinh va toan bo vung Binh Lé Nguyén (Vinh
Phtic, Bic Ninh) 14 cdc khu vic lién v6i Son Tay ciing da 1a bude vao ché do

'Phan bén trai cta ty linh, do han ché, Epsilon khong thé hién dugc bd nay.
2xem chi thich trudc.
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Phu hé.

Cudc chién Ba Trung danh va tiéu diét qué nita trong s6 20 nghin quan ciia Ma
Vién cho thiy, day 1a mot cudce chién rat 16n va khoéc ligt. C6 st nha Han ghi
5 cudc chién nay do dich than Han Quang Vii Dé ra lénh danh. Nhu vy 20
nghin quan tham chién ctia Ma Vién 1a quan thién chién. VAy thi quan ciia Ba
Trung ciing phai & mitc do thién chién nhat dinh méi c6 thé tiéu diét duge qua
nita quan ctia Ma Vién. Dé c¢6 duge quan chéng lai Ma Vién, Ba Trung phai
huy dong quan 6 mot khu vuc tuong doéi rong. Diéu nay cho thay Ba Trung 1a
mot nha nude va kha ning rat cao dé 1a ché do Phu hé.

Céc cong trinh khéo ¢6 da chi ra thanh C3 Loa duge dip vio khoang thai gian
260 truGc Cong Nguyén. Thiy Kinh Chia cé ghi thanh Né Lé ven soéng Trudng
Giang (doan tir song Hong t6i song Dudng) do A duc Vuong, titc vua Ashoka,
x4ay. O Béc Bo tat ca céc thanh déu dugc xéy vao khoang thé ky thit 2 sau
Cong Nguyén, chi duy nhat thanh C6 Loa 1a duge xay vao khoang thé ky thit 2
trude Cong Nguyén. Nhu thé Thanh C6 Loa 1a thanh Né Lé do A Duc Vuong
Xay.

Noi dung nghién cttu "Khéo sat khio co hoc di tich Khao Lang, xa Nghi Thach,
huyén Nghi Loc, tinh Nghé An'ctia nha khao ¢6 hoc Pham Huy Thong, dugc
cong bd trén Tap chi Khao ¢ hoc s6 4 ndm 1976 cho thay khu viuc Nghé An
c6 nhiéu mé dong tien st tir 3000 nam vé trude. "Nghién cttu dia chat khoang
san cdc mo6 dong xa Nghi Phi, huyén Nghi Loc, tinh Nghé An'clia cac tdc gia:
Nguyén Van Hung, Vi Quang Vinh va DPang Van Hung. Bai bdo nay trinh bay
két qua nghién citu dia chat khodng san ctia cdc mé dong tai xa Nghi Phu,
huyén Nghi Loc, tinh Nghé An, trong d6 c6 dé cap dén nién dai ciia cic mo
dong tien st

Nhu vy khu vuc Nghé An c¢6 nhidu mé dong va thiée tién st 3000 ndm tudi.
Vao thoi ky 2800 nam cho t6i 2000 vé trude dong chinh 14 vang. Pong vita dugce
duing 1am tién trong giao thuong va tich lity von, vita duge ding dé ’ché tac vi
khi v& cong cu lao dong. Vuong qubc ciia Ashoka bao gom toan bd An Do nay,
qua Iran t6i bd Pia Trung Hai, 1én qué vanh dai Théo Nguyén va t6i tdn phia
Dong Duong. Mot vuong quéc rong 16n nhu vay véi dan sb wée tinh vai chuc
triéu thi nhu cau dong 1a rat 16n. Cudc chién Ashoka phat dong ddnh vé phia
Déng 1a vao thdi ky "con sét Vang (dong)". Di tich khdo c¢6 va di tich dugce ghi
nhén trong Thity Kinh Chi cho thiy Ashoka da téi C6 Loa.

C6 16 A Duc Vuong da dé lai dau an 1 sy bat dau giao thuong bién ciing véi
viéc xuat hién cic d6 dong "Péng Son'dudc dic tinh xdo. RAt c6 thé vimg dat
C6 Loa - Mé Linh 1a noi chiu &nh huéng ctia A Duc Vuong. Vao cling thdi gian
nay, ¢ mién Trung Viét Nam xuat hién vuong quéc Champa. Rat cé thé cude
chién Ashka da kich thich céc cuoc di dan. Theo doi ky lich st Champa thi
chiing ta c6 thé nhan ra dém ciia tén goi ciia cac vi vua Champa 13 Ba.

Ba Tam - Po Nraop (chit Hén: %) 1a em trai ctia vua Po Rome, va 1a vua ciia
tiéu quc Panduranga (Chiém Thanh) tit nim 1651 dén ndm 1653. Ba Tranh
- Po Saot hay Ba Tranh (Wan Dam, chit Han: %%) 1a con trai ctia Po Rome,
lam vua Chiém Thanh tit khodng nidm 1659 dén nam 1693. Po Rome 13 vua
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clia tiéu quéc Panduranga (Chiém Thanh) tit nim 1627 dén nam 1651. Ong 1a
con 1é ctia Po Klong M’hnai. Nam 1631, Cong nit Ngoc Khoa duge ga cho Po
Rome.

Duéi tién trieu Po Ehklang, Po Klong M’hnai duge ban tuéc hiéu Maha Taha

Theo tit dién Champa - Viét thi tit po Oz / [Bkt.] 1 d. ngai, troi, dang. C6
ban nao biét tot lich st Champa va cdc dong ho Champa thi cho ¥ kién. Rat
c6 thé am Ba trong tén goi Ba Trung 1a Po - . Néu vay Ba Trung 13 mot vi
vua dan ong! Ba Trung tic vua Trung.

Cau truyén "Choi Trau'chi c¢6 duy nhat & cut dan Minangkabau (mot dan toc &
tay Sumatra, indonesia) va dan tdc Kinh. Céc di chi van héa ctia Mianangkabau
tuong dong hoan toan véi cic hoa vin trén tréng dong Ngoc Lii. Truyen thuyét
ciing nhu nét tuwong dong van héa cho thidy Mianangkabau cé su tuong dong vin
héa véi ngudi Kinh & dong bang Bic Bo. Cac tinh toan cho thiy da c6 khoang
val tram ngudi di cu t6i vung tdy Sumatra vao khoang truée Céng Nguyén 200
nam. Két hgp véi truyen thuyét An Duong Vuong (A Duc Vuong) danh nhau
v6i Triéu D4, thu chay ra bién & cia Hién. Ro rang 1a truyen thuyét c6 nhic téi
viéc Mi Chau mac 4o 16ng, ttic mua déng. Diéu nay ciing phu hop véi su kién
quan Triéu Pa mudn di chuyén tit phia bic téi C6 Loa bang duong bién thi
phéi 13 Itc ¢6 gi6 mua Pong Bac. Ngoai ra chi c6 thé di chuyén téi tdy Sumatra
vao mua dong khi c¢6 cac dot gié bac thdi vé phia nam. Nhu vy kha ning rat
cao Triéu Da da c6 méot lugng nhd quén, 1gi dung gié miua Dong Béc, di chuyén
theo ven bién tién danh A Duc Vuong. A Duc Vuong thua tran va da chay ti
ctta Hién, va sau gié lén tau chay t6i ving tdy Sumatra ctia Indonesia. Day 1a
khu vuc gan véi An Po. Khu vuc cita Hién nam céch khong xa céc mé dong
tién st & Nghé An. Nhiéu tréng dong Dong Son duge xdc dinh 1a thuoce dinh
dang va c6 hoa vin nhu trong dong Ngoc Lii dude tim thiy ¢ Malaysia. Vay
khé ning cao noi day timg la cang bién, c6 nhiéu tau thuyén vién duong.

Trén thuc té thi khong c6 mot tai liéu nio vio thai ky dau Cong Nguyén khéng
dinh Ashoka (A Duc Vuong) xuit hién & dau, ngoai su kién thanh Né Lé &
trong Thiy kinh Chu.

Két hgp cac su kién lai ching ta c6 thé nhan thiy c6 mot phan tang lich sit
chiu sy dnh hudéng ctia van hoéa An Do tru6e khi chiu sy 4&nh huéng ctia van
héa Han. Theo d6, khu vitec Dong Duong 1 noi c¢6 nhiéu mé dong 16 thién. Vi
thé vao khodng nam 260 truéec Cong Nguyén, do cdc con s6t dong ma cu dan
nhiéu noi da di cu vé khu vize Pong Duong.

Vin minh Funan 13 ciing thdi v6i nén vin héa Oc Eo, khoang tit thé ky thi 1
t6i thit 7.

Chting ta c6 thé phai mat rat nhiéu thoi gian dé cé thé tim hiéu duge méi lién
quan gitta dan téc Kinh v4i Champa v6i Funan va Chan Lap.
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TIEP CAN TONG THE TGOI DAY NGON NGU VA TOAN

NGUYEN A1 VIET

Gi6i thiéu. Néu nhu Tri khon nhan tao sé thay doi yéu cau vé nhdin hic trong tuong lai, vai tro
ctia cdc mha bdc hoc da nganh (polymaths) va cdc chuyén gia tong qudt (ewpert generalists) sé ngdy
cang lon, véi vai tro tao ra két noi gitta cdc mdng tri thitc chuyén nganh, tao ra gid tri mdi.
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1. Néu nhu Tri khon nhan tao sé thay ddi yéu cau vé nhan luc trong tuong
lai, vai tro ctia cdc nha bac hoc da nganh (polymaths) va cdc chuyén gia tong
quat (expert generalists) s& ngdy cang 16n, véi vai tro tao ra két noi gitta céc
mang tri thitc chuyén nganh, tao ra gia tri méi. Dieu dé c6 nghia 14 Toan hoc
va Ngon ngit sé tré lai vai tro nhu ching da tung c6 & Ky nguyén Phuc hung
va Bung sang. Tuy nhién, trong tuong lai Toan hoc va Ngon Ngit sé€ phai co
mot dién mao méi. Vi vay viéc day Toan va Ngon Ngit sé phai thay doi dén
tan gbc ré tit Tiéu hoc hodc sém hon nita. Trong bai nay, chiing toi sé trinh
bay quan diém day Toan va Ngon Ngit theo quan diém téng thé. Thay vi kéu
goi mot chuong trinh cdi céch gido duc, ma chic chin sé bién dang va ching di
dén dau, ching t6i du dinh tién hanh tiép cdn nay bang céc khéa bo trg, nham
va cach manh tri thitc manh mun, c¢6 nguy co tré thanh vé dung.

2. Vao nhiing ndm 1990, ngudi ta da nhan ra rang viéc day Ngon Ngit theo
cach phén tich thanh céc don vi nhd va tién hanh 1ap rap lai tit dau ngay cang
tré nén lac hau, ton cong stc, thoi gian va hiéu qud thip. Céch tiém cén tong
thé t6i Ngon ngit (Whole language approach) da dugce chdp nhan rong rai [1].
Theo d6, viéc day Ngon ngit duge tién hanh theo cic dang thitc ma ngudi hoc
sé tim thay noé trong cudc séng. Viéc gidn luge Ngon ngit thanh céc cAu mau
ngd nghé it gip trong cudc séong sé doi hoéi nhiéu coéng siic soan gido trinh, va
nguoc lai ciing doi héi nhiéu cong sitc hon dé hoc vién xéa ching khéi bé nhé
dé thich nghi v6i Ngon ngit dude sit dung thuc sy trong cudc séng. Céc thit
nghiém thanh cong da chiing t6 cich tiém can tong thé cé nhiéu wu thé trong
dao tao hiéu qua hon. Trong 16p hoc, thay vi "xay"va "khoan'cdc ménh vun
ngoén ngi, dé chét chim trong nhitng déng quy luat vo6 nghia, ngudi hoc duge
tiép can tdi bitc tranh tong thé, va nhan biét cdc van dé vé sit dung ngon ngit
dé tiép thu va dién dat céc ¥ tudng phitc tap.

3. Céch tiép can nay t6i Ngon Ngit 1ap titc c6 dnh hudng t6i chuong trinh hoc.
Thay vi phai dim minh vao cdc vAn dé "tu than'"ctia Ngon Ngit, do bam nét
Ngoén ngit thanh cdch manh vun, rdi di tim cic quy tic, ma tuyét dai da sb c6
ngoai 1é, dé ghép chiing lai v4i nhau, mén Ngit Van duge quan niém 13 cong
cu dé nhéan thitc. Gio Ngit Van hoiic hoc Tiéng, sé dung dé doc, viét, nghe va
néi vé cac dé tai xuyén sudt qua cdc mang tri thitc khadc nhau. Ngit Van sé hoa
trén véi tri thitc va tu duy thay vi bi tdch biét thanh quy tic va tin diéu phai
chadp nhan. Trong céch tiép can nay, hoc sinh sé thuc su thao tac, xdy dung
ngit nghia trong cic project do ho tién hanh, ma két qua khong phai la duy
nhat hay phai chdp nhan thu dong tit gido vien.

4. Van dé dit ra la c6 thé xay dung mot quan diém tuong tu dbi véi viee day
Toén hay khong [2]. C4 nhan tdi da c6 nhiing thit nghiém dé chimg minh quan
diém: Hoc sinh kém va ghét Toan bat dau tit yéu kém trong viéc st dung ngén
ngit. Trude khi gitp cac hoc sinh nay hoc Toan can phai stta 151 stt dung Ngon
Ngit trong Toan hoc va diéu d6 gan lién véi viée day st dung Logic trong Ngon
Ngit. Do d6, t6i di dén moét quan diém day Ngoén Ngit két hop véi day Toan
sé gitip phat trién tu duy clia tré mot cach lanh manh va hiéu qué cho ca hoc
Ngon Ngit va hoc Toan. Néu c6 thé day Ngon Ngit theo tiém can tong thé, quan
diém nay ciing sé dan t6i day toan theo tiém can tong thé. Ching ta sé coi d6
1a mot gia thuyét va sé tim co s cho né.
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5. Trude hét, ching ta s& xem xét su tuong dong ciia Todn hoc va Ngon Ngit.
Viéc dua ra mot dinh nghia chinh xdc cho Todn hoc khé khén 1a béi vi ¢ 3
cach tiép can dén Toan hoc: i. Céc tiép can logic (coi logic 1a c6 s ciia Toan
hoc), ii. Tiép cén tao dung (coi s6 tu nhién 14 co s§ ctia Todn hoc) va iii. Tiép
can hinh thttc (xdy dung Todn hoc dudi dang mot chudi suy dién hinh thic,
phi mau thuan). Tuy dinh 1y Godel da phii nhan quan diém iii., nhung tiép can
hinh thttc van 1a cach tiép cdn chii dao hién nay tit cic trudng va vién nghién
ctru, t6i Tiéu hoc, tham chi Mau gido. Do d6 gan day, da c6 nhiéu ¥ kién quanh
viéc khic phuc céc hé qua clia quan niém nay trong gido duc [2].

6. Toi cho réng, it nhat déi véi da sb nguoi iing dung Toan trong cudc séng,
Toén hoc c6 thé dugc coi 1a mot ngén ngit dé mo ta (dinh tinh va dinh lugng),
kiém tra tinh ding dén, suy dién cac tri thiic khac nhau duge tritu tuong hoéa.
Nhu vay, day Todn & Phé thong, dic biét & Tiéu hoc nén bat dau bang céc
hoat déng phd quéat nhu dém, do, xadc dinh vi tri, thiét ké, quan sét, suy dién
va gidi thich [3]. Puong nhién cdc hoat dong nay phai duge thuc hién trong
cac van canh cu thé ctia cdc van dé khoa hoc, cong nghé, xa hoi, kinh té,... C6
ngudi cho rzing Toan hoc khac Ngon Ngit 6 chd né c¢6 nhitng ndi dung doc 1ap
véi céc d6i tuong ma né moé ta. Tuy nhién Ngon Ngit ciing ¢ cac noi dung tu
than cta nd. Toi déng y v6i quan diém cho rzing Toan hoc va Ngbn ngit 1a hai
thiét ché xa hoi co ban ¢6 lién quan v6i nhau.

7. Trong tiép can Toan hoc téng thé (Whole Mathematics) sé c¢6 cac dic trung
2]

a. Pao tao Toan hoc phai tiép can t6i Toan hoc nhu mét téng thé, tim kiém
t6i da diém lién quan gitta céc linh vie Todn hoc khac nhau

b. Nhan manh téi cac chiic nang ctia Todn hoc

c. Day theo cac du an, c6 muc tiéu xac dinh, dé lira chon céng cu Toan hoc phu
hop

d. Hoc sinh sé dong vai tro chit dong hon trong viéc xdc dinh noi dung hoc
(théng qua céc chuyén deé tu chon, tu nghién citu)

e. Todn can dugc tich hgp theo cac ndi dung ing dung

f. Céc hinh thitc m6 ta todn hoc khéc nhau cia cuing mot khai niém can dugce
khai thac

g. Y nghia can duge dit wu tién cao hon k¥ nang bién déi cong thic

h. Toan khong phai 1a ki nang tinh, ma can thé hién cac y tudng ma né bidu
dién mot cach sdu sic.

8. Hon nita, theo quan diém cta t6i, Toan hoc co thé day cung v6i Ngon Ngi,
dua trén logic, dé dién ta nhitmg thong diép khic nhau vé Van héa, Xa hoi,
Khoa hoc va thé giéi xung quanh ta. Nhu vy, Toan hoc sé di vao thuc té manh
mé nhu Ngon Ngit, gitip Ngon Ngit thém phan tu duy, tranh sdo mon ap dat.
D6 chinh 1a cai ching ta can trong tuong lai ctia Tri khon nhan tao va Tinh
toan phong nao. D6 1a thsi dai ma cac tu tuéng Phuc Hung va Biling sang sé
tré lai dua nén vian minh nay khoi céc bé tic hién nay.
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SU CAN THIET CUA BAT POI XUNG

TRAN VAN TRAN

Giéi thiéu. Cdc nha vat i lj thuyét say mé tinh doi zing, va nhiéu ngudi tin rang cdc phuong
trinh nén phdn dnh vé dep nay. Trong thuc té, phuong trinh todn hoc dugc xdy dung trén tinh doi
zing da du dodn chinh xdc su ton tai cia phdn vat chat. Nhung sé la sai lam nguy hiém khi ddnh
dong su that va cdi dep vdi su doi ziing. Cd sinh vat song lan ban than Vi tru deu khong doi xing
hoan hdo.
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Hinh thé con ngudi cé vé nhu 1a ddi xtmg. Trén thuc té Thuong Pé dung mot
16p da thit dé tao nén su d6i xtmg dé con cau tric bén trong thi rat khong dbi
xttn. D6i xtng 14 dep, nhung bat ddi xiing 1a 1y do tai sao Vil tru va sut séng
ton tai.

Vii tru c6 su bat déi xtmg, nhung dé 1a mot diéu tét. Su khéng hoan hao 13
diéu can thiét cho su ton tai ctia cdc ngdi sao va tham chi ca su séng.

Céc nha vat 1y 1y thuyét say mé tinh dbi xtng, v nhidu ngudi tin rang cic
phuong trinh nén phan anh vé dep nay. Trong thuc té, phuong trinh toan hoc
duge xay dung trén tinh déi xtng da du dodn chinh xéc su ton tai ctia phan
vat chat. Nhung sé 1a sai lam nguy hiém khi ddnh dong su that va cai dep véi
su doi xtng. C4 sinh vat séng 1an ban than Vil tru déu khong déi xtmg hoan
hdo.

Ta biét, nhitng ngusi thuan tay trai 1a thiéu sé véi ty 1& khoang 1:10. Nhung
ditng nham 1an: Vi tru yéu thich su thuin tay trai, tit cic hat ha nguyén ti
cho dén chinh su séng. Trén thuc té, néu khong cé su bat déi xting cd ban nay
trong Tu nhién, Vil tru sé 1 mot noi nhat nhéo, hau hét chita day btic xa va
khong c6 céc ngdi sao, hanh tinh hay su séng. Tuy nhién, van c6 mot y tudng
phd bién trong cic nganh khoa hoc vat 1y thic day su hoan hio vé mit toan
hoc - dugc biéu thi bang tinh déi xing - nhu ban thiét ké ctia Ty nhién. VA,
nhu thudng 18, ching ta bi lac vao mot tinh hudéng map md nhu phai chon phe:
“tat cd la doéi xtmg” hay “chti nghia khong hoan hao”.

Nha vat 1y vi dai Paul Dirac da néi: “Diéu quan trong la phai c6 vé dep trong
phuong trinh bat ky hon 14 dé ching phu hop véi thi nghiém.” Néu bat ky nha
vat 1y nao khéc it duge biét dén hon néi nhu vy, ho cé thé sé bi cic dong
nghiép ché giéu. Nhung dé 1a Dirac, va phuong trinh tuyét vdi ctia dng, dude
xdy dung dua trén cic khai niém ddi xting, da du dodn su ton tai ctia phan
vat chat, thuc té 13 moi hat vat chat (nhu electron va quark) déu c6 mot phan
hat dong hanh. D6 1a mot thanh tuu thuc su dang kinh ngac - todn hoc déi
xting, dudc 4p dung cho mot phuong trinh, da huéng dan con ngudsi kham pha
toan bo linh vuc phan vat cht ton tai song song. Chéng trach Dirac lai sing
béai than P6i Xtng dén viy. N6 huéng dan suy nghi ctia 6ng huéng t6i mot
khém pha déng kinh ngac Luu ¥ rang phan vat chat khong c6 ¥ nghia lap di
nhu ngudi ta tuéng. Cac phan hat khéng bay 1én trong trudng hap dan. Ching
c6 mot s6 tinh chat vat 1y bi ddo ngude, dang chi ¥ nhat 14 dién tich. Vi vay,
phén hat ctia electron tich dién am, dugc goi 1a positron, c6 dién tich duong.

Nhung & diy c6 van dé ma Dirac da lang quén. Céc dinh luat Ty nhién quy
dinh hanh vi ctia cdc hat co ban du doan ring vat chit va phan vat chat phai
phong phii nhu nhau, nghia la chiing sé xuat hién theo ty 1é 1:1. M6i electron
c6 mdt positron tuong tng. Tuy nhién, néu su d6i xing hoan hio nay xay ra
thi mot phan nho clia gidy sau Vu no 16n, vat chat va phan vat chat sé bi triét
tiéu thanh bitc xa (chlt yéu 1a photon). Nhung r6 rang dé khong phai 14 nhing
gi da xdy ra. Khodng mot trong mot ty (danh gia tho) hat vat chat ton tai dudi
dang du thita. Va diéu d6 that tot, béi vi moi thit chiing ta thay trong Vi tru
- c4c thién ha, cic ngdi sao, cdc hanh tinh va céc vé tinh clia ching, su séng
trén Trai dat, moi loai vat chat két khdi, song va khong séng - déu dén tit phan
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du thita nhé bé nay nhd su bat dbi xiing nay gita vat chat va phan vat chat.

Trai ngudc vdi su doi xtmg va vé dep dudec mong doi clia vil tru, cdc nghién
ctu trong nhitng thap ky qua da chi ra rang cic quy ludt Ty nhién khong 4p
dung nhut nhau cho vat chat va phan vat chat. Co ché nao da tao ra su du thira
nhé bé nay-su khong hoan hao chiu trach nhiém cho su ton tai ciia ching ta,
1a mot trong nhitng cau héi mé 16n nhat trong vt Iy hat va vii tru hoc.

Theo ngdn ngit clia cic dbi ximg bén trong (“bén trong” nghia 1a thay ddi tinh
chat ciia mot hat) va d6i xting bén ngoai (“bén ngoai” gidbng nhu chuyén dong
quay ciia mot vat thé), ton tai mot phép todn d6i xiing bén trong lam thay doi
mot hat vat chat thanh mot phan vt chat. Hoat dong nay dudc goi 1a “lién hop
dién tich” va duge biéu thi bang chit in hoa C. Syt bat dbi ximg vat chat-phan
vat chit quan sat dude ngu ¥ rang Thién nhién khong biéu thi tinh déi ximg
lién hop dién tich: trong mét s6 trusng hop, cdc hat va phan hat ctia ching
khong thé bién thanh nhau. Cu thé, déi xtng C bi vi pham trong céc tuong
tac yéu, luc chiu trach nhiém cho su phan ra phéng xa. Thii pham 14 neutrino,
loai hat ky la nhat trong tat ca cic hat da biét do chiing di xuyén qua vat chat
ma hau nhu khong bi can tré. C6 khodng mot nghin ty neutrino moéi gidy dén
tit Mat troi va di qua ban ngay bay gio.

Dé biét tai sao neutrino vi pham déi xting C, ching ta can thém mot dbi ximg
bén trong goi 1 tinh chin 1é, dugc biéu thi bang chit P. Mot “phép tinh chin
16” bién mot vt thé thanh hinh anh phén chiéu ctia né. Vi du, ban khéng phai
14 bat bién chén 16. Hinh anh phan chiéu ctia ngudi c¢6 trai tim & phia bén phai.
Déi v6i cac hat, tinh chan 1é lién quan dén céch chiing quay nhu cic dinh.
Nhung céc hat 1a nhitng dbi tugng lugng tit. Diéu nay cé nghia 1a ching chi c6
thé quay véi s6 vong dude “luong tit héa”, nghia 1a ching chi c¢6 thé quay theo
mot s6 cach, gibng nhu cac ban ghi dia hat kiéu cit chi c6 thé phit & ba tdc do:
33, 45 va 78 vong/phiit. Lugng spin nhé nhat ma mot hat cé thé cé 1a mot "toc
do"quay. N6 gibng nhu mot cai dinh quay thing 1én. Nhin tir trén xudng, né
c6 thé quay theo chiéu kim dong ho hodc nguge chiéu kim dong ho. Electron,
quark va neutrino 1a nhu vdy. Chiing ta néi rang chiing ¢ vong quay 1/2 v n6
¢6 thé 14 +1/2 hoiic -1/2, hai tity chon tuong tng v6i hai huéng quay. Ap dung
phép todn C trén mot neutrino thudn tay trai, ching ta sé thu duge mét phan
neutrino thuan tay trai. Van deé 13, khéng c6 phan neutrino thuén tay trai nao
trong Tu nhién. Chi c6 neutrino thuan tay trai. Céc tuong tac yéu, tuong tac
duy nhit ma neutrino cdm nhan dugc (ngoai luc hdp dan), vi pham déi xting
lién hop dién tich. D6 1a sut khong vui ciia nhitng ngudi yéu thich su déi xtmg.

Nhung hdy tién thém mot bude nita. Néu ching ta 4p dung cd C va P (tinh
chan 1&) cho mot neutrino thuin tay trai, ching ta sé nhan dugc mot phan
neutrino thuin tay phai: C bién neutrino thanh phan neutrino va P bién thuin
tay trai thanh thuin tay phéai . Va thu dugc phdn neutrino thuin tay phai!
Dudng nhu ¢6 mét su may mén. Cac tuong tic yéu vi pham C va P mét cach
riéng biét nhung dudng nhu thda man hoat dong ddi xitng CP két hop. Trong
thuc té, diéu nay c6 nghia la cic phan tng lién quan dén cac hat thuan tay trai
sé x4y ra vdi cting tdc dd nhu cic phan ting lién quan dén cac phan hat thuin
tay phai. C6 hy vong rang Tu nhién 14 ddi xtmg CP trong tat ca cic tuong

37



Tap chi Epsilon, S6 23, 06/2023

tac da biét. Ngudi dep da quay trd lai. Nhung, nam 1964, James Cronin va Val
Fitch phat hién ra mot sy vi pham nhd ddi xtng CP két hop trong sy phéan ra
ctia mot hat goi 14 kaon trung hoa, dudc ky hiéu 1a K0. Vé co ban, KO va cac
phan hat ciia ching khong phan ra véi téc do nhu ly thuyét déi xting CP du
doan. Cong dong vat 1y lai bi sbc. Vé dep da lai bién mat. Va né da khong bao
gi¢ phuc hoi. Vi pham CP 13 mot su that ctia Ty nhién.

Vi pham CP tham chi con c¢6 mot ham ¥ sau sic va bi an hon: cdc hat ciing
chon mot huéng thoi gian wa thich. Sy bat déi xtng ctia thoi gian, dau hiéu
ctia mot Vil tru dang mé rong, cling xay ra ¢ cap dod vi mo! Day 1a mot chu dé
rat 16n.

Con mot su that bing né khic vé syt khong hoan hao. Cudc séng ciing duge
“trao tay”: cic axit amin va dudng bén trong tat ca céc sinh vt sdng tit amip
dén nho, c4 sadu dén con ngudi déu thuan tay trai va tay phai. Trong phong thi
nghiém, ngudi ta tao ra hdn hop 50:50 clia cidc phan tit thuan tay trai va thuan
tay phai, nhung d6 khong phai 1a nhiing gi chting ta thay trong T nhién. Cudc
song hau nhu chi wu tién axit amin thudn tay trai va dudng thudn tay phai.
Mot lan nita, day 1a mot cau hdi khoa hoc mé rat 16n.
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MOT VAI TINH CHAT HINH HOC TREN MOT CAU HINH
vE TY sO VANG

TRAN QuaNc HONG

Gidi thiéu. Bai viét gidi thiéu mét tinh chat hinh hoc trén mot cau hinh vé phép dung Tj s6 Ving
ding hinh vuéng noi tiép trong mot tam gidc vudng can.
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1. M3 dau

Trong [1], tac gia da gidi thieu mot phép dung Ty s6 Vang sit dung hinh vuong
noi tiép tam gidc vudng can nhu sau

Pinh 1y 1 Cho tam gidc vudng can ABC cung v6i dudng tron ngoai tiép ctia né, noi
tiép mot hinh vuong DEFG vé6i canh FG doc theo canh huyén AB. Néu
canh DE kéo dai cit dudng tron ngoai tiép tai P, thi E chia DP theo T¥ s
Vang ¢ = @ (xem Hinh 1).

C

AN

D\

B G F A

Hinh 1. Phép dung Ty s6 Vang v6i hinh vuéng ndi tiép tam gidc vuong can.

Phép dung hinh vuéng DEFG nbi tiép tam gidc vuoéng can ABC c6 thé dudc
mo ta don gidn qua hinh vé dudi day (xem Hinh 2).

Hinh 2. M6 t3 phép duyng hinh vudéng noi tiép tam gidc vudng can.

Trong viéc tim hiéu cAu hinh vé T¥ s6 Vang ctia Dinh 1y 1, chiing t6i nhan thiy
day 14 mot cau hinh thia vi, c6 thé chitta dung nhiéu bai todn mdéi. Thong qua
moét vi du 1a DPinh 1y 2 duéi day, ching t6i mudn gidi thiéu véi ban doc cau
hinh ctia Dinh 1y 1. Ching téi dé xudt mot tinh chat hinh hoc nhu sau
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Dinh 1y 2

L3I GI1AI

Cho tam gidc ABC vuong can tai A va noi tiép trong dudng tron (O). Dung
hinh vuéng BCN M vao trong tam gidc ABC. Céc dudng thing OM va ON
cét cac dudng thang AB va AC lan lugt tai F va E. Tia FE cit (O) tai D.
Khi d6 duong thang ndi truc tAm va diém Lemoine clia tam gidc DM N di
qua A (xem Hinh 3).

Hinh 3. Minh hoa cho Dinh ly 2.

Chd y. Dinh 1y 2 cing da tac gid duge giéi thiéu nhu mot bai todn trong [2].

2. M6t chitng minh cho Dinh ly 2

Trong muc nay ching toi giéi thiéu 16i giai ciia tac gida Nguyén Cung Thanh
tt [2] (xem Hinh 4).
Theo Dinh 1y 1 thi
FD 1+
FE 2
St dung hé toa d6 Dé-cic vudng goéc (xem [8]), ta cho cic diém c6 toa dd
nhu sau

IS

B(0,0),C(2,0), N(2,2), M(0,2), A(1, 1).
Tit AF = JAB = (1, ~1) ta thu duge F (2,2). Tuong ty thi E (4,2).
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ZANAN

Hinh 4. Minh hoa cho chiing minh Binh 1y 2.

Do d6 FE (2.0). Két hop voi T§ s6 Vang tir Ty 6 Vang 52 = /5 ta thu

dugce
F? (1 + \/3 0)
3 )

D<3+\/3’g>.

va vi thé nén

3 3

Mit khac, khong khé dé tinh duge MN? = 4. Pdng thai tir toa d6 clia D, ta
dé tinh dugc
2 2(5 —
DM? = —(52\/5),DN2 _265-v5) 3\/5),

vi thé nén

32

7

Goi L 1 diém Lemoine ciia tam gidgc ADMN thi ta c¢6 déng thiic vector (thu
dugce tit tinh chit tam ty cu ctia diém Lemoine [6]):

MN? + DM? + DN? =

—
MN2LD + DN%- LM + DM?-IN = 0.
Tit déy ta dé tinh duge hoanh db cia L 1a

MN?-zp+DM?-zy+DN? - zy  V5+4
MN?+ DM?2 + DN? 4

Ty =

Va tuong tu véi tung do ctia L 1a

N w

yr =
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Ta thu dugc

V5+4 3
f(£5082),

3
hoanh do ctia H va ctia D bang nhau. Vay ta gia st

MH = <3+‘/5,a—2>.

3

Goi H (3+\/‘F’, a) 14 truc tAm clia tam gidc ADMN. Dé thaiy DH 1 BC nén

Tt DN = (355,4) v DN L MH, ta thu duge DN - MH = 0 hay

% + 4(a3_2) =0. ::[‘a 7sily ra a= g Nhu vay ta c6 toa do cic diém
A1), L (*/3: + 2) H (3 +3\/5, Z) .
Tir d6 ta thiy phuong trinh téng quat (xem [8]) ctia dudng thang AL 1a
x—\égy+ \/52_2 = 0.

Khoéng khé dé thiy toa do ctia H théa man phuong trinh tong quat cia
duong thing AL. Do d6 HL di qua A. Ta két thic chiing minh. O

Chu ¥. Trong [2] cling ¢6 mot 16i giai thuan tiy hinh hoc cho Dinh 1y 2.

3. Két luan

T4c gid coi bai viét trong [1] 1a cong trinh vé hinh hoc dau tién dugdc téc gia
cong bb qubc té. Tac giad rat tam dac vdi phép dung Ty s6 Vang nay. Nhu trong
[1] ciing da noi, phép dung nay da goi nhé lai phép dung T§ sb Vang kinh dién
ctia nghé si ngudi My George Phillips Odom Jr, xem [5]. Trén cAu hinh nay
(bao gom ca phép dung hinh vuong noi tiép) con c¢é nhiéu bai todn méi va thi
vi dé khai théc, cdc ban c6 thé tham khio mot vai bai toan nhu vAy & trong
[3, 4, 7]. Li cudi ciing, tdc gid mudn néi 16i cdm on chan thanh t6i Gido Su
Paul Yiu tit dai hoc Florida Atlantic ctia My. Ong nhu ngudi ban 16n, ngudsi
thay clia téc gia, ngudi da gitp téc gid dit nhing vién gach dau tién dé dua
nhitng ¥ tudng hinh hoc ctia minh ra thé gidi.
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DO THI cUA HAM SO PA THUC

L# Putc LU (DH KHTN TPHCM)
TRAN NGUYEN THANH DaNH (PTNK TPHCM)

Giéi thiéu. Ta bit dau tw cdu héi: tai sao phan mém Geogebra cé chic ndng dung dudng conic
di qua 5 diém vd do thi conic sé luon dung dude néu trong 5 diém da xzét, khong cé 3 diém thdng
hang? Mong rang qua bdi viét ndy, ban doc cd thé tu trd 10i duoe cdu hdi do.
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1. Cac bai toan

Ta xuét phat tit bai todn nhe nhang nhu sau:

Bai toan 1 | Cho ham s6 f(z) = 22 — 2, tim diéu kién ctia tham s6 m dé

c6 22022 pghiém thuc phan biét.

Lo1 GiAl | Ta vé do thi C ciia f(z) nhu bén dudi va di bién ludn tit f(z) = m (¥). Dé
phuong trinh nay ¢é hai nghiém phan biét thi dudng thing ndm ngang y = m
phai cat do thi C tai hai diém, dua vao C thi dé& thidy m > —1. Ta dit hai
nghiém tuwong tng la x1, xs.

o

wm

3 2 oo 1/2 4

Lai xét tiép f(f(x)) = m, dé phuong trinh nay cé 22 = 4 nghiém thi trudc
dé, (*) phai c6 2 nghiém phéan biét, dit 1a z1, zo nhu trén. Ta viét lai

f(f(@)) =m < (f(z) —21)(f(z) —x2) = 0.

Madi phuong trinh f(z) — 2; = 0, Vi = 1,2 lai phai ¢6 2 nghiém phan biét
nén ta coi cac s6 x; nay cé vai tro nhu tham s6 m & trén va diéu kién cho cac
s6 nay 1a x; > —1. Tiép tuc dua vao do thi, ta thay () c6 hai nghiém phan
biét x; > —1 khi —1 <m < 3.

Néu xét tiép f(f(f(z))) = m c6 23 = 8 nghiém thi tuong tu trén, can tim m
dé () c6 hai nghiém z; phan biét théa man —1 < z; < 3. D4y 1a diém mau
chét ciia bai todn, ta quan sat do thi va thiy rang, dudng thang y = 3 cit C
tai (—1;3) va (3;3). Vi thé véi dieu kién —1 < m < 3 thi (%) cling sé c6 hai
nghiém phan biét z; ciing théa man —1 < x; < 3. V6i su “may man” nay,
diéu kién cho céc phuong trinh chita ham hop nhiéu lan hon sé khong thay
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déi. Vi thé nén dé
f(fG..(x)...)=m, k>3

—_——
k

c6 2% nghiém phéan biét thi diéu kién 13 —1 < m < 3. O
Cé mot cau hoi dit ra 1a véi diéu kién nao cta a, b, ¢ thi tam thitc az? + bz + ¢

cb dic diém tuong tu trén? Tiép theo, ta xét mot bai toan khéc ciing rat thi
vi vé tam thiic bac hai.

Bai toan 2 | Cho tam thtic bac hai hé s6 thuc f(x) = az? + bx + ¢ v6i a # 0.

1. Biét rang f(f(z)) = z c6 nghiém thyc duy nhit 2 = xq. Tinh gia tri
ctia f(xg).

2. Gi st rang d6 thi ham s y = f(z) vA x = f(y) cat nhau tai bén
diém phan biét tao thanh t& gidc ABC'D. Chiing minh rang AC L BD
va ABCD khong phai 1a hinh thang.

LOI GIAI
1) Duéi day, ta xét ba céch gidi cho bai todn nay:
CAcH 1. Theo dé bai, f(z) = z phai c6 nghiém duy nhat vi:

o Néu f(z) = x v6 nghiém thi phai c6 f(z) > x, Vz hodc f(z) < =, Vz.

Trudng hgp thit nhat sé kéo theo f(f(z)) > f(x) > z, Vo dan dén
phuong trinh ban dau vo6 nghiém. Trudng hop sau ciing tuong tu.

e Néu f(x) = x c6 2 nghiém phan biét 1 z1, z2 thi f(f(21)) = f(z1) = 11
va f(f(z2)) = 3 nén f(f(x)) = x c6 it nhat hai nghiém, ciing khong
thdéa man.

Do d6, f(z) = x c6 nghiém duy nhat, tic 14 nghiém kép, ciing chinh 1a
nghiém z ban dau. Suy ra f(z) — z = a(x — 29)>. Pao ham hai vé dugc
f(z) =1 =2a(x — xo) nén cé ngay f'(xo) = 1.

CAcH 2. Ta c6 két qua tong quat hon: néu da thitcc P(z) bac chin c6 nghiém
duy nhat z thi d6 cling 14 nghiém ctia P’(x). That vy, theo dinh 1y Bezout
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thi P(z) = (x — z0)Q(z) véi Q(x) 1& da thic bac 1é. Khi d6, Q(z) phai
con nghiém nita, va nghiém d6 phai tring véi zp nén ta dit tiép P(z) =
(z — 20)*H(x). Tt diy dao ham hai vé dugc

P'(x) = (z — x0)*H'(z) + 2(x — x0) H ()

nén tiep tuc ¢ nghiém x = xg.

CAcH 3. Goi (C) 14 do thi ctia y = f(z) va ta chia né lam hai phan (C4), (C»)
lan lugt nam bén trai — phai cta truc déi xing. Khi d6, do thi (C’) cia
x = f(y) s& gdm hai phan (C'1), (C’3) 1an lugt 1a déi xitng ctia (C1), (C2) qua
dudng théng (d) : y = z.

Dé f(f(x)) = x c6 nghiém duy nhét thi (C), (C’) phai tiép xiic nhau tai mot
diém I nao d6. Do tinh dbi xtmg truc thi I € (d) nén (d) 1a tiép tuyén chung
ctia (O), (C"). Cubi cling, ta biét rang dé tim hé sé gbc ciia tiép tuyén, ta xét
dao ham tai diém d6, vi thé nén f/(xg) chinh 14 hé s6 goc clia tiép tuyén (d),
ciing chinh la 1.

2) Khong mét tinh téng quét, ta gid sit @ > 0. Ta biéu dién nhu hinh vé bén
dudi, trong do

A= (Cl) N (CIQ), B = (Cl) N (Cll), C = (CQ) N (Cll), D= (CQ) N (Clz).

Khi dé, do tinh déi xtmg truc (d) thi A, C' d6i xting nhau qua (d) nén AC Ld.
Ngoai ra, ciing c6 B, D € d nén ta cé ngay AC L BD. Tiép theo, vi A, B € (C1)
14 nhanh nghich bién ctia do thi nén hé s6 géc ctia AB 14 4m; tuong tu hé sb
gbc ctia C'D la duong nén AB,CD khong thé song song nhau. Do BC, AD
ddi xting v6i AB,CD qua truc (d) nén hai dudng nay ciing khong song song.

Vay ta ludn c6 AC L BD va tit gidc ABC' D nay khong phai 1a hinh thang. [

Bai toan tiép theo dugc tong quat tir dé thi IMO Shortlist cdch dy nhiéu nim.
Vai tro cia do thi trong bai todn nay 1a kha nhiéu, tuy d6 khong phai 1a do thi
cia da thitc ma la phan thiec.

Bai toan 3 | Cho da thitc hé s6 thuc P(x) bdc n > 2 ¢6 n nghiém thyc phan biét a; <
ag < ... < ay.Véi s6 k > 0 cho trudce, goi D 1a tong d6 dai khoang nghiém
clia 1;((1)) > k. Chitng minh D = 2

Lor ciil | Theo dinh 1y Bezout thi ta c¢é thé viét P(z) = a(z —a1)(z — a2) - -~ (z — an),

khi do6
P'(z) 1 1 1
— RS ,
P(z) x—a1 x—a2 r —ap

dét 1a f(a:) Ta quy vé xét bat phuong trinh f(x) > k. Ta c¢6 f'(x) =

— E . oa )2 < 0 nén ham sb nghich bién trén timng khodng xac dinh. Ta

cb the vé bang bién thién hodc do6 thi ctia ham s6 nhu hinh bén dudi:
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-4

Khéng mét tinh tong quat, gia sit & > 0 (trudng hgp k < 0 thuc hién tuong
tu). Khi d6, trén méi khodng (a;, ai+1),7 = 1,2,...,n — 1 va (a,;+00) thi
f(z) = k ¢6 ding mot nghiém. Dat cac nghiém do6 theo thi twla by, b, ..., by.
Khi d6, cic khoang nghiém 13 (a;, b;) v6i 1 <4 < n va tong do dai cac khoang

nghiém la
n

D= Z(bz —ai) = Zbl —Zai.
=1 i=1

i=1
Céc nghiém b;, 1 <14 < n & trén cling déu 1a nghiém ctia

P'(z)
P(z)

=k & kP(x) — P'(x) = 0.

Dat P(z) = cpz™ + cp12" 1 4 -+ c1x + ¢ thi
P(z)=cona" 4 cpi(n—1Dz" 2+ +¢
thay vao
eon x4 cn—1(n— 1):1!;”‘2 oot = k(eaz" Fen1z" ez +cp)
hay

kepx™ 4 (kep—1 — cpn)z™ 4 -+ + (kep — 2c2)x + ke = 0.
Theo dinh ly Viete thi

kcp—1 —
b1+b2+...+bn:_w
ke,

n  Cp-1
k Cn,

T d6 ta c6 ngay D = 7. O

Tiép theo, ta xét bai toan rat thu vi trong dé kiém tra trudng Péng 2022
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Bai toan 4 | (truong Dong Vinh 2022) Véi n nguyén duong, xét da thitc hé s6 thuc P(x)
béc n,monic sao cho ton tai cdc s6 thuc r,s,t phan biét cé tong la —2023
thoa man P(k) € {r,s,t} v6imoi k =1,2,3,...,3n —1,3n.

1. V6i n = 2, tim tat ca cdc da thitc P(x) théa man dé bai.

2. Hoi c¢6 ton tai hay khong s6 n > 3 dé c6 da thitc P(z) théa man de
bai? Vi sao?

Lot ciar | 1) Ung véi n = 2, ta c¢6 P(k) € {r,s,t} v6i k = 1,2,3,4,5,6. Do deg P = 2
nén c6 khong qua 2 s6 k dé P(k) = r. Tuong tu véi P(k) = s, P(k) =t. Tu
d6 suy ra mdi phuong trinh trén phai c¢6 ding 2 nghiém. Chd ¥ rang ca ba
phuong trinh déu cé chung hé sé 22 va  nén tong cac nghiém ctia cac phuong
trinh 14 bing nhau. Mit khéc, tit cd cdc nghiém cta ching 14 1,2,3,4,5,6
c6 téng bang 21, tit dé suy ra mdi phuong trinh sé& c6 téng céc nghiém 1a 7.
Khi d6, 6 nghiém & trén sé chia ra cic cip (1,6),(2,5),(3,4). Ta c6 thé gia
st

P(x)—r=(zx—1)(x—6)

P(z)—s=(z—2)(x—5),

P(z)—t=(zx—3)(x—4)

tu d6 suy ra
3P(x)—(r+s+t)=(x—1)(x—6)+ (. —2)(z = 5) + (. — 3)(x — 4)

hay 3P(x) + 2023 = 322 — 21z + 28. T d6 tim dugc P(z) = 2% — 7 — 665
va r,s,t lan lugt 14 —671, —675, —677.

2) Gia st ton tai P(z) bac n > 3 théa man dé bai, khong mat tinh tong quét
gid st r < s < t. Theo 1ap luan & trén, moéi phuong trinh

P(x)—r, P(x)—s, Plx)—t

s6 ¢6 dting n nghiém phéan biét 1ay tir {1,2,3,...,3n}. Ngoai ra, theo dinh ly
Viete, do mdi phuong trinh déu chung nhau it nhét 13 ba hé sé dau tién tong
cac nghiém va tdng binh phuong cic nghiém clia chiing phai déu bang nhau.
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Xét ham s6 f(x) = P(x) —r ¢6 n nghiém phan biét nén theo dinh 1y Rolle
thi f/(x) = P'(z) phéi ¢6 n — 1 nghiém phan biét, ky hiéu 1a

cr<cp<...<cCp-1-

Phuong trinh P(z) = r s& c¢6 nghiém duy nhat trén timg khodng
(—o0;5¢1), (c1,¢2)s ..., (ep—1,+00). Tuong tu véi P(x) = s, P(x) =t. Ta ¢
hai truong hgp sau

A) Néu n 18 thi dé thidy & khodng dau tién, P(x) dong bién nén P(x) =

r, P(x) = s, P(z) =t s¢ lan lugt nhan céc nghiém 1,2,3. O khoéng tiép
theo, ham s6 nghich bién nén chiing sé lan lugt nhan cic nghiém 6, 5,4, va
ct nhu thé, dén khoang cudi cuing sé 1a 3n — 2,3n — 1, 3n.

Khi d6, dé thiy téng cic nghiém ciia ba phuong trinh trong n — 1 khodng
dau 1 bang nhau, riéng khoang cudi thi méi phuong trinh nhan mot nghiém
khéc nhau nén téng cic nghiém cta ching 1a khéc nhau, khéng thoa man.
B) Néu n chan, dit n = 2m thi ba phuong trinh s& c6 cdc nghiém 1a
1,2,3,...,6m va tuong tu lap luén trén, P(x) = r sé ¢6 cdc nghiém la
{1,6,7,12,...,6m — 5,6m}. Tong binh phuong céc sb nay sé la

NE

(6k — 5)> + (6k)% = > (72k* — 60k + 25)
k=1

=
Il

1

m(m+ 1)(2m + 1) GO.m(m—i—l)
6 2

= 12m(m + 1)(2m + 1) — 30m(m + 1) + 25m = m(24m?* + 6m + 7).

=72

+ 25m

Mt khéc, tong binh phuong tat ci 6m s 1a

6m(6m + 1)(12m + 1)
6

=m(6m+1)(12m + 1)

nén moi phuong trinh phéi cé téng binh phuong céc nghiém 13 % gia tri nay.
Suy ra
3m(24m?* + 6m +7) = m(6m + 1)(12m + 1)

hay 72m? + 18m + 21 = 72m? + 18m + 1, vo ly. Diéu nay cho thay trong moi
truong hop, ta khong thé cé da thitc P(x) thda man dé bai. ]

Bai todn trén cé thé néi 1 két hop clia céc bai toan sau day:
o Tim tat cd cic da thitc P(x) bac ba monic sao cho
[P =|PQR)| =[PB)| = [P(5)| = [P(6)] = |P(7)].
o Xét cac sb nguyén duong m,n va gid st ton tai P(z) hé s nguyén:
P(z1)=---=P(xy) =61 va P(y1) =--- = P(yn) = 2020,

VOL 1,29, .+ s Ty, Y1, Y2, - - - » Yn 12 cac s6 nguyén doi mot phan biét. Tim
gid tri 16n nhat ciia mn.
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o Tim tat cd cdc da thitc P(x),Q(z) hé s nguyén sao cho
PQr) = (z - 1)(x =2)---(z - 9)

v6i moi x € R.

O cau b) clia bai toan, viée ding do thi dé minh hoa 16 thit tu sip xép ciia cc
nghiém 14 rdt quan trong, gitp ta cé thé chi 16 duge céc nghiém ban dau dudc
phan hoach ra nhu thé nao va tit d6 diing dinh 1y Bezout, Viete.

Bai toan 5 | (Arab Saudi TST 2015) Cho tap hop S = {(a,b)|a #b,1 <a <4,1 <b< 4}
13 cic cip sb6 nguyén. Xét da thitc hai bién f(x,y) hé s nguyén sao cho
f(a,b) =0, Y(a,b) € S.

1. Tim gi4 tri nhé nhat ctia bac ciia da thitc nay.

2. Gia st fo(x,y) 1 mot da thitc c6 bac nhé nhat. Chting minh rang
3.54v6) _
b (:258) 20

Lo1 gial | Bai todn nay c6 nét tuong tu da thitc nguyén tdi tiéu, néu lap ludn theo
huéng dai s truc tiép thi van duge nhung kha ric réi. Trong phan nay, ta sé
bidu dién cdc diém lén mit phing toa do, quy viée tim da thic vé viée xéc
dinh do thi di qua dugc tat cd cic diém nay.

Trude hét, ta thdy rang néu chi ding dudng thing thi cin it nhit 4 duong
méi di qua hét 12 diém nay, néu chi ¢ 1,2, hodc 3 duong thi khong di. Ta
xét cac trudng hgp sau:

1. Néu deg f(x,y) = 1 thi ta c6 dudng thing dang ax + by + ¢ = 0 nén
khoéng théa man.

2. Néu deg f(x,y) = 2 thi loai trudng hop tich clia hai da thitc bac nhat,
néu day la da thitc bac hai thi phuong trinh sé c6 dang

f(z,y) = ax® + bry + cy® + de + ey + g.

Ta sé chitng minh conic dang niy sé khong di qua ba diém thang hang.
Gi4 st ring né di qua duge ba diém P,Q, R cling thudc dudng thing
max +ny +p = 0. Gia st m # 0, ta coi day la da thiic bic nhat theo x
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va coi f(z,y) 1a da thitc bac hai theo bién x thi thiyc hién phép chia
f(z,y) = (mz + ny + p)g(z,y) + Ay?> + By + C

Vi f(zp,yp) = f(2q,yq) = f(*r,yr) = 0 nén yp,yq,yr la ba nghiém
phan biét ctia Ay? + By 4+ C nén 16 rang phai c6 A = B = C = 0.Diéu
nay kéo theo f(z,y) c6 thé phan tich thanh tich ctia hai ham s6 bac
nhat theo bién z,y, khong thé 13 dudng conic khéng suy bién duge. Trd
lai bai toan, ta thiy trong 12 diém da cho, c¢6 nhiéu bo ba diém thing
hang nén khong thé c6 conic khong suy bién cing lic di qua tat ca cac
diém dé.

3. Néu deg f(z,y) = 3, ta chi xét trudng hop mét dudng thang va mot
conic bac hai. Quan sit dd thi, ta thdy rang: duong thang qua dugc t6i
da 4 diém; con theo phan (2) & trén thi & mdi tung d6 y = 1,2,3, 4,
dudng conic sé qua ti da 2 diém nén téng cong qua duge t6i da 8 diém.
Do dé, tong cong do thi qua t6i da 12 diém va ddu bang phai xay ra. Ta
vé duge duy nhdt mo6 hinh gém mot dudng thing va mot dudng tron
nhu bén dudi:

N

-1 i} 4 b 4 5

Khi d6 ta c6 duge fo(x,y) = k(x +y —5)(z? +y? — 5z — 5y + 10) va cb ngay

f(35558) =o. 0

Cudi cung, ta xét hai bai toan rat thi vi vé ¥ nghia hinh hoc ciia cdc bai todn
ve da thitc, bai dau tién trong dé chon ddi tuyén ciia Iran, con bai sau ching
toi tuwong tu hoéa lai tit bai nay.

Bai toan 6 |Cho P(z) la da thitic hé s6 thuc khic hang théa man: ton tai vo s6 cip sb
nguyén m, n sao cho P(m) + P(n) = 0. Chting minh rang d6 thi ciia ham s6
y = P(z) c6 tAm doi xiing.

Lot G1Al | Ta biét rang P(x) c6 tAm d6i xiing 1a (g, yo) néu nhu

P(x + x0) + P(—z + x0) = 2yo

v6i moi z € R. N6i cach khéc, néu dit Q(x) = P(z + z0) — yo thi Q(x) +
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Q(—z) = 0 hay Q 13 ham s6 1&. Nhu thé, mau chdt clia bai todn ndy 13 chi
ra trong vo s6 cap s6 nguyén da cho, phai c6 vo sd cip s6 nguyén cé tong la
hang s6 nao dé.

Khong mét tinh tdng quat, ta c6 thé gid sit rang P(x) monic, vi néu P(x)
théa man thi P(x)/c cing thoa man.

Néu nhu deg P(z) chan thi v6i o c6 gid tri tuyét déi da 16n, P(z) > 0. Cu
thé 13 ton tai cdc sé thuc p, ¢ sao cho p < 0 < ¢ ma P(z) > 0,Vz ¢ [p; q]. Xét
S = {s € Z|s € [p;q]} thi 16 rang S hitu han. Xét cip sd nguyén (m,n) sao
cho P(m) + P(n) = 0 thi gid st P(n) < 0, kéo theo n € S.Nhu thé, v6i moi
ciap s6 nguyén (m,n) thda man dé bai thi cé it nhit mot s6 s& thude S. Vi
tinh hitu han ctia S nén phai c6 mot s6 sg € S ting véi vo sd cip (m, sg) ma
P(m) = —P(sq), kéo theo P(z) la da thiic hing, khéng théa man. Nhu vay,
deg P(x) 1é.

Bay gid chii § rang ké tit mot s6 = di 16n nao dé thi P(x) don diéu ting
khi # — 400 (ta chi can chon z 16n hon diém cyc tri 16n nhat ciia P(z) 1a
xong). Hon nita, véi mdi s6 nguyén n, ton tai hitu han céc sé6 nguyén m sao
cho P(m) = —P(n) (vi da thtic chi c6 thé nhan mot gia tri nao d6 & hitu han
diém, khong vugt qué béc ciia no).

Tit d6, ta thiy rang v6i moi s6 thuc C' da 16n, ton tai cip s6 m,n € Z sao
cho P(m) + P(n) = 0, trong d6 m va n khic dau va c6 tri tuyét ddi 16n hon
C. (¥) Gia st rang deg P(x) = k 18 va dit P(x) = 2% + az®~1 + H(z) véi
deg H < k — 1. Tiép theo, dé dang chon dugc s6 thuc d sao cho P(x — d)
khuyét hé s6 ctia bac k — 1. That vy,

P(z—d) = (z — d)*+a(x — )" '+ H(z—d) = 2F —kda* '+ a2" '+ H(z—d)

va nhu thé, ta chi can chon d = ¢. Bay gid ta chimg minh rang diém (d;0)
chinh 1a tAm déi xiing ctia do thi ham sé y = P(z). Dit P(x —d) = Q(x), ta
quy vé chting minh rang

Q) = —Q(~a), Va € R.
Nhu thé, Q(z) = xF + bx*~2 + H(z — d) va ton tai v han cip s6 m,n sao

cho Q(m)+ Q(n) = 0 va m —d,n — d 1a s6 nguyén. Theo (x), ta chon nghiém
c6 gia tri tuyét déi di 16n v6i m > 0,n < 0. Bay gio gid st |m| < |n], gid si
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Bai toan 7

L3I GIAI

n=—m—cvéiceZ. Khidd

Q(m) + Q(n) = Q(m) + Q(-m —¢)
=mF b2+ Hm) + (—m — )" + b(—=m — )" 2 + H(—m — ¢)
= —ke-m* 1 4+ R(m),

trong d6 deg R(z) < k—2. Néu m di 16n, s6 kc-m¥~! s& 16n hon nhiéu so véi
|R(m)| va nhu vay tong —kc - mF~! + R(m) sé nhé hon 0. Tuong tu, khong
thé c6 |m| > |n| véi |m|, |n| dt 16n. Do d6, ton tai vo s6 cidc sb m sao cho
Q(m)+Q(—m) = 0, titc 1a da thitc Q(x) + Q(—x) c6 v6 s6 nghiém. Diéu nay
c6 thé xdy ra khi Q(x) + Q(—z) = 0, Vo € R va nhu thé, da thic Q(x) 1a
ham s6 18 va c6 dd thi déi xting qua diém (0;0).

Vay dd thi y = P(x) d6i xting qua diém (d;0). O

Cho P(zx) la da thitc hé sb thuc khéc hang thoa man: ton tai vo s cip sb
nguyén m # n sao cho P(m) = P(n). Chting minh rang dd thi ctia ham sb
y = P(z) c6 truc dbi xtmg.

Bai todn nay néi chung giéng bai trén, trong 15i giai, ta chi can d6i dau cho
P(z) tai mot s6 vi tri thich hgp. Ta biét rang P(x) c6 truc d6i ximg la = x
néu nhu P(x + x¢) = P(—x + x) vdi moi z € R. Néi cdch khic, néu dit
Q(x) = P(x + ) thi Q(z) = Q(—x) hay @Q 1a ham s6 chdn. Khong méat tinh
téng quat, ta cling gia sit P(z) monic.

Néu deg P(z) 1& thi r6 rang li)m P(z) = —o0, lir}rl P(z) = +oo. Nhu thé,
T——00 T—r+00

c¢6 thé chon x¢ di 16n thi P(z) sé ddng bién trén (zg; +00) va P(z) = yo ludn
¢6 nghiém duy nhat v6i moi yg > P(zg). Do d6, khong thé ton tai cap sd
m # n nhu dé bai. Do dé deg P(z) chén.

Xét deg P(z) chan thi tuong tu trén, véi moi s6 thuc C' di 16n, ton tai cip
s6 m,n € Z sao cho P(m) = P(n) trong d6 m va n khic dau va c6 tri tuyét
ddi 16n hon C. (x)

Dit P(z) = 2F +-ax*~' 4 H(x) v6i k chan, deg H < k—1. Chon d dé P(x —d)
khuyét bac k — 1. Ta chimg minh ring dudng thing z = d chinh 1a truc déi
xting ctia do thi ham s6 y = P(x).
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Dit P(r — d) = Q(z) thi Q(x) = 2% + ba*~2 + H(z — d) va ton tai vo han
m,n sao cho Q(m) = Q(n) vd m — d,n — d déu nguyén. Theo (*), ta chon
nghiém c6 gid tri tuyét déi da 16n v6i m > 0,n < 0. Ta ciing sé di chtng
minh m = —n. Biy gio gia st |m| < |n|, gid st n = —m — ¢ v6i ¢ € Z*. Khi
do

Q(m) — Q(n) = Q(m) — Q(—m — )

=mF +om* 2+ Him) — (—m —)F —b(=m —)* 2 = H(=m — ¢)

= —ke-m* 1 4+ R(m),
trong d6 deg R(x) < k— 2. Dén day s& c6 vo 1ly. Tuong tu néu [m| > |n| ciing
c6 vo 1y, va vi thé nén m+n = 0. VAy nén Q(x) = Q(—x) vdi vo sd = nguyeén,

kéo theo Q(z) = Q(—z), Vz € R nén Q(z) c6 truc déi xtmg 1a z = 0, va
P(z) c6 truc d6i ximg 1a dudng thang = = d. O

2. Bai tap ren luyén.

Bai toan 8 (VMO 2018). Trong mdt phdng toa dé Oxy, cho C la dé thi cia
ham s6 y = Va2, Mot duong thang (d) thay doi va cdt C tai ba diém cé hoanh
doé phan biét lan luot la x1, 2, x3.

1. Chiing minh rang dai lugng

T1X9 o3 3T

3 _|_ o —— _l’_ 3/ - _—
\/ $2 \/ .CU2 LEZ
3 1 2

la hang so.

S 2 2 2
2. Chitng minh rang i/:rz:ltg + {’/Izil o {’/IT;Q <-5L

Bai toan 9 (Bai todn friendly circles). Cho cdc s6 thuc a,b,c déi mot phan
biét va khdc 0. Chitng minh rdng ba dudng tron sau khi vé trong mdt phang
toa do Oxy thi luon cé it nhat hai diém chung

(x—a)*+ (y—b)? =

(z —b)? + (y — ¢)* = a?

(=0 +@y—a)? =0

(diém chung dudc hiéu la giao diém ciia it nhat hai trong ba dwong tron trén).
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Bai toan 10 (AIME 2022). Cho a,b,x,y la cdc s6 thuc (trong dé a > 4,b >
1) théa man

2y (@20 g-1)°
a2 a2-16 2 -1 b2 -

Tim gid tri nhé nhat cia T = a + b.
Bai toan 11 (Pé THPT QG 2019). Tim diéu kién cia m dé phuong trinh
sau c¢6é bon nghiém phdn biét

x—2+x—1+ a5 +:B—l—l
r—1 T r+1 x+2

=lz+1—z—m.

Tai lidu
[1] Nguyén Mac Nam Trung, Tai liéu chon loc trudng Déng Toan hoc mién Nam,

2020.
IMO Booklet ciia Arab Saudi 2015.

ENRETINNEORN

Phimg Ho6 Hai, Bai gidng ¢ Trudng Déng Titan mién Nam, 2022.

=~

https://mathscope.org/showthread.php?t=35623.

=

https://artofproblemsolving.com/community/c5h2782937p24447217.

=

https://en.wikipedia.org/wiki/Five_points_determine_a_conic.
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Tap chi online ctia cong dong

nhting ngudi yéu toan Tap chi Epsilon, S6 23, 06/2023

BA1 ToAN XAy DUNG DA THUC

DAo XUAN LUYEN
Truong THPT chuyén Lé Quy Pon, Binh Dinh

Céc bai toan lién quan dén da thitc thudng xuat hién trong cic dé thi hoc sinh gidi cdc cap, thi chon
doi tuyén hoc sinh thi hoc sinh giéi qudc gia ctia céc tinh thanh trong ca nude, thi olympic céc cip va
thi hoc sinh gidi quéc gia ciing nhu trong cudc thi IMO. Trong qué trinh gidng day, tac gid da bién soan
tai litu dé giang day, c6 bo sung va sang tac thém. Cac tai lieu tham khao vé vin dé hién nay da cé
nhung chua hinh thanh nén mét chii deé trong gidi mot sb dang toan vé da thiic. Nham trang bi thém
tai liéu gidng day va gitip cho cdc ban ddng nghiép, cic hoc sinh chudn bi thi hoc sinh giéi va nhimg ai
quan tdm dén van dé tham khao, tac gid viét cht dé “Bdi todn xdy dung da thic” nham gitip hoc sinh
truc tiép gidng day va cdc ddong nghiép c¢6 ngudn dé tham khio va nhitng ngusi doc quan tdm dén vin
dé hiéu t6t hon va c6 cai nhin t6t hon vé 1y thuyét vé da thiic ciing nhu ting dung né.
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1. Mot s6 két qua thuong st dung trong bai viét

Ngoai phan Iy thuyét co ban vé da thttc nhu dinh nghia, cdc khai niém nhu
béc, nghiém, dinh 1y Viet, dinh 1y Bezout, dinh 1y co ban ctia dai s6, tinh lién
tuc, tinh kha vi,... & day bd sung thém mot s6 két qua sau.

Pinh Iy 1 Gid st A 1a mdt truong, a € A, f(x) € A[z]. Du cta phép chia f(z) cho la

fla).
Pinh 1y 2 Ta c6 a 1a nghiém ctia f(x) khi va chi khi f(x) chia hét cho (z — ).

Gia stt A 1a mot trudng, o € A, f(x) € Afz] va m 1a mdt s6 tu nhién 16n hon
hodc bang 1, a 1a nghiém bdi cAp m ciia f(x) néu va chi néu f(x) chia hét
cho (z — @)™ va f(z) khong chia hét cho (z — o)™, Trong trudng hop m = 1
nguoi ta con goi « 14 nghiém don, m = 2, o goi 1a nghiém kép.

Ngudi ta coi mot da thitc c6 mot nghiém boi cap m nhu mot da thitc cé6 m
nghiém trung nhau.

Pinh 1y 3  (Dinh li Viette)

(a) V6i a, # 0, gid st phuong trinh

ant™ + ap_12" 1+ Faz+ag=0 (1)
c¢6 n nghiém z1,xs,...,x, thi
an—1
T+ g+t Ty = ——
Qn,
an—2
T1X2 + X123+ -+ Tp—1Tp =
Gn (2)
a
T1T - Ty = (71)"—0
Qp,
(b) Ngugc lai néu céc s6 21, T2, . . . , T, thod man hé trén thi ching 1a nghiém

ctia phuong trinh (1).
Hé (2) ¢6 n thanh phan va & vé trai cia thanh phan thit k ¢6 C} s6 hang.
Pinh Iy 4 Mot da thitc bac n c¢6 khong qua n nghiém.

Da thttc c6 vo s6 nghiém 1a da thitc khong.

Néu da thiic c6 bac < n ma nhéan gia tri bing nhau tai n+ 1 gia tri khac nhau
ctia d6i s6 thi da thiic d6 1a da thitc hang.
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Hai da thiic bdc < n ma nhan n + 1 gi tri bang nhau tai n + 1 gid tri khic
nhau ctia d6i s6 thi ddng nhat bang nhau.

Pinh Iy 5  Moi da thic f(z) € C[z] bac n ¢6 ding n nghiém (tinh ca bac ctia nghiém).

Pinh 1y 6  Moi da thitc f(z) € R[x] c6 bic n va c¢6 hé s6 chinh (hé ti cao nhat) a, # 0
déu c6 thé phan tich duy nhat thanh nhan ti
m l
flx) = anH (x — ) H (x2 —|—bkx+ck) ,

=1 k=1

vOi i, by, i € , [,m,n € * théa man n = m + 21 va b — 4c; < 0.

2. Mot sb6 bai toan

Sau day 13 mot sb bai toan st dung cach xdy dung da thitc dé giai:

Bai toan 1. (6 ton tai hay khong mét da thitc P(x) bdac 2023 sao cho
P(x? — 2022) chia hét cho P(x).

Phén tich: Céc bai toan vé ton tai da thitc thuong hay xay dung da thic dé
thdéa man. M6t trong nhitng dang da thitc thuong hay st dung la da thitc dang
lily thita ctia mot nhi thitc bac nhat. Trong bai nay, ching ta cling xay dung

theo huéng d6, cu thé 1a xay dung da thitc c6 dang P(x) = (x + a)2023.
Lot ciar | Xét da thitc P(z) = (z + a)?®, khi d6
2 2 2023 2 9 2023
P(x?-2022) = (22 = 2022+ 0)"" = [(z + @)’ — 2a(x + @) + a® + a — 2022]

Néu chon dudge a sao cho a? + a — 2022 = 0, tiic

L —L+ VB89 1 /089

2 B 2
thi P(22 — 2022) = (22 — a)”® = (z + a)%(z — 0)®% chia hét cho P(z).
Vay
2023 2023
1+ I
P(x) = <x + —’—28089> , hoac P(x)= (x + 28089> :
Thoéa man dieéu kién bai toan. O

Trong 16i gidi trén ching ta tim da thitc du6i dang liy thita cia mét nhi thic
béc nhat, theo huéng suy nghi ta c6 thé tim da thitc dusi dang 1 tich ctia cac
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da thitc bac nhat. Theo nghi dé ta c6 15i gidi tiép theo nhu sau

Lot c1Ar | Ta tim da thic dudi dang

2023
Pogo3(z) = || (z —ar), ax €,
k=1
Ta cé
2023
Paoas(2® —2022) = ] (2® — 2022 — ay). (1)
k=1
Néu chon ay, sao cho
—2022 — a = —aj, (2)

(dé tich (1) c6 dang

n

n 2023
H:B —a}) = H(xfak x+ag): H x — ay),
k=1 k=1

k=1
thi
2023 2023
Paona(2? — 2022) = [ (2% = ai) =Paons(2) [] (& + aw),
k=1 k=1

chia hét cho Pypo3(7)).
Tuy nhién dé dang thiy ring

1+ 8089 1 — /3089
g o hede ae=a

théa (2). O

aj =

Bai toan 2. Ching minh rang vdi moéi sé thuc a > 1 va moi n € N*, ton tai
da thic
P(z)=2"+az" 14+ +a, eR[z],

théa man cdc diéu kién sau
(i) la;| = a*, k; €N, i=1,2,...,n

(ii) Tat cd cdc nghiém cia da thic P(x) déu la cdc s6 thuc khdc nhau.
Ngodi ra, khi n chin thi sé cdc nghiém duong bing sé cdc nghiém am,
khi n 1é thi gid tri tuyét doi ciia hiéu gitta so cdc nghiém duong v s6
cdc nghiém am bang 1.

Phan tich: Bai todn can xdy dung da thttc P(x) c6 cdc hé sd thda man mot
diéu kién cho trude va c¢6 di nghiém thuc theo bac ciia né. Ching ta quy nap
theo béc ctia né. Vi hé s6 cao nhat clia da thic 1a 1 va cdc hé s6 théa man diéu
kién (i) nén chiing ta xay dung da thitc theo da thitc ban dau bang cich cong
thém don thtc bac 16n hon gia thiét quy nap 1a 1 va dé béo dam diéu kién hé
s6 thoa (i) thi ta nhan da thitc gia thiét quy nap vof liy thita ciia a 14 o, diéu
chinh mii k£ dé bao ddm diéu kién (ii).
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Lo1 g1l | Ta chting minh bang quy nap theo n € N* :

- Truong hgp n = 1, ldy P (x) = 2 £ a”, khi n = 2, lay P (z) = 2% +

a’“az — (ll.

- Gia st két qua ding dén n > 2. Xét da thitc Q (x) c6 hé sd bac cao
nhét bing 1, cé béc 2n va c6 cic nghiém 14

T <2< <Tp <0< 2py1 < Tpgo < -+ < Tay,.

Do tinh lién tuc cta @ (z) nén né khong déi dau trong céc khodng
(—00;21), (Ti5Tig1), (T2n;+00) va lim Q (x) = +oo vi vy ton tai
x o0

mot diy cac cac so thuc
1 <1 <y <wo < <Yp < Tp <Y1 <0< Tpp1 < Ynpo < Tppo <0 < Ty < Yontl

dong thsi Q (y;) ¢6 dau +, —, +, —, bat dau véi Q (y1) > 0.

Xét da thic P (z) = 22" 4+ d*Q (z), & day ta chon k € N di 16n sao
cho P (y;) ciing dau vé6i Q (y;) .

Do béc cia P (x) 1a 1é nén lilin P (z) = £oo va do tinh lién tuc cta
T—r00
P (z) nén P (z) ¢6 n + 1 nghiém &m va n nghiém duong z; thdéa man
—00 <z <y1 <z <Y< <Yn < Znt1 <Ynt1 <0 < zppo <Yng2 <0 < 22p41 < Yontl-
Suy ra diéu phai chitng minh.

- Trudng hop da thitc Q (z) c6 hé s6 bac cao nhat bang 1, c6 bac 2n + 1
thi xét da thic P (z) = 2?2 — d*Q (), va lap luan tuong tu nhu
trén ta cing suy ra da thitc P (x) ¢6 n+ 1 nghiém &m va n + 1 nghiém
duong.

Chitng minh hoan tat O
Bai toan 3. Tim tdat cd da thic P(x) € R[z] théa man

PX(g) =3P (s? —5) +1, VoeR. (3)

Phén tich: Ching ta nhan thay néu da thitc P(x) 13 hang s6 thi néu P(x) = b
thi b 1a nghiém ctia phuong trinh b = 3b + 1, ta dé dang tim ra sb6 b va da
thitc P(z) = b, # € R thda yéu cau bai todn, tuy nhién viéc tim da thitc c6
bac duong (néu cé) doi hdi chiing ta can phai viét dang tong quat ctia da thiic
P(x) sao cho P(a) = b v6i a 1a sb thuc ndo dé. Mot cach tu nhién ,ta can chon
a sao cho a thoa a = a® — 5.

Lo1 GIAI | Trude hét ching ta thay

—
|
E
i

S
|
(@)
I
8
:
+
[N}
5
S
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Gia stt da thitc P(z) thda man yéu cau bai todn. Trong (3) thay = = a ta c6:

P?(a) =3P (a? = 5) + 14 P?(a) =3P (a) — 1 =0

]3((1):3_2\/ﬁ
=
P(a):3+2\/ﬁ

Gid sit P (x) la da thitc khdc hing, khi d6 P (z) # b voi b € { 2=y13, 3/13}
v6i moi & € R va b thoa b2 —3b — 1 = 0.
Do P(a) = b nén ta viét P(x) dusi dang

P(z)=(z—a)"-Q(x)+b, Qa)#0.

Thay vao (3), ta duge

((z — a)"Q(z) +b)* =3 [(m2—5—a>n-Q(x2—5) —I—b} +1,

(v = a)" QX(x) +2b(w — a)" - Q(2) +* =3(2* —a—5)"Q (+? = 5) +3b+1

(4)
Vib?=3b+1,a? =a+5nén (4) duge viét thanh

n

(. —a)*™ - Q*(z) + 2b(z — a)" - Q(z) = 3(5!:2 - a2) Q (:1:2 - 5) ,

hay
(x—a)" - Qz) + 2b- Q(z) = 3(x +a)" - Q (#? = 5).

Thay x = a, ta cb
2b-Q(a) = 3(2a)" - Q (> = 5)
2b- Q(a) = 3(2a)" - Q(a),

2b=3-(2a)".

Hay 3++v13 =3(1+ \/21)n, diéu nay khong x&y ra véi moi sé6 nguyén duong
n. Do d6 P(x) = b. Thit lai P(x) = b théa man yéu cau bai toan.
Vay P(z) = % hodc P(z) = 3+§/ﬁ. O

Trong 101 gidi trén, viéc chon ra cac s6 a 1 quan trong va tim ra sbé b dé tir
d6 dung nén da thtc P(z) ¢6 dang P(z) = (z —a)" - Q(x) + b v6i n € ZT,
Q(a) # 0. S6 a c6 duge 1a nghiém ciia phuong trinh lién quan dén céc biéu
thitc chita = trong yéu cau bai toan, d6 13 phuong trinh 22 —3 = 2 va s6 b 1a
gia tri ctia da thitc P(x) tai = a. Sit dung cich thtic xit Iy chiing ta c6 thé
sang tac nhiéu bai toan tuong tu.

Ban doc c6 thé thit sttc véi bai toan sau:

63



Tap chi Epsilon, S6 23, 06/2023

Tim tat ci cic da thitc P (x) v6i hé s6 thue thda man véi moi s6 thuc x sao
cho
P%(z)=2P (x2 - 3) + 1.

Tuong tu nhu trén, c6 2 da thitc théa man yéu cau dé bai 1a P (x) = 1+ 2
va P(z)=1-+2.

Bai toan 4 (Romania 1990). Tim tat cd cdc da thite P € [x], théa man

2P(222 —1) = [P(z)]* -2, Vze.

Phén tich: Chiing ta cé thé gidi quyét bai toan va trinh bay 15i gidi tuong tu
nhu bai todn 3, 6 day ta xét thém modt cach trinh bay 16i gidi ctia bai todn nay,
mic dil vé co ban van gidng vé y tudng.
Lot c1A1r | Gid st P(z) # P(1), dat
Plz) = (z-1)"Q(x) + P(1), Q(1)#0,ne.
Khi do, tit gia thiét suy ra
2" (z — 1)"(x + 1)"Q(22*~1)+2P(1) = (z — 1)*"[Q(z)]*+2(z — 1)"Q(z) P(1)+[P(1)]*~2.

Thay = =1, suy ra
2f (1) = £ (1) -2,
va
2" (@ +1)"Q(22° — 1) = (z — 1)"Q*(2) +2Q(x) P(1).

Cho z =1, ta dugc
QM) - (2" = P(1)) =0. (5)

Lai cho z =1 vao
2P(22% —1) = P*(z) — 2, Vz €,

ta gidi ra duge P(1) = 14 /2 ¢, nén tit (5) suy ra Q(1) = 0 (miu thuin).

Nhu viy P(x) = P(1) la da thiic hang va P(z) = 1+ /3. O
Bai toan 5. Tim cdp da thitc hé s6 nguyén P(z), Q(z) khdc da thiic khong
sao cho
P (V2 + V17 + V19) ST
= +/17.
Q (V2 + V17 + V19)

Phan tich: Dé gidi quyét bai toan ta tim cich tach /19, khi dé néu dit a =
V2 + V17 4+ V19 thi V2 + V17 = a — /19 va tim céch xdy dung da thic dé
loai bd v/2+ v/17. Thong thudng nhu viy ta thuong xay dung truc tiép da thic
tich céc nhi thitc bac nhat dé loai v/2 + v/17.
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Lot cial | Dt a = V2 4+ V17 4+ V19 = V2 + V17 = a — V/19. Xét da thiic

H) = (2 = V3= VI~ VI9) (1 VB + VT — VD)
(x+f—\/ﬁ—\/ﬁ) (m—\/§+\/ﬁ—x/ﬁ)

= [ (== vi9) - (va+ vir)'| [ (o - vI9) - (V2 - vIT)’]
= (2- mf —38(z - JE)Q +225
= 2% — 4v/1923 + 11422 — 76v/102 + 361 — 38 (x2 —2V19z + 19) + 225
=2t + 7627 — 136 — 423V/19.
Dt A(z) = 2* + 7622 — 136, Q(z) = 423. R0 rang theo cach dit thi
H(a) =0= A(a) — Q(a)V19 = 0.

Do d6 ta cé

A(a) :\/E:>A(a) :a—(ﬂ—i—x/ﬁ).

Q(a) Q(a)
Suy ra
A(a) a* + 76a® — 136
2 17=a — =a-—
V2+ V17T =a o) = ° 13
_ 3a* —Ta® + 136
B 4a3 )
Vi vy, néu chon P(z) = 3z — 7622 + 136, Q(x) = 423, thi ta c6
P(VZ+VTT+VIO) o o
=2+ :
Q (V2 + V17 +V19)

O

Bang cach tuong tu, ching ta c6 thé sang tic nhiéu bai toin khac Tim cip da
thitc hé sb nguyén P(z), Q(z) khac da thitc khong sao cho

plveevE)
Q(v2+v5)
Tim cgp da thitc hé sé nguyén P(z), Q(z) khic da thitc khéng sao cho
P(V2+V5+ V7
( ) =V2+ VT
Q(V2+V5+VT7)

Bai toan 6. Cho f(z) = az?+bx+c € R[z] la da thic bdc hai théa man diéu
kién f(x) >0, vdi moi x > 0. Chitng minh rdng ton tai da thic P(x) € R[z]
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sao cho da thiic f(z) - P(x) c6 tdt cd cdc hé s6 deu khong am.
Lot c1Ar | Do f(z) > 0, Vo > 0 nén
a>0, c= f(0) >0, Ap=b*—4ac<0.

o Néu b > 0 thi chon P(x) = 1 thi ta dugc diéu phai chimg minh.
o Néu b < 0 thi ta tim P(z) duéi dang P(x) = (x +1)", n > 2. Khi d6

f(x)-P(x) = (azx® + bz +c)- (z+1)" = (az® + bz +¢) - i Chak
k=0

n
=az""? + (b +an)2™ ™ + Z(aC‘flf_2 +bC* 4 cCMYak + (b + en)x + ¢

k=2
Nhu vdy, ta can chon n sao cho
b+an >0 (1)
b+cn >0 (2)

aCk=2 1 pCE1 ek >0,k >2 (3)

) -b —b Lz
Nhan thay véi n > max {; } thi (1) va (2) théa man. Ta bien doi (3)
a’ ¢

thanh
g(k) = (a—b+c)k* —[a—b(n+2)+c2n+3)k+c(n+1)(n+2) >0, Vk > 2

Chii ¥ rang hé s6 ctia k2 laa —b+c¢ >0 (doa > 0,b< 0, c>0), do db dé
(3) ding v6i moi k > 2, ta chon n sao cho biét thiic A, ctia tam thitc béc
hai g(k) khong duong.

R6 rang A, cling 1a mot tam thitc bac hai theo n ¢6 hé s6 cia n? 1a

(b—2¢)? —4c(a — b+ c) = b® — 4dac < 0.

nén lim A, = —occ. Do d6 v6i n di 16n thi A, < 0. Tt d6 suy ra ton tai n

n—o0

dong thdi théa man (1), (2), (3), va ta thu duge diéu phai chting minh. [
Bai toan 7. Cho da thic:
g(z) = apz™ + an_12" '+ +ax+ay, n>3

théa man g(z) > 0 vdi moi x > 0. Chitng minh rang ton tai sé tu nhién m
sao cho da thic Q(z) = g(x)(z +1)™ ¢b cdc hé s6 déu khong am.

Lot ciAr | Ta xét 2 truong hgp :
o Khi deg g(x) = n = 2k thi ta c6 thé phan tich

k

g(z) = H(aiw2 + bz + ¢),
i=1
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trong d6 a;z® 4+ bjx + ¢; > 0, Vo > 0. Theo bai todn 6, véi mdi da thirc
a;x® + bjz + ¢; déu ton tai sé tu nhién m; sao cho da thic

Qi(x) = (a;x® + bix + ¢;)(x + 1)™

c6 cac hé so déu khong am. Tu do

k k
[T @) = [J(@ia® + b+ c) (o +1)™ = glo)(a + 1)+
=1 i=1

cb céac hé s6 déu khong &m. Chon m = mq +mg + - - - +my, ta dudc diéu phai
chttng minh.

o Khi deg g(z) = n = 2k + 1 thi g() c6 {t nhat mdt nghiém khong duong 1a
—a, (a > 0).

Khi d6 g(z) = (z + a)h(x), véi h(z) > 0, Vz > 0 va degh(x) = 2k. Theo
truong hgp trén, ton tai s6 tur nhién m sao cho h(x)(z + 1) c¢6 cic hé s6 deu
khong aAm, suy ra da thitc g(z)(z + 1)™ cling ¢6 cdc hé s6 déu khong am. [

Bai toan 8. Cho 2n s6 thuc déi mot khdc nhav ay, as, . .., a, va by, ba,. .., by.
Dién vdo bing nxn theo quy tic 6 (i;§) (hdng i va cot j) la s6 a;+bj. Chiing
minh rang néu tich tat cd cdc sé trén cdc cot bang nhau thi tich cdc sé & moi
hang ctng bang nhau.

Phéan tich: Yéu cau bai todn 1a chiing minh néu tich tat ca céc s trén céc cot
bang nhau thi tich cdc s6 & mdi hang cling bang nhau nén nghi dén viéc xay
dung da thttc c6 chita cac thita sb.

Lo1 ciar | Xét da thic

P(z)= (x4 a1)(z+a2) - (x+ap)

R6 rang P(bj), j = 1,n 1a tich céc s6 & cot thit i. Theo gia thiét, ta c6
P(by) = P(bg) =--- = P(b,) = C = const.

Do d6 da thitc G(z) = P(x) — C 1 da thtic bac n, hé s6 cao nhat bang 1 va
c¢6 n nghiém phéan biét by, bo, ..., b,. Suy ra

G)=(z+ta)(zt+ar) - (z+a,) —C=(z—b)(x—b2) - (z—by)
Lan lugt thay z = —a;, i = 1, n vao ding thic trén, ta duge
—C = (=a; —b1)(—aj —by) - (—a; — bn),

hay
(aj +b1)(aj +ba)--- (aj +b,) = (—1)"T" - C = const.

Vé trai ding thic trén 13 tich cic s6 ¢ hang j. Tt ddy dé dang suy ra diéu
phéi chitng minh. O

Dé xay dung duge da thitc nhu bai gidi 1a vAn dé rat khé, ngudi gidi phai c6
nhitng tu duy rat giéi méi nghi dén duge cach xay dung nay.
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Bai toan 9. Cho s6 nguyén m > 2. Ching minh rang véi moi sé tu nhién

n > 3 thi sé
on_1
m —1
_mn’
m—1

luén c6 mot udc so duong cé dang m® + 1, vdi a la s6 tu nhién.

Lo grAr | Ta ¢é

m2"71 -1 " m2"71 +Lmn — mn+1 -1
- =

m—1 m—1
batn+1=2"-s,trong dé r,s € N, r < n va s lé. Xét da thic

Pm)=m* t4+m" —m"t —1=m" {my@nﬁ_s) — 1} — (m* +1).

Do s v 2" — s déu 1é nén P(m) chia hét cho m?" + 1, hay P(m) = (m? +
1) - Q(m), trong d6 Q(m) € Z[x].
Ma P(1) =0 nén Q(1) = 0, hay Q(m) = (m — 1) - H(m), trong d6 H(m) €

Zlz]. Suy ra
mzn_l —1 P(m) or
A S R Sk - H
tit d6 suy ra dicéu phai chimg minh. O

Trong bai da xay dung da thitc dé phan tich dugc sé da cho 1a tich clia hai s6
nguyén duong, trong dé c6 mot thita s6 theo yéu cau ctia dé bai.

Bai toan 10 (Bai P118 — Tap chi Pi). Cho s6 nguyén duong k va da thic
hé s6 nguyén P(x) khdc hang va khong cé nghiém nguyén. Tim da thic hé
s6 nguyén Q(x) théa man

o([x

- Theo yéu cau bai toan, ching ta can nghi dén viéc xdy dung da thitc Q(z)
sao cho @ <[Z}> 1a mot tich trong dé cé chita thita s6 P(n).

) =0 (mod P(n)), VneN".

Phan tich:

n

k k k

thitc sau va kiém tra né théa yéu cau bai todn

. n n .
- Xuat phat tir hé thiic quen thude [} < -< { } + 1, ta cé thé xay dung da

Q(x) = P(kz) - P(kx +1)--- P(kx + k — 1).
Lot 1Al | Ta sé ching minh Q(z) = P(kx) - P(kx +1)--- P(kx + k — 1) théa man yéu
cau dé bai. That vay, do P(z) € Z[z] khic hang nén Q(z) € R[z] khéac da
thitc 0.
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V6i moi s6 nguyén duong n, ta cé

[Z}§Z<m+1 = kmsnmmm

nénne{k~ [Z},k {Z]%—l;...;k" {Z]—i—k—l}.Dodétrongcécsé

n n n
Plk-|- Plk- |- 1),...,Plk-|—+ -1
(&) 2 (e [i o) (e [3] )
luén cé mot s6 14 P(n). Chi ¥ rang P(x) khong c6 nghiém nguyén nén
P(n) # 0, Vn € N*.

Tu d6 suy ra Q <[Z

}) : P(n),Vn € N*. Bai todn dugc chitng minh. O
Bai toan 11. Gid s da thic hé s6 hitu ty f(x) bic khéng bé hon 2 va ddy sé
ai,as, ... la day so hiu ti théa man dieu kién f(ant1) = an,¥n > 1. Ching
minh rdng ton tai s6 nguyén duong N dé vdi moi s6 nguyén duong n thi Na,
la 56 nguyén.

Lo1 G1A1 | Ta chimg minh (a,,) bi chin, ttc 1a ton tai s6 thue M sao cho |a,| < M, Vn >

1.

That vy, do deg f > 2 nén lim 8 = Jo0, do 6 ton tai s thye M (c
X oo

£
thé chon M > |a;|) sao cho khi |x| > M thi |f(z)| > |z|.

Ta sé chitng minh |a,| < M, Vn > 1. Gid stt ton tai a, sao cho |a,| > M, khi
dé

lan-1] = [f(an)| > |an| > M = |ap—2| = [f(an-1)| > |an-1| > M - = |as| > M.

trai v6i cdch chon M, vo 1y. Vay (a,) bi chan.
Do f(r) € Q[x] nén ta cé thé viét f(z) dudi dang

. bd:cd + bd_lll?d_l + -+ b

x )
/(@) -
trong d6 bo, by, ..., ba,c € Z. Gid st a1 = -, 7,5 € Z.
N s
Ta dat N = s-by. Bang quy nap, ta chitng minh Na, € Z, Yn > 1. That vay,

ta cé

Nalzs-bd-z:r-deZ.
s

Gid st Na, € Z, v6i n nao d6. Xét da thic

c- N4 T
P(z) = . — | - .
(=) ba <f (N > an>
Ro rang P(x) € Z[z] va c6 hé sb bac cao nhit ciia z bang 1. Chi ¥ rang

f(ans+1) = ap nén P(Nay41) =0, hay Nay+1 1a nghiém hitu ti ctia P(z), va
do dé 1a nghiém nguyén. Phép quy nap hoan tat, bai toan dudgc giai quyét. [

69



L3I GIAI

Tap chi Epsilon, S6 23, 06/2023

Y tudng hay trong viéc gidi quyét bai todn 14 xdy dung da thic hé sé nguyén
¢6 hé s6 cao nhat bang 1 v nhan Na,1 lam nghiém. Viéc xay dung khong dé
chit nao.

Bai toan 12. Chimg minh rang moi da thiic monic (la da thic ¢é hé sé cao
nhdt bang 1) hé s6 thuc bic n déu cé thé biéu dién bang trung binh cong ciia
hai da thic moénic hé so thuc biac n, trong dé maéi da thitc c¢é n nghiém thuc.

Goi f(z) 14 da thitc monic bac n hé s6 thuec.
Néun = 1thi f(z) =z +a. Xét fi(z) =z, fo(x) = = + 2a, rd rang mdi da
fi(@) + fa(x)

2
Néu n > 1, xét da thiic g(z) = (x —2)(x —4)---(x —2(n — 1)) c6 bac n — 1
va cac da thic

thitc ¢6 mot nghiém thue va f(z) =

P(z)=2" — k- g(x), Q(x)=—2"+k-g(x)+2- f(x).

Ta chiig minh véi k du 16n, P(x) va Q(z) ¢6 n nghiém thuec.

That vay, xét cic gia tri clia g(z) tai n diém 1,3,...,2n — 1, nhing gid tri
nay dan dau va cé gid tri nhé nhat bang 1 (vi nhidu nhat hai trong cac thita
s6 c6 gid tri tuyét d6i bang 1 v cdc thita sb con lai ¢6 gia tri tuyét ddi 16n
hon 2). Mat khéc, ton tai hang s6 ¢ > 0 sao cho

lz]" <c¢  va 12 f(z) — 2" <c, voi 0 < x < 2n.

Lay k > ¢ thi P(z),Q(x) c6 gid tri dan dau tai n diém = = 1,3,...,2n — 1,
nén P(x),Q(z) déu c6 it nhat n — 1 nghiém thye. Ma ching 14 céc da thiic
bac n nén méi da thitc déu c6 dia n nghiém thue. Mat khéc, 16 rang ching 1a
monic va trung binh cong ctia chiing 13 f(x) nén ta thu duge diéu phai chimg
minh. O

Viéc xdy dung cac da thitc P(z), Q(x) ddm bao dugc f(z) la trung binh cong
cta hai da thic P(x)va Q(x), nhung viéc céc da thitc d6 c6 di n nghiém thyc
can cé da thic g(z) va hé sé k dé “hiéu chinh”.

Trén day la mot s6 bai todn ma qué trinh giai c6 xdy dung da thitc, hy vong
sé 13 nguon tai liéu tham khao cho nhitng ban quan tam dén van de.

Tai licu

[1] HA Huy KHOAIL S6 hoc, NXB Gido duc.

[2] L& ANH VINH (CHU BIEN), Dinh hudng boi dudng hoc sinh ning khiéu Todn,
NXB Giéo duc.

[3] NGUYEN VAN MAU, Da thic dgi s6 va phan thite hitu ti, NXB Gido duc.

[4] TRAN NAM DOUNG (CHU BIEN), Cdc phuong phdp gidi todn qua cdc ki thi
Olympic.

[5] Tap chi Todn hoc va Tudi tré, NXB Gido duc.
[6] Tap chi Pi, NXB Gido duc.
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[7) Tap chi Epsilon.
[8] Céc dé thi hoc sinh giéi va chon doi tuyén clia cdc tinh.

[9] Céc dé thi hoc sinh giéi va dé dé nghi ctia cude thi Olympic Dong bang Bic Bo.
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Mé dau

1. Hoc sinh tiéu hoc 16p 16n hodc THCS 16p nhé hau nhu ai ciing biét dén
bai to4dn tim s6 cam dai loai nhu sau “Ba Ba dem cam ra chg ban, khoang
trén dusi 100 qua. Khi ba xép mé ba thi con thita 2 qué, xép mé 5 thi
thita 3 qua con xép mé 7 thi vita di. Héi ba ba cé tat ci bao nhiéu qua
cam”.

Mot trong nhitng cich gidi thong dung 1a mo tit tit. Dau tién, vi s6 cam
chia 3 du 2 nén s6 cam c6 thé 1a 2, 5, 8, 11, 14,--- .

Trong day nay ta nhanh chéng tim dudc sb 8 chia 5 du 3. Vay la s6 8 vita
chia 3 du 2, vita chia 5 du 3. Nhung né chua théa man dé bai vi 8 khong
chia hét cho 7. Dé c¢6 thém nhimg sé vita chia 3 du 2, vita chia 5 du 3,
ta thém vao s6 8 cac boi sd ctia 15: 8, 23, 38, 53, 68, 83, 98--- va kiém
tra xem s nao trong chiing chia hét cho 7. Két qua 1a ta tim dudc sb 98
thoéa man yéu cau dé bai.

2. Tim hiéu thém mot chit, ta biét bai todn nay con cé tén 1 bai todn Han
Tin diém binh. Tuc truyén rang khi Han Tin diém quéan s, 6ng cho linh
xép hang 3, hang 5 roi hang 7 r6i bdo cédo s6 du. T d6 éng tinh chinh
xéc quan sd dén ting ngudi.

Vi du néu s6 du tuong ting 1a 2, 3, 0 thi sb quan sé 1a 98.

Néu sb du, ching han 14 1, 0, 2, ta ciing lam nhu phan 1 § trén nhu sau:
Xét day céc s6 chia 3 du1l1a 1, 4, 7, 10,--- thi ta tim dudc sé 10 chia 3
du 1 va chia 5 du 0. Sau d6 xuat phét tit s6 10, ta ctt cong thém cac boi
ciia 15 vao thi duge 10, 25, 40, 55, 70, 85, 100,--- va duyét theo sé du
cho 7 thi ta duge s6 100 thod man yéu cau.

Céch lam 6n nhung c6 vé thii cong qua! Khong 16 méi 1an nhan duge bo
s6 du ta lai mo lai tit dau nhu vay? Cé cach nao dé gidi bai todn mot
cich tong quat khong? Héa ra 1a cé, va dieu nay da duge Han Tin dua
ra tit xua “LAy s6 du khi chia cho 3 nhan véi 70, r6i cong véi s6 dut ciia 5
nhan véi 21, cong s6 du cho 7 nhan véi 15 roi cong hodc trit véi mot boi
s6 clia 105”.

Vi du véi bo s6 du (2,3,0) ta duge

2x 7043 x21+0x15=203.

Trit di 105 thi duge 98.
V6i bo s6 du (1,0,2) thi dugdce

1x704+0x21+2x15=100.
R4t w 14 1¢i hai. P& nhé quy tic nay, Han Tin con dit ra mot bai tho

“Tam nhan dong hanh that thap suy
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Ngii thu mai hoa chap nhat chi
That nhan dong hanh thu ban nguyét
Trt bach trit ngti dinh vi ky”

Bai nay dugc Hoang Xuan Han dich thanh

“Ba ngudi cung di, it bay chuc
N&m ngudi cting hang, nhan ham mot
Bay ngudi cing hang, nhan mudi lam

Trit tram linh ndm thi tinh suét”.

. Cong thitc ctia Han Tin rat hiéu qua va thd vi. Néu to mo mot chit, ta
sé dat cAu héi: cc s6 70, 21, 15 c6 tinh chat gi va duge tim ra nhu thé
nao? Mot quan st don gidn cho thiy sb 70 chia hét cho 5, 7 va chia 3
du 2. S6 21 chia hét cho 3, 7 va chia 5 du 1 con s6 15 thi chia hét cho 3,
5 va chia 7 du 1. Chinh vi 18 d6 khi ta c6 b s6 du 1a (a, b, c) thi ré rang
s6 70a + 21b + 15¢ s& c6 s6 du khi chia cho 3, 5, 7 lan lugt 1a a, b, c. Va
ta chi can cong hay trit v6i mot boi s6 ctia 105 14 s& duge s6 tuong tng
phtt hdp véi yéu cau ciia dé bai. Viéc tim ra céc s6 nhu 70, 21, 15 ciing
khéng c6 gi khé khin. Chéng han dé tim sb chia hét cho 5, 7 va chia 3 du
1 thi ta chi can duyét trong céc bdi sd ctia 35: 35, 70, 105 va tat nhién
sé dugc ngay s6 70. Céc sb 21, 15 ciing dude tim bang cich tuong tu.
Phuong phép tuong tu ¢ thé duge van dung dé tim ra cdc bd sé “than
bi”, khi 3, 5, 7 dudc thay bdi cic sb khac, chang han nhu trong bai todn
sau:

“Sau khi phai chui vao céi éng ddng dé 1én xe bit quan kéo chay thoat vé
Tau, Thoat Hoan hti hon néi A bat Xich kiém diém lai binh ma. A bat
Xich cho linh xép hang 11 thi thay thita 7 ngudi, xép hang 13 thi thay
thita 5 nguoi. Cudi cung, o6ng ta cho xép hang 19 thi thiy thita 6 ngudi.
Hay cho biét s6 binh si ctia Thoat Hoan lic ndy biét ring theo lich st thi
con s6 d6 khong qué 3.000 ngudi.”

Hoc theo céch ctia Han Tin, ta bit dau di tim s6 X chia hét cho 13, 19
va chia 11 du 1. Ta sé tim X; dudi dang 13 x 19 x t = 247¢. V1 247t = 5t
(mod 11), nén ta nhanh chéng tim duge ¢ = 9.

Vay X7 =13 x 19 x 9 = 2223.

Tuong tu nhu vay, ta tim X5 chia hét cho 11, 19 va chia 13 du 1. Ta sé&
tim X5 dudi dang 11 x 19 x ¢ = 209¢. Vi 209t = ¢ (mod 13), nén ta nhanh
chéng tim duge ¢ = 1. Vay Xy = 209.

Cubi cling ciing gidong hoan toan nhu trén, ta tim duge X3 = 286.

Ap dung vao bai todn trén ta duge dap sb 13

2223 x 7+ 209 x 5+ 286 x 6 = 18322.

Con sb nay théa man tat ca cac diéu kién vé sé du, nhung qué 16n. Ta
phai diéu chinh bang cich trit di mot boi s6 ciia 11 x 13 x 19 = 2717. Ta
trit di 6 lan thi dudc s6 2020 1a con s6 hgp 1y, théa man yéu cau dé bai.

. Vay dinh 1y Trung hoa vé s6 du dudc phét biéu va chimg minh nhu thé
nao? Rat don gidn thoi. Cho mq, ma, ..., my 1a cdc s6 nguyén duong doi
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Bai toan 1

L1 GIAI

mot nguyén t6 cing nhau va a1, as, ..., ax la cic s6 nguyén bat ky. Khi
d6 hé phuong trinh dong du

X=a; (modmi), X =as (modms),..., X =a; (mod my)

ludn c6 nghiém va hai nghiém bat ky ciia né sai khac nhau mot boi sd
caa M = mimsg---my.

Céch chting minh hoan toan tuong tu nhu cich lam & phan 3. Ta sé di
tim cac s6 X1, Xoa,..., X} sao cho

X chia hét cho ma, ma,..., my va chia m; du 1;
X, chia hét cho mq, ma,..., my va chia my du 1;
X}, chia hét cho mq, mao,..., mg_q va chia my, du 1.

Va nghiém ctia hé sé c¢6 dang

X:a1X1+a2X2+-~-+aka+Mt.

bat M; = — (tich ctia tat ca cac so my, trit m;). Ta chi can tim X; dudi
m;

dang X; = M; - t;. S6 t; luon ton tai vi (M;, m;) = 1 (day chinh 1 1y do

ta can dén diéu kién céc m; doi mot nguyén t6 cling nhau).

Dinh 1y Trung hoa vé s6 du c6 nhiéu tng dung thid vi. Nhiéu bai toan

Olympic khai thac dinh 1y nay.

(Olympic Phan Lan) Ton tai hay khong mot da thitc P(x) nhan gid tri
nguyén v6i moi x nguyén, khéng cé nghiém nguyén nhung véi moi sé
nguyén duong n déu ton tai x sao cho P(x) chia hét cho n?

Ta chitng minh da thitc P(x) = (32 — 1)(22z — 1) thda man yéu cau dé
bai. Vi n = 28 - m, ta sé tim = sao cho P(x) chia hét cho 2 bang cich
chon z sao cho
3x—1=0 (mod 2¥)
{23@ —1=0 (mod m)

Vi (3, 2¥) =1 va (2,m) = 1 nén sé ton tai a va b sao cho
3a=1 (mod2%), 2b=1 (mod m),
tit d6 thi hé trén day sé tré thanh

r=a (mod 2F)
x=0b (modm)

va sé c¢6 nghiém theo dinh 1y Trung hoa vé s6 du.
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Bai toan 2 | (IMO 1989) Chting minh rang v6i moi n nguyén duong, ta luén tim
duge n s6 nguyén duong lién tiép sao cho khong c6 s6 nao trong ching
1a liy thita v6i bac > 2 ctia mot sd nguyén to.

LoI GIAl | Y tuéng chinh cia ching ta 1a: mot sé sé khong phai 1 luy thia voi
bac > 2 ciia s6 nguyén té p néu né chia hét cho p nhung khong chia
hét cho p?.

T y tudng nay, ta chon céc s6 nguyén té phan biét p1, pa, ..., pn. Sau
do ta tim X 1a nghiém cta hé

X="14p (modpd)
X=2%p (modp})

X=-n+p, (modp;)

Licdé X +1, X +2,..., X +n chinh 13 n s6 can tim, vi X + 4 chia
hét cho p; nhung khong chia hét cho p?.

O

6. Quay trd lai v6i bai toan Han Tin diém binh. DAy c6 phai 1a mot ting
dung thuc té ctia dinh 1y Trung hoa vé s6 du? Suy nghi mot chit, ching
ta thdy rang Han Tin ching c6 1y do gi dé phai diém binh mot céch phitc
tap nhu vAy. Chi can xép hang 7 chang han, xem dudc bao nhiéu hing
va du bao nhiéu, r6i nhan lén 1a ra.
Vay ban chat ctia van dé 1a gi? Khong 1& day chi 1a mot giai thoai, mot
bai toan vui?
Xem xét ki van dé, ching ta thiy rang ¥ do ctia Han Tin khong phai 1a
dém s6 quan, ma 13 dau s6 quan. Trong chién tranh, dic biét 1a chién
tranh thoi xua, quan s6 1a mot diéu tdi mat, phai gitt kin. Trong qua trinh
béo céo 1én cho Han Tin, thong tin ¢6 thé bi ro ri béi sé c¢6 tham béo
kh&p noi. Bang cich st dung cic sb6 du, véi trinh do ctia binh linh thdi
d6, di nhién sé khong thé tinh ra dudge quan sb thuc su clia ting nhém
va do dé sé khong ude luong dude quan sd clia déi quan ciia Han Tin.
Véi gid dinh nhu viy, c¢6 thé khing dinh ring Han Tin 14 ngudi da dua
ra moOt hinh thitc ma héa thong tin. Pay chua hin 14 méat ma vi thuc ra
néu 16 thong tin vé cdc s6 3, 5, 7 thi & 16 ra cac s6 70, 21, 15 ngay. Tuy
nhién, nhw da néi & trén, véi trinh do todn hoc chung cta binh linh thi
hé ma nay kha an toan réi. Diéu nay ciing nhu hé ma Ceasar bén phuong
Tay, chi 1a dich chuyén bang chit cai lén 3 don vi théi cling di dé déi
phuong khong doc duge cac thong diép.

7. V6i trinh d6 toan hoc va kha nang tinh toan nhu hién nay, di nhién khéng
thé dung dinh 1y Trung hoa vé s6 du dé lam méat ma. Tuy nhién, dinh ly
nay duge dung mot cach hiéu qua trong tinh todn mé-du-la, mot cdng cu
quan trong ciia nhiéu hé théng mat ma. Trong s6 hoc mé-du-la, chiing ta
s& thuc hién céc tinh todn trong mo-dun n véi n 1a mot sb rat 16n. Ching
ta s& can cong, trit, nhan, chia, nang lén liiy thita ... tat ca trong mo-dun
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nay. Cong viéc thi khd don gidn vi cong trit, nhan chia va nang lén luy
thita thi ta da hoc tir hdi tiéu hoc. Van dé 1a céc s clia chiing ta rat 16m,
cd mo-dun n lan cac s6 hang trong cic phép toan.

Y tudng co ban clia ching ta 13 xét phan tich chinh tic

(e} (03 (0%
n:pll.p22...pkk‘

Ta s& tinh todn cdc phép todn trong cdc mo-dun nhé pi (ltc nay cdc s6
hang ciing sé nhé di khi duge cit theo mo-dun), sau dé ding thuit toan
Trung hoa s6 du dé phuc hoi lai két qua ctia phép tinh can thuc hién.
Ta lay mot vi du don gian: Tim sb du trong phép chia 22922 cho 2023.
Néu 2023 1a sb nguyén t6 thi bai todn nay qui ngon: theo dinh ly nho
Fermat, dap sb sé 1a 1.

Nhung 2023 khéng phéi 1a s6 nguyén t6: 2023 = 7 x 172,

Ta sé dung so dd & trén dé giai bai toan nay. Trude hét ta tim sd du khi
chia 22922 cho 7. Vi 22 = 8 = 1 (mod 7) nén ta dé dang suy ra 22922 = 1
(mod 7). Pé tim s6 du khi chia 22022 cho 172 = 289 ta ciing chii ¥ rang
¢ (17%) =272, nén 222 = 1 (mod 17?). Tit d6 do 2022 = 118 (mod 272)
nén 22022 = 2118 (mod 172).

Dé tinh 218 (mod 172) ta cht ¥: 118 = 64 + 32+ 16 + 4 + 2. Ta ¢6

22 =4 (mod 17?)
24 =16 (mod 17?)
28 = 256 (mod 17?)
216 = (—33)2=222  (mod 17%)
232 = 2922 = 154 (mod 17?)
264 = 154? = 18 (mod 17?)

Cubi cling
218 =4.16-222-154-18 =234 (mod 17%).

T day, ap dung thuédt toan Trung hoa vé sb du, ta tim dugc 22922 chia
2023 du 1968. Y tudng 1a nhu vAy, kha don gidn nhung dem lai nhiéu hiéu
qua.

Ta tam dimg ciu chuyén phan 1 & day. Chiing ta sé& thao luan nhitng van
dé tiép theo & phan 2.
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Nhitng van dé tiép theo

Trong phan 1, chiing ta khdi dau tit cac bai toan ¢ don gian di dén phét
biéu va chitng minh dinh 1y (ciing la thuat toan) phan du Trung hoa &
dang téng quét ciing nhu mé dau néi vé cac ting dung loi hai ctia dinh 1y
kinh dién nay.

Trong phan tiép theo chiing ta sé tiép tuc thao luan vé dinh 1y Trung hoa
vé 86 du (CRT) trén géc do tinh toan va nhitng ttng dung c6 chiéu sau
hon ctia dinh 1y nay.

. Tinh toén chinh trong thuat toan CRT la tinh z; sao cho x; = 1 (mod m;)
va z; = 0(modm;) v6i moi j khéc i. Mudn vay chi can tim ¢; sao cho
M;t; =1 (mod m;), trong d6 M; 1a tich ciia tat ci cic mj v6i j khac 1.
Vay t; duge tinh nhu thé nao? Véi cic mo-dun nhé viée nay khong kho,
chi can duyét vai sé tit nhé dén 16n 1a ra ngay.

Nhung gip cdc s6 16n thi sao? Ching han véi m; = 2003, mg = 2017, mg =
2023 thi cdc duge tinh nhu thé nao? (x; = M;t;).

Duéi day, ta sé néu cach tinh x;. Cac gia tri 2 va x3 dugce tinh tuong tu.
Ta can tim t1 sao cho mamgt; =1 (mod myq). Tiic 1a

2017.2023.t; =1 (mod 2003) <> 280t; =1 (mod 2003).

S6 2003 1a kha 16n nén ta khé long duyét tuyén tinh theo kicu thit #1 tit
1,2,3,... Vay ta c6 thé lam thé nao?
Do 2003 1a s6 nguyén t6 nén 2802°°2 = 1 (mod 2003). Nhu vy ta chi can
chon #; bang 280%°°! (mod 2003) 14 xong.
Nhung lam sao dé tinh 2802°°1 (mod 2003)? Chang nhé nhan 20007 Thé
thi ¢6 khi con chdm hon phép duyét tuyén tinh (mdi lan chi phai cong
thém 280 vao s6 du ctia phép chia trude dé). Khong, ta sé mot thudt todn
t6t hon dé tinh 280%2°°! (mod 2003). Thuat toin nay phan nao da dugc
gi6i thiéu & cudi clia phan 1 nhung van con hoi thii cong. Ta sé trinh bay
phién ban cii tién ctia thuit todn néi trén, dua vao biéu dién nhi phan
ctia 2001.

2001 = 11111010001 .

Dé cho tién, ta dit a = 280. Ta lan lugt tinh

7 4

—sat=sa® 50 53 = al
1000 2000 2001

1512 a—a>—>a®>—>d>a

— ab? = a1 5 @1 5 (20 5 P00 (1000 _y 2000

Nhu vdy, xuat phat tit 1, & budc i ta sé binh phuong s6 dang c6 1én, sau
d6 sé nhan s6 dang cé véi a hodc nhan véi 1 (titc 14 dé nguyén) tuy theo
chit s6 thit 4 tir trai sang trong biéu dién nhi phan ctia 2001 13 1 hay 0,
roi lai chuyén sang budc tiép theo.
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Vi s6 2001 trong biéu dién nhi phan c¢6 11 chit s6 nén ta c6 11 budc, moi
buéc ¢6 mot hodc hai phép nhan (binh phuong hodc nhén véi a).

O mbi buée, vi tinh theo mod 2003 nén cic sd hang va két qua déu cé
khong qué 4 chit S6. Mot cach tong quat, néu ta can tinh @™ (mod n) (a <
n, m < ¢(n)) thi s6 phép tinh can thuc hién trong (mod n) 1a khong
qué 2len(m) trong dé6 len(m) 1a s6 chit s6 ctia m trong hé nhi phan. Vi
mdi phép nhan trong modn tén khoang (len(n))? phép tinh bit nén dé
tinh a™ (mod n) ta sé& tén khoang 2/en(m)(len(n))? phép tinh bit.
Bang cach nay ta tinh duge t; = 93.

Thuét todn tinh a™ (mod n) & trén duge goi la thuit todn binh phuong
lién tiép ("repeated squarings").

9. Nhu vay, ching ta da tim dudc mot thuit todn hiéu qua dé giai quyét
bai todn tim nghich ddo ctia @ modulo n, va tu d6 gidi duge bai toan
CRT. Tuy nhién vi s6 lugng bai todn co ban nhu vAy sé phai thuc hién
kha nhiéu trong qué trinh tinh toan nén ching ta cb gang tim cach giai
“t6t” hon, néi mot cach khac 1a nhanh hon cho bai todn tim nghich dao
modulo nay.

Néu trinh bay mot cich ngéy tho thi cdch nay nhu sau:
Ta can tim ¢ va = sao cho 280t = 1 4 2003z. Tt day thi

1+43x
280

t="Tx+

dan dén viéc tim z, y sao cho 1 + 43z = 280y. Tit day lai c6

—1+ 22y

=6
T Y+ 13

Ta tiép tuc tim y, z sao cho —1 + 22y = 43z. Pén day thi ta nham nhanh
dugc ngay z =1, y =2, tuw dé

r=6y+2=6-24+1=13,t=Tx+y=7-134+2=93.

Wow! Cé vé 14 nhanh hon han.

Néu nhin k¥ qué trinh trén, ta sé thay no lién quan dén thuét toin Euclid
dé tim uéc chung ciia hai s6 2003 va 280. Dau tién chia 2003 duge thuong
la 7, du 43, sau lai chia 280 cho 43, dugc thuong la 6, du 22. Lai chia 43
cho 22 dudc thuong 14 1 du 21. Lay 22 chia cho 21 dugc thuong la 1 du
1. LAy 21 chia 1 thi khong c¢6 du. S6 du cubi cing, 1, chinh 13 u6c chung
16n nhat ctia 2003 va 280.

Thé con t da dugc tinh thé nao tit day s6 du noéi trén? Bé qua phép "nham
nhanh"é trén sau buée

—1+22y =432
ta tinh tiép
_ 1421z
Yy=2z+ 29 .
Lai tim z,u sao cho
14 21z = 22u,
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u—1
21
Dén day thi r6 rang v = 1, z = 1. Ta thay

z=u+

u=1 z=u+0, y=24+1, c=06y+ 2, t =7 +y.

Dé danh gid d6 phtic tap ctia thudt todn Euclid, ta thit ddnh gid s 1an
t6i da ma ta phai thuc hién phép chia:

ro =1r1q1 + 72,1 =7T2q2 +173,...

Day nay sé gidm nhanh, nhat 1a khi cdc s6 léch nhau va thuong l6n. Day
sé giam cham nhat khi cdc thuong ¢; nhd nhét, tic 14 bing 1. Lic nay
day sé giam nhu day Fibonacci. Nhu thé ta wdc lugng dugce chin trén ciia
s6 1an tdi da ta phai thyc hién phép chia 1a In (1), ttc 14 tuwong duong
véi len (o).

Néu chi ¥ rang phép chia céc s6 c¢6 m chit s6 c¢6 do phitc tap ciing khoang
m? thi ta udc lugng thd do phitc tap clia thuit toan Euclid 1a O (m3) véi
m = len (rg), ttc la khong khéc v6i cach dung thudt todn binh phuong
lién tiép & trén.

Tuy nhién, ta nhan thiy ring, khéc v6i thuit toan nhan nhanh, céc sé ma
ta thuc hién cdc phép toan trong thuit toan Euclid sé nhé di rdt nhanh
va di nhién do phtic tap sé nhé di. Mot danh gid ky hon sé cho thay do
phttc tap dé tinh USCLN ciia a,b sé 1a O(len(a) len(b)).

Viéc tim ¢ sao cho at = 1 (mod n) duge thuc hién theo thudt todn tim
USCLN ctia n va a nhu § trén, r6i phuc hoi lai ¢, do d6 do phitc tap hoan
toan tuong tu (chi nhan thém hang sd).

DPé dé hinh dung cho viéc danh gid do phiic tap ctia thuit todn Euclid
md rong (tic 13 thudt toan c6 dau vao 1a a,b dau ra 1a d, s, t sao cho
(a, b) = d = as + bt ta trinh bay cdc cong thitc dé quy ctia thuét toan
nay:

ro=a, r1 =>b; sg=1, 51 =0; {o =0, t1 = 1;

Ti—1
4 = [m} Titl = Tl — TiGi; Sitl = Si—1 — S14i5 Lit1 = ti-1 — 4.
Dé dang chitg minh bing quy nap rang r; = as; + bt;. Cho nén khi thut
todn ding thi ta cting tim dugce s va t.

Véi céch trinh bay nay, thuit todn rat d& dé phan tich. Chi ¥ khi chay
thi cac r; giam dan, s; va t; dan dau va c6 tri tuyét doi tang dan. Ngoai
viéc tim ra stt cho thuat toan Euclid mé rong, sq,¢; con nhiéu tinh chat
thii vi, cho ta nhiéu ting dung bat ngs. Tuy nhién, vé cic tng dung nay
chiing ta sé dé cép dén trong mot chii dé khac, néi rieng vé thudt toan
Euclid va tng dung.

Thuét toan Euclid mé rong dé dang cai dit bang cdc ngdn ngit 14p trinh,
stt dung vong lip do while hay repeat until. Néu chay bang tay thi tién
nhat 1a diing bang tinh Excel.
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11.

12.

13.

Quay tré lai véi cac ting dung ctia CRT, trong phan 1, ta thay CRT
ding dé tinh toan trong Z,, titc 1a tinh theo mo6-dun n. S6 hoc mé-du-
16 (Modular arithmetic) cé nhiéu tmg dung trong ly thuyét mat ma, ly
thuyét ma hod théng tin. Chang han dé tinh a.b trong (mod n) thi do
phttc tap (theo cich nhan théng thudng nhat) 1a O((len(n))?). Nhung
néu n = p - q, ta cé thé hién thuc hién trong moé-dun p, ¢ tuong tmg rdi
phuc hoi bang CRT thi d6 phitc tap sé giam dang ké. Diéu nay da dugc
chiing ta minh hoa & muc cuéi & phan 1. Ta bé qua cac phan tich chi tiét
ve do phiic tap.

Dinh Iy Trung hoa vé s6 du con déng vai trdo quan trong trong ly thuyét
thing du binh phuong. Nhic lai, s6 nguyén a dugce goi 13 thing du binh
phuong modn néu (a,n) = 1 va ton tai x nguyén sao cho x? = a(modn).
C6 hai cau héi quan trong duge dat ra & day:

1) cho s6 nguyén a va s6 nguyén duong n, hdi a c6 phai 1a thing du binh
phuong modn 7

2) néu a l1a thing du binh phuong thi lam sao dé tim tat ca cac cin bac
hai ctia @ modn, ttc 1a cdc z sao cho 22 = a (mod n).

V6i cau hoi thit nhat thi didu kién (a,n) = 1 c6 thé kiém tra dugc dé
dang bang thuit todn Euclid. Véi diéu kién thi hai, ta chia ra thanh 3
mic do:

i) n = p nguyén tb. Liic nay ta sit dung ky hiéu Legendre dé kiém tra (vé
ky hiéu Legendre chiing ta sé néi dén trong mot bai khac. Chd y thuét
toan tinh ky hiéu Legendre ciing lién quan dén thuit todn Euclid).

ii) Néu n 1a lity thita ctia s6 nguyén t6 18 n = p* thi ta cé a 1 thang du
binh phuong modp” khi va chi khi @ 13 thing du binh phuong (mod p).
Riéng truong hop n = 2% thi v6i k nhé ta xét dé&, v6i k > 3 thi a thing du
binh phuong (mod 2)* khi va chi khi a thgng du binh phuong (mod 8),
va cu thé Ia a =1 (mod 8).

iii) Néu n = p{'p5?...p% thi a 1a thing du binh phuong mod n khi va
chi khi a 1a thing du binh phuong (mod p;*) v6i moi i = 1,2,...,7.
Nhu néi & trén, viée kiém tra budc 1 ta cé thé thuc hién bang ky hiéu
Legendre hoic v6i n nhd c6 thé liét ké truc tiép cac thing du binh phuong
(mod n). O bude 2, ta ding mot k§ thuat goi 1a "nang liy thita', con &
bude 3 cong cu ma ta sit dung chinh 1a dinh 1y Trung hoa s du.

Trong muc tiép theo, ta s& xét mot vi du cu thé dé vira néu huéng chiing

nguyén a trong mo-dun hgp s n.

Bai toan cu thé ciia ching ta la: Xét xem 93 c¢é phai la thing du binh
phuong mod 2023 khong? Néu phai hay tim tat cd cdc cin bac hai clia
no.

Vi 2023 = 7 x 172 nén diéu kién can dé 93 1a thing du binh phuong

mod 2023 14 n6 phai 1a thang du binh phuong (mod 7) va (mod 1)7.93 =
2 = 3%( (mod 7)) va 93 = 8 = 5%( (mod 1)7) nén 93 13 thing du binh
phuong mod 7 va 17. Ta chiing minh 93 1a thang du binh phuong

(mod 172) bang céch chi ra z sao cho 22 = 93 (mod 17?).
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Ta tim x dudi dang x = 5+ 17¢. Khi do
22 =25+ 170t + 1772 = 93 + 17(10t — 4) + 17%¢2.

BAy gid ta chi can chon ¢ sao cho 10t — 4 chia hét cho 17 1a xong. Phép
duyét don gidn cho ta t = 14. T d6 243. Nhu vay trong mod 7 thi 93
13 thiing du binh phuong va cé hai cidn bac hai £3, con trong (mod 172)
thi 93 cting 1a thang du binh phuong va cé hai can bac hai la +243. Bay
gio ta ding CRT dé tim z sao cho

z=+43 (mod7)va z=+243 (mod 17%).

Khi d6 Khi d6 22 = 93 (mod 2023). Vi c¢6 4 trudng hdp va mdi mot trudng
hgp sé c¢6 ding mot nghiém mod 2023 nén ta sé c¢d 4 can béac hai cia
93, lan lugt 1a £46 va £913. Néu tinh trong khodng tit 0 dén 2022 thi 13
46, 913, 1110 va 1977.

14. Nhu vay, xuat phat tit mot bai toan don gidn cho hoc sinh THCS chiing
ta da di qua bai todn Han Tin diém binh va dang s6 hoc ciia dinh 1y
Trung hoa vé s6 du cung cac tng dung thi vi ctia dinh 1y nay trong sb
hoc mo-du-la (v6i nhitng tng dung quan trong trong Iy thuyét mat ma,
Iy thuyét ma héa thong tin), trong thing du binh phuong (ciing lién quan
dén mot s6 s6 do ma cong khai va ma c6 nhiéu phia tham gia). Thuat
toan Trung hoa s6 du con cé nhitng 4p dung hiéu qua trong tinh todn ciia
phép bién d6i Fourier nhanh (Fast Fourier Transform — FFT). Dinh ly
Trung hoa vé s6 du c¢é thé phit biéu téng quit cho cac vanh va cé nhiéu
tng dung quan trong trong 1y thuyét vanh da thitc. Chang han cong thitc
ndi suy Langrange chdng qua 13 mét hé qua ctia dinh Iy Trung hoa vé sb
du.

Nhu vy thi cAu chuyén vé dinh 1y Trung hoa vé sb du con rat dai. Chiing ta sé
dé danh cho céc bai viét tiép theo. Con bay gid, ching ta tam dimg cau chuyén
vé dinh 1y Trung hoa s du tai day.

Tai licu
[1] Ha Huy Khodi, Pham Huy Dién, S6 hoc vd thudt todn, NXB Dai hoc qubc gia Ha

Nbi 2003.
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Computing, Coding, Cryptography, World Scientific 1996.
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VE BAI ToAN CROATIA TST 2011

NGUYEN SONG MINH

Gidi thiéu. Bai viét nay, cé noi dung viét vé khdi niém wdc s6 chung lén nhdt ciia hai sé6 hitu ty,
dong thoi ciing xdy dung khdi niém vé hai s6 hitu ty nguyén té cing nhau, md réng ti cdc khdi
niém tuong wng trén tdp sé nguyén, zudt phdt ti viéc tde gid c¢6 gding tim kiém mét 1oi gidi truc
dién va tu nhién cho madt bai todn thi Olympic.
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Trong bai viét, toi ky hiéu tap cdc sd nguyén t6 1a P, con dé thay cho dién dat
"hai s6 hitu ty x va y nguyén té cung nhau', toi sé sit dung ky hiéu x_Ly.

1. Md& dau

Nhitng van dé toi néi dén & bai viét nay, bat dau tit bai toan trong dé thi
Croatia, nhu sau:

Bai toan 1. (Croatia TST 2011) Cho a, b ld cdc s6 nguyén lén hon 1 va
nguyén to cing nhau. Day (zy),cn cho boi cong thic truy hoi xo = a, x1 =b
va vdi moi s6 tu nhién n thi

zp 1 + 2

Tnt2 = .
Tnt1 + zp

Chitng minh rang néu n € N va n > 2, thi x, sé khong la s6 nguyén.

Khi tiép cdn hong xtt 1y bai todn ndy, toi tin 1a nhiéu ban s& giéng to6i, dé 1a
nghi dén viéc chting minh khang dinh & bai toan bang phép quy nap. D6 thuc
st 14 mot suy nghi rat tu nhién. Va & bude dau tién (kiém tra v6i n = 2), thi
qué thuc dé& dang, cu thé 1a nhu sau

Véin =2, tu cich cho day so, ta cé ngay

a’® +b?
a+b’

To =

Bdi vi alb, nén ta ¢6 (a+b)La vd (a+b)Lb cho ta (a+b)Lab, hé dan dén
ged(a + b, 2ab) < 2.
Dgt ged(a + b, 2ab) = d, tu a® + b% = (a + b)? — 2ab ta cé duogc
ged(a + b, a® + b?) = ged(a + b, —2ab) = d.

Vi do dé sé khd dién a® +b* = du, a+b = dv trong dé u, v € N* vd ulv. Nhu
thé, xo dudc viét & dang toi gidn la Y vid< 2,a>1,b>1, nén xo khong
v
thé la s6 nguyén, do
a+b _a+b

>
a — 2

v = > 1.

V&i n > 2, lai mot suy nghi rat tu nhién xay dén, 1a ta sé gan thé tuong tng
vai tro clia cac sd a va b thay cho x, va z,41. C6 diéu la lam nhu vay, thi bé
tac sinh ra. B&i vi cdc khai niém vé ged hay su nguyén t6 cting nhau ciia chiing
ta, lic nay dang bi phong kin trong "vom trdi'cac s6 nguyén. Trong khi dé, ta
da kiém dinh dugce xo khong 1a sb nguyén, ciing nhu diéu can chiing minh ciia

84



Tap chi Epsilon, S6 23, 06/2023

chiing ta 1a z, khoéng nguyén v6i méi n > 1. VAy ta c6 thé quy hang, tit bd
con dudng dé dé tim mot 16i giai quyét khac cho bai toan? Tuy nhién véi mot
huéng suy nghi truc dién va ngoan cudng hon, thi chinh bé tic 4y sinh ra nhu
cau md rong cac khéai niém ve wdc chung 16n nhat (ged) va sy nguyén t6 cling
nhau, tu Z lén Q.

2. GCD va su nguyén tbé ciing nhau trén Q

Ta san biét 14 véi a € Z thi ged(a, 0) = a, con véi a, b € Z\ {0}, thi ged(a, b)
14 s6 nguyén duong d 16n nhat dong thdi 1a uéc clia cd a va b. DA sdn c¢6 mot
s6 tinh chat co ban sau

i1 Véia, b, k€7 th ged(ka, kb) = |k| ged(a, b).
ig. Vdia, b, k € Z thi ged(a + kb, b) = ged(a, b).
i3. Véia, b € Z va ged(a, b) = d khi dé sé ton tai k, | € 7 dé viét dugc

d=ka+1b.

ig. V&i a,b € Z va ged(a, b) = d, hic dy sé ton tai u, v € 7 théa man
ged(u, v) =1 va
a=du, b=dv.

Ciing nhic lai 6 day 1a néu u, v € Z thoa man ged(u, v) = 1 ta sé néi u va v
la nguyén té cing nhau, va st dung ky hiéu uLv, dé nhic dén thém vai tinh
chat ddng chi ¥ sau

i5. Vdia, b€ 7Z thi alb khi va chi khi ton tai k, | € Z théa man

ka+1b=1.

ig. Vi a, b, c € Z thi alb, alc khi va chi khi albc. Hé qud la ching ta co
alb khi va chi khi @™ Lb"™ vdi moi cip s6 nguyén duong (m, n).

Véi mdi sb nguyén a khac 0 cho trudc, néu sip céc sb nguyén té thanh day
(pj)jeN* tang ngat, thi tt dinh 1y co ban ctia S6 Hoc Chfl{lg ta thay 1a sé ton
tai duy nhat moét bo so tu nhién (k;) trong d6 hau het k; = 0 chi khéc 0

jeN®
v6i hitu han chi so6 j, dé kha dién
_ k;
a== H Py
JEN*

Véi a € Z cho trude, cac sé mi kj & biéu dién & trén, duge xac dinh duy nhéat
theo mdi chi s6 j, va ta ky hiéu 1a v, (a), dé c6 thé viét lai biéu dién phia trén
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tré thanh
a =+ H p”p(a)_

peP
Vay, néu ¢ dinh mot s6 nguyén t6 p cling quy wde v,(0) = oo, ta xéac 1ap duge
ham
vp  Z — NU{oo},
x = vp(x).

Ham v, vita xay dung, giip ching ta kiém nghiém nhiéu tinh chit S6 Hoc,
thong qua céc déanh gid. Chang han, v6i a, b € Z thi a | b khi v& chi khi bét
déng thitc vp(a) < vy(b) ding v6i moi sé nguyén to p. Va ngay tir dieu do, ta
c6 dugc thém tinh chat sau ve ged

ig. Vdia, be Z thi
ged(a, b) = [ pminter(@:wr®)},
peP

Chinh tinh chat vita cé duge, 1a mot con dudng cho ta xay dung cic khai niém
ve ged, hay su nguyén t6 cling nhau & trén Q. Ta dé ¥ 1a nho dang biéu dién
s6 nguyén nhu da néu, cling véi viéc luon viét duge sb6 hitu ty duy nhat & dang
t6i gian (véi mau s6 14 nguyén duong). Lic niy, néu cho trude r € Q\ {0} tuy
¥, sé kha dién
r=4 H p””(r).
peP

O day, cac sb mi vp(r) 14 céc s6 nguyén, hau hét 1a bang 0 trit hitu han. Véi
chii ¥ vé cac phép todn véi oo, thi lay r, s € Q bat ky, ta c6 dudc cic tinh chat
co ban sau day

o S0 hitu ty r la s6 nguyén khi va chi khi vy(r) > 0 vdi moip € P.
o up(rs) = vp(r) + vp(s) vdi moi p € P, hé qud la v, (r") = nvy(r) vdi
n € N*.
o v, (r£s)>min{v,(r), vy(s)} va dau -"dat duge khi vy(r) # vp(s).
Va ta c6 céc dinh nghia vé ged ciling nhu su nguyén t6 cling nhau & trén Q nhu
sau:

Pinh nghia. Cho r, s la cdc 56 hitu t3j khdc 0 ndo do, wéc chung lén nhat ciia
ching sé la mot s6 hiu ty duong ky hiéu la ged(r, s), va dudc zdc dinh bdi quy
tdc sau
ng(T‘, 8) _ Hpmin{vp(r),vp(s)}.
pEP

Ta sé noi v va s la nguyén to cung nhau, va viet rLs néeu véip € P tuy ¢ co

min {v,(r), vp(s)} < 0.
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Ltic nay néu két hap quy udc 1a ged(r, 0) = r v6i moéi r € Q, cdc tinh chit cia
vp N6i & trén, cling cac quy tac co ban khi xdc dinh min, max ching ta sé cé
ngay cac tinh chat sau

J1. Vdia, b, k € Q thi ged(ka, kb) = |k| ged(a, b).
Jo. Vdia,beQ, k €Z thi ged(a + kb, b) = ged(a, b).
j3. Vdia, b€ Q va ged(a, b) = d khi dé sé phdi ton tai k, | € Z dé viét dudc

d=ka+1b.

ja. Voi a, b € Q va ged(a, b) = d, hic dy sé ton tai u, v € Z théa man
ged(u, v) =1 va
a=du, b=dv.

js. Véia, b€ Q thi alb khi va chi khi ton tai k, | € Z théa man

ka+1b=1.

je. Vdia, b, ce€ Q thi alb, alc khi va chi khi albc. HE qud la ching ta cé
alb khi va chi khi a™Lb"™ vdi moi cdp s6 nguyén duong (m, n).

Ta thdy ring, cdc khai niém méi mé rong tit Z 1én Q van giit y nguyén dugce hé
théng cac tinh chdt nhu cii. Va bay gid, ta sé 4p dung vao viéc xtt Iy bai toan
dua ra tir dau bai viét.

Lot giai bai toan Croatia TST 2021. Ta sé di chitng minh 1a véi s, t € Q¢

52 4+ 12

thoa man st thi ; ) Ls va ged(s? + 12, s+ t) < 2. That vy, néu nhu

52 + 12 5 .
khong xay ra ; L s, thi nghia la phai ton tai p € P dé
s

2 tQ
min {Up (Ss::_—t , Up(s) p > 0.

T vp(s) > 0 va sLt, ta cb vp(t) <0, Iac dé co

vp(52 + t2) = vp(t2), vp(s+1t) = vp(t).

Cho ta ngay mau thuan la

2 2

Vay la da c6 dugce 1s. Ching ta lay p € P, p > 2 tuy ¥, néu nhu

¢6 min {vy, (s> + %), vy (s + 1)} > 0, ltic nay thi do 1& 0 < v,(s +¢) cho nén ta
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thdy rang vp,(s) > 0 khi va chi khi v,(t) > 0. Nhung diéu d6 khong thé xdy ra
dugc, do sLt, vay c6 nghia vy(s) < 0, vp(t) < 0. Va danh gia dé lai kéo theo
vp(2st) < 0 < v, ((s+t)?) dé ma c¢6 mau thuin 1a

0 < vp(s? + %) = vp((s +1)? — 2st) = v,(2st) < 0.
Ly 1& vita 16i cho thay 1a ci v6i p 1 s6 nguyén t6 18, thi
min {vp (32 + t2) , Up (s + t)} <0, (%).
Ta chi con can chi ra min {ve (s? + t2), va (s +¢)} < 1. That vy, néu diéu d6

la sai, ta lai sé ¢6 ngay vao(s +1t) > 2, va tlt sLt ta lai ¢6 va(s) < 0, va(t) < 0.
Va nhan théy

v2(25t) = 1 4 va(s) + v2(t) < 1 < 20a(s + 1) = va((s +1)?).
Dé lai ¢6 mau thuan 1a
1 < vp(s? +12) = va((s + 1) — 2st) = vo(2st) < 1.
Vay min {ve (82 +t2) , va (s + 1)} < 1két hop véi (x) ¢6 ged (82 + 12, s + ) < 2.
Né6i khéc di, nhan xét & phia dau 15i gidi da duge khing dinh. Bay git do
ro = a, x1 = b, alb, tt nhan xét c6 x2lxy, ged (x% +x%, T+ x2) < 2. Bang
phép quy nap todn hoc két hgp nhén xét, v6i mdi s6 nguyén duong n ta cé

dugc
Tpi1Lan,  ged(x) + 20y, Tn 4 Tag1) < 2.

Layran € N tuy ¥, dit ged (22 + xiﬂ, Tp + Tpy1) =0, tasécou, v € N* ulv
dé kha dién
x?’l. + x727,+1 = U57 Ty + Tpa1 = v.

Lic nay x,49 1a s6 htu ty viet & dang toi gian la —, trong do
v

Tn + Tn4+1 > Tn + Tn41

0 - 2

v =
Lai dé dang thiy rang do a, b déu 16n hon 1, nén z; > 1 v6i moi k € N, cho ta

v > 1. N6i khéc di x,,2 khong thé 13 mot sé nguyén. Va tit d6, ta c6 duge 1di
giai cho bai toan.

3. V1 thanh

Bai toan vira duge xt 1y, nghe néi con c¢6 mot cach giai khac rat ngén, cu thé
cai "rt ngan'day thé nao, thi téi lai khéng quan tAm. Mot van dé nita & day,
d6 1a xay dung khai niém ged hay quan hé nguyén té cing nhau trén Q nhu
da dé 1am gi, hay chi dé giai quyét mot bai toan von sin 15i giai? Day, lai cling
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12 mot thit t6i cang khéng quan tam. Béi tir 1au, to6i khong mudn tim nhitng
phuong phép ¢6 tinh cong nghiép, gitp gidi mot 16p dang cac bai todn gisi oi
dat hai gay ap luc hang ngdy. Sau khi nghi ra cich xtt 1y nay, téi hoi tudng dén
chuyén Tartaglia da nghi ra viéc 1y can s Am hong giai cdc phuong trinh bac
ba. R6 rang & thsi budi ctia Tartaglia, khi ma ngudi ta chua xdy dung trudng
phttc chat ché, thi hanh dong ctia 6ng ay la phiéu luu. Va sau nay, ro rang gia
tri ctia y tudng "liéu linh"kia ctia Tartaglia, khong phai chi 1 viéc gidi phuong
trinh béc ba, ma 1a khai sinh ra Gidi Tich Phitc, mdt mon hoc nhiéu y nghia.
Cau chuyén day, phan nao, cling gidng nhu Galois da khai sinh ra ly thuyét
nhém. O vai tro ciia mdt gido vién day toan, tdi tu xdc dinh véi ban than bén
phan huéng 1ai gitp hoc tro tiép can nhitng tu tudng hién dai va manh mé hon.

Dé két thiic bai viét, t6i xin tdng quat bai todn ban dau nhu sau:

Bai toan. Cho a, b ld cdc s6 nguyén I6n hon 1 va nguyén té cing nhau. Véi
m ld mot s6 nguyén duong, zét diy (x,),cy cho bdi xg = a, 1 = b vd vdi moi
50 tu nhién n thi

Tim tdt cd cdc s6 nguyén duong m, sao cho x, € Z vdi moin € N,
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Tap chi online ctia cong dong

nhting ngudi yéu toan Tap chi Epsilon, S6 23, 06/2023

MOT SO BO B VE G161 HAN CUA DAY SO

NGUYEN SoNG THIEN LONG (TRUONG THPT CHUYEN BEN TRE)

Gidi thiéu. Cdc van de ve day s6 da qud quen thudc trong cdic dé thi Olympic Todn, zudt hién
trong hau hét dé thi chon hoc sinh gidi quoc gia (VMO) cdc nam. Cdc bai todn nay thuong cé nhiéu
hudng tiép cin va xi Iy, tiy thudc vio géc nhin cd nhin ma hoc sinh cé thé bién doi dé dp dung
dinh lyj, bo dé, ... Trong bai viét nay, toi xin gidi thiéu mot s6 bo dé manh mé cho gidi han ddy so,
dugc st dung linh hoat va hiéu qud trong nhiéu tinh hudng.
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1. Kién thitc can nam

Ta xét bai todn tong quat sau:

Bai toan 1. Cho k la mot s6 nguyén duong vd aq,qa, ..., q ld cdc s6 thiuc
duong cé tong bang 1. Xét day s6 (uy,) bi chdn dudi théa man tinh chat:

Untk < Uy + aoUpy1 + -+ + pUpigp—1, Vn > 1. (1)

Khi dé, day (up) hoi tu.

Lot gl | Dat A, = max {u,, Uni1,...,Unsk_1}. Khi d6, dé thiy (A,) cling bi chin
dudi va
Ap > a1y + QUpy1 + -+ Qplpik—1 > Upyk, Yn=1,2,... (2)

Do vay, ta cé

A, = max {unv Up+1s-- -5 Unt+k—1, un+k} > max{unH, Up+25 -+ -5 Unt+k—1, un+k} = Apq1.

Suy ra (A,) 1a day gidm va bi chdn duéi, nén hoi tu vé mot hang s6 A nao
dé. Theo tinh chat gisi han ctia day s6, v6i mdi € > 0, ton tai mot sé tu nhién
no da 16n dé

A—e< A, <A+e, Vn > ng. (3)

Ta s& chitng minh day (u,) cling hoi tu vé A. Tt (3), ta suy ra
Up < Ap < A+¢e, Vn > ng.

bat K = max { o M} Ta chimg minh

oy g
Uy > A—Ke, Vn>ng+k—1. (4)
Néu u, > A — ¢ thi bat ding thiic (4) hién nhién ding do K > 1.
Gia st ton tai n > ng +k — 1 ma u, < A — . Nhu viy, trong céc sb

Upils - - Unyk—1 Phai c6 it nhat modt 6 16n hon A — e (do (3)). Goi s6 d6 1a
Up+m. Khi d6, v6i chd y rang n +m — k > ng, ta cé

Un+m—ks -+ Unt+m—1 <A + €.

St dung céc danh gid nay, ta thu dugc

k
Untm < Z Qi Untm—k+i—1TQk+1-mUn < (1_ak+1—m)(A+5)+ak+l—mun-

=1
i#k+1-—m
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Tu do suy ra
Untm — (1 — agy1-m) (A +€) > A—e—(1—ap1-m)(A+e)
Qk+1-m Qk+1-m

2— _
— A4 2 OQkdlom Me>A— Ke.
Ok+1-m

Up >

Nhu viy, bat ding thitc (4) luén ding véi moi n > ny = ng + k — 1. Tt day,
ta suy ra
A-—Ke<up,<A+e< A+ Ke, Vn > ny.

Dit ¢/ = Ke. Khi d6, bat ding thic trén duge viét lai thanh A — ¢/ < u, <

A+ €' hay
lup, — A| < €', Vn > ny.

St dung dinh nghia gidi han, ta suy ra day (u,) cling hdi tu vé A. O

Néu diy (uy) bi chin duéi béi 0 thi danh gid bat dang thitc (2) van ding khi
ta thay doi gid thiét thanh oy + ag + -+ + o < 1. Liic nay, cdc Iy luAn van
duge ddm bado nén két qua bai toin va cich chitng minh trén van git dudc tinh
ding dén. Ngoai ra, dé thay khi @6 lim wu, = 0.

n—-+oo

Bai viét nay chii yéu gidi thiéu cac vi du 4p dung (1) trén véi trudng hop k = 2
va a1 + as < 1, duge phat biéu lai nhu sau:

Pinh Iy 1 Cho diy s6 duong (a,) va hai s6 thuc duong p, g théa man p+q < 1 va
nt2 < Pany1 + qanp, Vn > 1. (5)

Khi @6 lim a, = 0.

n—-+o0o

Riéng trudng hop nay, ta ciing c6 thé chiing minh don gian nhu sau:
LoI ciAl | Bang quy nap, ta chimg minh duge
q n—3
0 < an < (paz + qar) <1p> , Vn > 5.

T gid thiét suy ra 0 < ﬁ < 1. Do dé, theo nguyén ly kep ta c6 lim a, =
n

——+00

0. O

Tuy nhién, trong mét s6 tinh hudng, ta chi c6 thé danh gia va bién déi day sb
ban dau thanh dang a,i2 < pan.1 + qa, + by, (trong dé b, thudng 1a g(n)).
Ro rang lic nay ta khong thé 4p dung (5) duge! Nhung néu ta c6 (by,) la day

khong &m va lim b, = 0 thi ta vAn chimg minh dugc lim a, = 0. Ta xét
n—-+o0o n—-+o0o

bo de sau:

Pinh 1y 2  Cho cac s6 thuc duong p,q théa man p 4+ ¢ < 1. Xét hai day sd khong am
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L3I GIAI

Dinh 1y 3

L3I GIAI

(an), (by) théa man limb, = 0 va
an+2 < Pant1 + qan +bp, Vn > 1. (6)

Khi @6, lim a, =0.

n—-+oo

Véi r € R (dugce chon sau), ta c6

an+2+ran+1 < (p+r)an+1+qan+bn = (p—H") (anJrl + an) +bnavn > 1.

q
p+r

bat v, = apq1 + ray,Vn > 1. Ta chon r sao cho

r>0
p+r<l
q =
p+r
Cu thé
_ /2 4 _ /2 4(1 —

Do d6 vpy1 < (p+ 7)vn + by, ¥n > 1. Mat khéc, do cach ddt v, nén 0 <
an < Up—1, Vn > 2. Vay dé chiimg minh lirf an, = 0 thl ta chtng minh

n—

lirf vp = 0. Do dé, ta chi can chitng minh bé dé (quen thudc) sau: O
n—-+0oo

Cho sb thuc ¢ € (0,1). Xét hai day s6 khong am (ay), (b,) théa man

lim b, =0va
n——+0o0o

ant+1 < qap + by, Vn > 1. (7)
Khi d6 lim a, =0.

n——+o0o

Vi (b,) 1a day s6 khéng Am va hoi tu nén day nay bi chin. Do dé, ton tai
méot s6 thue duong M sao cho 0 < b, < M, Vn > 1.
Biang phuong phap quy nap, ta chimg minh dudc

m—1
an < ¢ n—m + Z ¢ bp_k v6i moi m,n € N* : m < n. (8)
k=0
T (8), v6i m = n, ta co
n—1
M(1—q" M
an Sqnao—l-Mqu:q”ao—i-M < A, trong d6 A =ag+ ——.
k=0 —4q 1—¢q
V6i méi € > 0, ta chon cic s6 duong £ = 5q VA €3 = %. Vi céc day
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(q"), (bn) deéu hoi tu vé 0 nén ludn ton tai cc s6 tut nhién Ny, Ny sao cho

¢' <ep, Vi> N
bj < &2, Vj > Na

Ap dung (8) v6i m = Ny va chon N. = N; + Ny, ta duge

m—1
€
0<a, <A + qu52<A51+72:£, Vn > N..
l1—gq
k=0
St dung dinh nghia gidi han, ta suy ra lim a, = 0.
n——+00

Vay phép chitng minh dugce hoan tat. O

Ta thdy néu céc hé thitc (1), (5), (6), (7) chi ding véi moi n > N (N 1a mot sb
tu nhién nao dé), hay ding thitc khong x4y ra, thi cdc bd dé trén vin ding.

1. Céc bo dé trén déu cé nét “tuong dong”, nén tiy thudc vao cich xéc dinh
va tinh chét clia ting day s6 ma ta dua ra su lwa chon thich hgp. Trong
hau hét céc bai toan, ta phai thong qua mot sd phép bién déi trung gian
(d6i khi 1a tuong ddi phitc tap) nhu dénh gid bt ding thitc, st dung day
s6 phu, ... dé dua day s6 dé bai vé “dang” ciia bo de.

2. Do nhan xét trén nén cac danh gid nay khong can qua “chat”.

3. Dbi véi bai todn tong quat, can chi ¥ rang day s (uy,) chi hdi tu vé 0 khi
(up) 1a day khong am va Zai € (0,1); con néu Zai =1 thi ta chi suy
ra duge day (u,) hoi tu.

4. Khi muén chimg minh day (z,) hdi tu vé L (L > 0), ta khong thé ap
dung truc tiép bé dé, thay vao dé ta sé tim cach ap dung bé dé cho day
(|zn — L|), dé khi lim |z, — L| =0thi lim z, = L.

n—-+o0o n—-+o0o

2. Mot sb vi du 4p dung

Bai toan 2. Cho diy s6 (uy):

u1 =3, vn € N*
ud = 3unt1 = V2 F Uy

Tinh lim wu,.
n—-+o0o

Lo1 c1Al | Bang quy nap, ta chimg minh duge u, > 2, Vn € N*,
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L3I GIAI

Ta cé
w2 = 3ung1 — 2 = (uns1 — 2) (g1 + 1) =V, +2 -2,
do d6 5 5
Up — Up —
9 —-2)< < , Vn > 1.
(un+1 )—\/m+2_ 4 n =
Suy ra
lun — 2] < = | o< L | 2| < <<1>"1| 2, Vn > 1
Up — 2| < —|tn-1 — 2| < =5 Jup—2 — 2| < ... < up — 2|, ¥n > 1.
36 ! 362 " 36 !
Theo nguyén ly kep suy ra 11}51_1 Uy = 2. 1

Day 1a mot vi du ctia bai todn tong quat v6i day bi chin dudi béi 0, k = 1 va
0 < a1 < 1, thue chat 13 mot trudng hop ciia “4nh xa co”.

Bai toan 3. Cho ddy s6 (z,,);25 wdc dinh nhu sau: z1, 2, x3 ld cdc s6 duong
cho trudc;

Tnt3 = /Tnt2 + /Tnt1 + V/Zn, Vn=1,2,...

Chitng minh rang day (z,)29 héi tu va tim gidi han cia ddy.
D& thay x, > ¢ >0, Vn > 1 (véi € 1a s6 thuc duong rat nhé). Ta c6

[t — 9] = | (Vimsa — 3) + (VEns1 — 3) + (vFn — 3)
< |tz = 3|+ [y/Fnrt = 3l + [VEm — 3]

1
|Znt2 — 9 |41 —9|+m|$n—9|

|z, — 9], Vn>1

(1)
Theo bai toan téng quat v6i day bi chan dudi béi 0, k = 3 va aq + g + a3 €
(0,1), ta suy ra duge day (Jz, —9|) hoi tu vé 0 nén  lim x, = 9. O

n—-+00

1
+ - @
Vo1 +3

|.’L'n+1 - 9| +

1
N VZnt2 +3

<
“34¢

|Tnt2 — 9|

+3+6 3+¢

Gia sit ta danh gid x, > 0, Vn > 1 thi din dén trong danh gid (1) ta co
o] =g =ag = %, ttic 1a a1 + ag + ag = 1, e nay néu ap dung bé dé thi chi
két luan duge day (x,,) hoi tu!

Ta c¢6 mdt cach gidi khac nhu sau:

o Xay dung day s6 (a,)f23, (b1);29 nhu sau:

a1 = az = a3 = min{z1, 2, T3}, ants = /ant2 + /ant1 +an, Vn=1,2,...

by = by =b3 = max{xl,xg,xg}, bn+s = \/bpya + 1/bpr1 + Vbp, In=1,2,...

o Trudng hgp 1: min{zy, z2, 23} > 9. Tacday,az, a3 > 9. Giad stt ap42, Gni1, an
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cting 16n hon ho#c bang 9. Khi d6

Ant3 = \/Anta + /A1 + Van > VI+VI+ V=9
Antd = \/Ant3 + /ani2 + /anp1 > VI+VI+V9=9
Un+5 = \/Gnta + \/Ant3 + \/any2 > \/§+ \/§+\/§:9

Vay theo nguyén ly quy nap suy ra a, > 9, Vn=1,2,...

e Ta chiing minh a, 1 < a,.

Hién nhién ménh dé ding khi n = 1,2. Ta cé
ay = \/az ++/az+ /a1 = 3 /a3 < az (do 3y/az —az = /az(3—/az) < 0).

Vay ménh dé ding khi n = 1,2,3. Gia sit ménh dé ding khi n = k, k +
1,k + 2, tic 1a

g1 < Ak, Qg2 < Apy1, Qg3 < Apyo.

Khi do

Aga = /W13 + /A2 + Vapr1r < Vakg2 + a1 + Vag = aggs
Apt5 = \/Akra T /A3 + Vagre < ks + /agr2 + /agr1 = agga
Ak+6 = \/Ok+5 + /Akra T /013 < \/Akya + /O3 + /A2 = s

Vay ménh dé ding v6i moi n = 1,2,... hay a,i1 < an, Vn=1,2,...

o Ta da chiing minh dugc day (a,) gidm va bi chan duéi béi 9. Do d6 day
(an) hoi tu. Dat ll}I}_l an = a (a >9), khi d6 ta dugc a = 3\/a & a=9.
Vay lim a, =09.

n—-+o0o
o Trudng hgp 2: min{z;, z2, 23} < 9. Tuong tu ta chitng minh duge day

(an) tang va bi chan trén bsi 9 va lim a, = 9.
n—+00

« Vay trong tat ca trudng hop, diy (a,) déu hoi tu va lim a, = 9.

n——+00

« Tiép theo ta chiitng minh z, > a,.

Ta c6 a; < x1,a3 < T9,a3 < x3. VAy ménh dé ding khi n = 1,2,3. Gia
stt ménh dé ding khi n =k, k+ 1,k +2 (k > 1), ttc 1Az, > ag, Tpy1 >
Alt1; Tht2 = Ok42-

Khi d@é

013 = /02 + Va1 +Var < /Trio + \/Tpp1 + Tk = Tigs.
Vay ménh dé ding v6i moi n =1,2,... hay z, > an, Vn=1,2,...

e Tuwong tu ta chimg minh duge x, < b,, Vn=1,2,... va ll}r_il_l b, =9.
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e Vaya, <z, <b,, Vn=1,2,..., lim a, = lim b, =9. Theo nguyén
n—-+o0o n—-+o0o

ly kep suy ra lim x, =09.
n—-+00

Bai toan 4. Cho day s6 duong (uy,) théa man

Un+43 = VUp + Upy2, YR=1,2,...

Chaing minh rang day (u,) cé gidi han hitu han vd tim gidi han do.

Lot GiAl | Trude hét, ta chiing minh rang ton tai sé tu nhién ng dé u,, > 1. That vay,
gid st u, < 1 v6i moi n € N*. Khi d6, tt cong thic ctia day, ta ¢

VUp + Upio = Uupi3 < 1, Vn € N*,

T d6 suy ra

Unt3 = VlUp + Upio > Uy + Upio > Upio, Y € N¥.

Diéu ndy chitg t6 day (uy,) ting va bi chin trén bdi 1 nén ton tai lir}rrl Uy =
n—-+0oo

L v6i 0 < L < 1. Tuy nhién, khi chuyén phuong trinh & dé bai sang giéi han,
ta lai thu duge L = 0 hodc L = 2 déu khong théa man.

Nhu vay, phdi ton tai ng € N* sao cho u,, > 1. Khi d6, dé& thiy
Ung+3 Ung+4, Ung+5 > 1. Do ta can tim gi6i han clia day (u,) nén khong
mét tinh téng quat, ta c6 thé xem nhu day duge bit dau tit ba sé hang nay
trd di. Nghia 1, ta c6 thé gid sit uq, ug, ug > 1.

Dén day, lai st dung cong thitc truy hoi ctia day, ta suy ra u, > 1, Vn € N*.
Tu do, ta cb

Up + Upto — 4
|un+3_2‘:‘vun+un+2_2‘: %_’_é

, Vn € N*,

|un, — 2| + |upt2 — 2|
3

bat v, = |u, — 2|. Khi d6, ta ¢b v, > 0, Vn € N* va

<

Up + Upa2 1 1 1
Untg < % < gvn + é'vn+1 + §Un+2' (2)
St dung két qua bai todn téng quéat véi trudng hop day bi chin dudi béi
0, k =3 vaa; +a+ as € (0,1), ta thu duge ngay Erf v, = 0 hay
n o0

nll)I—ir-loo Up = 2. ]

Trong danh gid (2), ta da “chen” hang ti %'Un+1 vao v6i muc dich dua ve ding
“dang” ctia b6 de, va cé thé déi thanh kv, mién 1a 0 < % +k+ % < 1.

Ngoai ra, ta c6 mot hudng lam nhu sau (16i gidi chi tiét xin danh cho ban doc):
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o Ta xiy dung hai day s6 (a,),25, (bn)23 nhu sau:

a1 = max{uy,ug,ug} | by = min{uy, ug, ug}
Ant1 = V2an, Yn € N* 7 | byy1 = /2b,, Vn € N*,

o Ta chting minh day (a,) gidm va ngrfm ap = 2, day (b,) tdng va nllgrloo by =
2.

« Bang quy nap, ta ciing chting minh dugc

by, < min{usy, Usnt1, Usnt2} < max{usn, Usn+1, Usnt2} < an, Vn € N*.

e T dé suy ra

lim wus, = lim w = lim u =2
n—-+o00 3n n—-+00 3nt1 n—-+o00 3n+2 ’

suy ra  lim wu, = 2.

n—-+00

Bai toan 5. (Viét Nam TST 1991) Cho day s6 (z,) duge zdc dinh bdi
1 =x4=1, 29 =23=9 va

Tntd = /TnTn+1Tn+2Tn+3, Vn > 1.

Chaing minh rang ddy (x,) cé gidi han hitu han vd tim gidi han do.

Lot c1Ar | T gia thiét, ta c6 z, > 1, ¥n > 1.
Xét day (ap) xéc dinh béi a,, = loggxy, Vn > 1. Ta ¢ a1 = a4 = 0,a2 =

ag = 2 va
Ap + Apt1 + Api2 + Apiy

4

Aptd = , Vn > 1.

Khi d6, ta cé
4ap44 + 30p43 + 26042 + Gnt1 = 4an43 + 3apt2 + 20041 + Gn, Y > 1,
dapys + 3ant2 + 2042 + ant1 = 4aq + 3a3 + 2a2 + a; = 10, Vn > 1.
bat b, =a, —1, Vn > 1. Ta cb
4bpt3 + 3bpto + 2041 + by, =0, Vi > 1.
Diéu nay cho ta 4b, 1o + 3b,11 + 2b, + b,_1 = 0, nén

b 2b by,
bn+2:_3 n+1+4n+ nlovn > 2,

tu do suy ra

3
4bn+3 - Z(3bn+1 + 2b, + bn—l) + 2bn+1 + by, = 07
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L3I GIAI

hay tuong duong véi

1 1 3
bpiz = —bpi1 — =bp + —bp_1, Vn > 2.
+3 = a0t T g + 1601 n

Ta suy ra dugc
5 1 1 3
‘bn+3‘ < g’bn+2’ + T6|bn+1| + §|bn| + E|bn71|9 Vn > 2.

Ap dung bai toan tdng quét voi truong hop day bi chin dudi béi 0, k = 4 va
a1 +as +as+aq € (0,1), ta duge  lim b, = 0. VAy ta ¢c6 lim a, = 1,
n—-+00o n—-+oo
suy ra lim x, = 3. Ol
n—+00

Bai toan 6. Cho s6 thuc a va zét day s6 {x,} théa mdn

2 2
Ty + Tnt1

1 +a, VYn > 1.

1=1, 29 =0, Tpyo =

a) Chitng minh ring vdi a = 0 thi day {x,} hoi tu.

b) Tim s6 thuc a lén nhdt sao cho day {x,} hoi tu.

a) Y nay xin danh cho ban doc.
b) Gid st day (z,,) hoi tu. Goi L 1a gidi han ctia day s6 thi L 1a nghiém
cta phuong trinh

2
r="—+4asr’—2r+2a=0.

2
Phuong trinh trén ¢6 nghiém khi va chi khi A’ = 1 — 2a > 0, tc 1a
1
a< 5-
2 2
Khia = %, tacoday (x,): w1 =1, 220 =0, xpyo = W#—f—%, Vn > 1.

Bang quy nap, ta chimg minh dugc rang x, € [0, 1], ¥n > 1.
Suy ra

1,2

-1 22.,-1] 1 1
[wny2 = 1] = | = — + "fl < Jln =10+ Jlenia = 1], V> 1.

Ap dung (5), ta c6 ngay lim |z, —1| =0, hay lim z, = 1.
n—-+oo n——+o0o

Vay  1a gid tri 16n nhat ctia a dé day (z,) hoi tu.

Ngoai céch ding b dé nhu trén, ta con cach xét day sé phu nhu sau:
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L3I GIAI o Xét day sb (uy) xac dinh bdi

u2 +1
2

up =0, Upy1 = , Vn > 1.

Khi d6, (uy) la day tang va u, < 1, Vn > 1 nén hdi tu. Gidi han cta
day (un)la L =1.

 Ta chiing minh rang

Up < min{x2n,x2n71}, Vn > 1.

That vAy, v6i n = 1 thi ménh dé ding. Gia sit bat dang thicc ding véi

n = k. Khi do,
2 2 2 2
Ty + X5 1 uy, + uy, 1
Topy1 = ———— + -2 —— + = = Uk41,
4 2 4 2
2 2 2 2 2
Toppr T2 1 U tup 1wy 1
== =4 > "= L _ >S54 = .
T2k+42 1 +2_ n —|—2_2+2 Ufet1

do dé ug,1 < min{xoki1, Torio}, nghia 1 ménh dé ding véin = k+ 1.
Vay ta c6 ménh dé ding v6i moi n > 1.

o Diéu nay cho ta
Up < Top, Ton—1 < 1, Vn > 1.

Véi chti ¥ rang  lim  wu, = 1 nén theo nguyén lyj kep, ta c6 lim 9, =
n——+00 n——+0o

lim z9,_1=1,suyra lim z,=1.
n—-+o0o n—-+o0o

OJ
Bai toan 7. Cho ddy s6 (uy) théa man ui,us € (0,1) va

1

4
Un+2 = 5ui+1 + 5\3/’1141, Yn=12,...

Chaing minh rang day 6 (u,) cé gidi han hitu han va tim gidi han do.

Lo1 giar | T cong thite truy hoi ctia diy (uy,), ta dé dang suy ra 0 < u, < 1, ¥n € N*.
Ap dung bat ding thicc AM-GM, ta dugc

1 4 3 4
3 5/ 3 : 4 _ 5 15
5 Un+1 + 5 Vun =\ Ui (Yun)” = uppqun®.

T do6 suy ra

3 4
Upyo > Uy qun”, Vn € N*.

Lay logarit nepe hai vé roi dit v, = —Inu,, khi d6 do 0 < u, < 1 nén
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vy >0, Vn € N* va

3 4
Upao < g’l}n_l,_l + 1—5%, Vn € N*,

Ap dung (5), ta c6 ngay lim v, =0, suy ra lim wu, = 1. O
n—-+00 n—-+00

Néu danh gia truc tiép nhu sau thi ta sé khong thé 4p dung duge bo deé!

1 4 ,
1—un+2:g(1—ui+1)+5(1—\3/un)
1 4 1—-u
= _—(1—u, 2 n 1 = n
5( u)(un+u+1+ )—|—5 i+ i+ 1
3 4
< 5(1 —unH)—l—g(l—un), Vn > 1.

Bai toan 8. Cho day s6 {x,} zdc dinh bdi
z1,22 > 0 vd Tpio = 2%/xp1 + 2z, vd moin > 1.
Chaing minh rang day {x,} cé gidi han hitu han.
Dé thay z,, > 0, Vn > 1. Xét hai trudng hop sau:
e Néu z, € (0,1), Vn > 1, ta chitng minh (z,,) 14 diy ting ngit.
Théat vay, do khi do ta c6 x, < 203z, nén

Tnyo — Tpyr = (2% Tri1 — Tng1) + 2%/, > 2z, >0, Yo > 1.

Vay theo dinh ly Weierstrass, ta suy ra day (z,) hoi tu nén cé giéi han
hitu han.

o Néuw, >1, ¥n>1, v6i L 14 s6 théa man L = **/L + *V/L, ta c6
|Tni2 — L] = ’( 202/ — 202\2/5) + ( 202z, — 202%)‘
<| (- ") o (v )

, Vn > 1.

Xét ham 86 f(z) = 2°%/x lién tuc va kha vi trén [1, +00). Theo dinh 1y
Lagrange, ton tai € € (zs1, L) 520 cho | £(wn41) — FE) = F/(€)ns1—
L|, suy ra
st — V| = ol — L < ———
2022 /£2021
2022 V¢ 2022 20%/ 2202

1
< — — L.
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Tuwong tu, ta cing co

1

2021 _ 2021L —L.
Vntl V/7’<2021|”C” |
Toém lai,
@tz — L] < s Jangr — L] + 5o fan — L], Vn > 1
Tn+2 2022 Tn+1 2021 Tn , v =z L.

Ap dung (5) , ta ¢6 ngay lim x, = L.

n—-+00
Cudi cing, ta chitng minh L ton tai duy nhat, ttc 1a chiing minh g(z) =
20/ + 2%/ — x ¢6 nghiém duy nhat trén [1,+00). Ta cb

1 1
/ _ —
g(z) = 2022 R/7B0T 2001 PR/mm
2021 2020

g"(x) =

<0, Vo >1.

20222 *%/2108 90212 2°X/34041
Suy ra ¢/(z) nghich bién trén [1,+o0c) ma ¢'(1) < 0 nén g(z) nghich
bién trén [1, +00).

Lai ¢6 g(1) = 1 nén g(z) s& c6 mot nghiém duy nhit x = L (L > 1)
trén [1, +00).

O

Bai toan 9. (Viét Nam TST 1990) Cho bon sé thuc duong a,b, A, B. Xét
day s6 thuc (z,) dude zdc dinh bdi 11 = a, 9 = b vd

Tnt+2 = A\B/x,%ﬂ + By/z2, Yn=1,2,...

Chitng minh rang ddy (x,) cé gidi han hitu han vd tim gidi han do.

Lo1 ciar | Dé cho céc 1y luan va bién ddi duge thuan tién, ta dit z, = (A + B)3u, va
A B e . <
a:m,ﬁzm Khldo,tacoa—l—ﬂ:lva

Upio = aﬁ/u%H + By/uZ, VYn € N*.

bat M = min{u;,ug,1}. Ta sé chtimg minh u, > M, VYn € N*. Ta ching
minh bing quy nap theo n.

D& thay khéng dinh ding véi n = 1,2.

Gia sit khang dinh ding v6i n = k (k > 2). Khi d6, theo gia thiét quy nap,
ta co

g1 = aui + Bud | > aV/M? + BV M2 = VM2 > M.

Do d6, khing dinh ciing ding véi n = k + 1. Theo nguyén 1y quy nap, ta cd
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khéng dinh ding véi moi n. Bay gid, dit v, = |u, — 1], ta c6

|Un+2—1|:0"\3/“%+1_1‘ _1‘
alupi1 +1 Blun, +1
= — ( "*2 ) |t 1|+M|un—1|
31+un+1+1 un+un+1
(Un+1 + 1) B(un + 1)
< QUntl T 2) -1+ ——Flu, —1].
Qinir + 1 fun s =1+ 5 =7 lun = 1
Do f(t) = Qttijfl nghich bién trén Rt nén dé thay
Up+1+1 up+1 M+1 "
< 1, Vn € N*.
Yp + 1 2un+1 S 2M 1 - S
Do d6, tit bat déng thitc trén, ta suy ra
B(M +1) _a(M+1)

Unt2 < @1Up+QUnt1, YR =1,2,..., trong dé a; = oM 1 , Qg = M1

Ap dung (5), ta thu duge lim v, = 0. Tt d6 suy ra lim z, = (A +

n——+o0o n—-+o0o

B)3. 0

Bai toan 10. Cho ddy s6 (uy,); 2 wdc dinh bdi

n=1

uy, ug >0
Unt1 = B /up +2+ S,y + 3, Vn > 2.

Chiing minh (uy,) ¢6 gidi han va tim gidi han do.

Lo1 giAl | Ta ¢é

n+1 n—1 1 n+1 2n-1
[Un41 — 2| = (\/un+2—2)+ (Un—1—2)+ 5 + + ( )y
2n 3 n 3n
n+1 1
’\/un 2—2‘+ |un =2+ 5
n+1 [y — 2 n—
< -2
3 1
< Zluy, —2 et — 2|+ —, Vn > 2.
glun =21+ 3 Iu 1 |+3n n >
n+1 1 1 3 n—1 1
d -4 — < - 2>2 < -, Vn>2
(02n sto, S Vimt222 —5- <S35, =22
Ap dung (6), ta cé ngay lim |u, —2| =0 hay lim u, = 2. ]
n—+o0o n—-+o0o

Bai toan 11. Cho {a,} théa lim (2a,.1 — a,) = l. Chitng minh ring
n—-+00

lim a, =1.
n—-+o0o
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Lot ciAr | Xét ypn, = 2ap41 — Gn, Yn € N.
Ta cbd

1 1 1 1
— = |= — - — < — — — — .
lan+1 — | 2(an )+ 2(yn N < 2]an I+ Q\yn I, Vn e N

N . l o — N ’ . —
Vi ngl}rloo 5/Yn — 1| = 0 nén ap dung (7), ta suy ra dugc ngr—rt-loo ap = 1. O

2

Riéng trudng hop | = 0: Cho day s6 {a,} 2% thda ll}r_il_l (ant1 — %) = 0.
n o0
Chitng minh ring EI_P a, = 0 (Dé thi vo dich toan Lién X6). Khi d6 ta cé
mn oo

huéng gidi quyét khac nhu sau:

e V6imdie>0,vi lim (a, — “%%) =0 nén ton tai ng € N* sao cho
n—-+o0o

Gn—1

an — <eg, VYn > ng.

e V6ie > 08 trén, ton tai £ € N* sao cho |a2’;°| < e. Khi d6 v6i moi s6 tu
nhién m > ng + k, ta cé

Qo — A —
(o= 252 + 25

1 1 € 1 € 1 1
<e+= €+§|am72\ :€+§+?|am72|<€+§+22 5+§|am73|

Qm—1
2

<

=S |Gm

1 1
|am| = +§|6Lm71| <€—|—§\am,1|

2
_ 15 € 1 € € € 1
—5+§+?+?|am_3| <o <etgt gttt gn |ty |
< L- 2m1—n0 + ’an0| _ 92 _ 1 + |a’n0‘ < 2) te= 3
€ T _% ok = € g1 ok €+ e =3e.

o Nhu vay, ta da chiing minh duge Ve > 0, In; = (ng + k) € N*, sao cho,
v6i moi n > ny ta ¢ |a,| < 3e. St dung dinh nghia gidi han, ta suy ra

lim a, =0.
n—+o0o

Bai toan 12. (VMO 2022) Cho a la mét s6 thuc khong am va ddiy s6 (uy,)
xdc dinh bdi

2n+a n+a
Uy =6, Upt1 = - + - Uy, +4, Vn > 1.

(a) Véia =0, chiing minh rang (u,) cé gidi han hitu han va tim gidi han
do.

(b) Vi moi a >0, chimg minh rang (u,) cé gidi han hitu han.

Lot Grar | Ta s& chttng minh day (uy,) s& hoi tu vé 5 véi moi a > 0.
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D& thay wu, > 0, Vn > 1. Ta bién déi nhu sau:

2
]un+15\:‘( "+a2>+ <,/”+aun+43>'
n n
2 /
S‘n—i_a—?‘—i-‘ n+aun+4_3‘
n n

a ”Tﬂ|un—5|—|-%“

b, + 4+ 3

a n-+a a
< -+ lup, — 5]+ —
n on n
2 2
< —|up — 5|+ ﬁ, Vn > max{a, 1}.
) n
Ap dung (7), ta c6 ngay lim |u, — 5| = 0, hay lim w, = 5 v6i moi
n—4o00 n—r+4-00
a>0. O

Bing quy nap dé& dang chting minh dugc u, > 5, Vn > 1, nhung ta chi chon
un > 0 dé thuan tién trong viéc danh gia.

Bai toan 13. (VMO 2017) Cho a la mot s6 thuc va zét day sé (uy,) xde dinh

bai
1 [2n+3 1 X
ul—a,un+1—§—|— n+1un+Z,Vn€N

(a) Khi a = 5, chiing minh rang diy s6 (u,) cé gidi han hitu han va tim
gidi han do.

(b) Tim tat cd cdc gid tri cia s6 a dé diy s6 (u,) wdc dinh vd cé gidi han
httu han.

Lot ciar | Ta thiy ddy (uy) xéc dinh khi va chi khi up xdc dinh, ma up = £ +/5a + %
nén us xac dinh khi va chi khi a > —%. Ta sé chimg minh day (uy,) hoi tu
vé 3 v6i moi a > —%0.

Ta c¢6 danh gia sau:

2n+43 (Un o 3) 4 niﬂ

2 +3 1 5| |ZE
|un+1 — 3| = 4n7+1un+17§: is T -
Vari Un t1+35
2n+3 3
1 1
2+3TL+ 1 5|u"_ |+ 2+3n+ 1,5
. n
ntl Un T3+ 3 ntl Un T3+ 3
Chd § ring v6i moi n > 2 thi u, > 0 va 2253 < 5 ta ¢6
y g v - n n+1 29
2n+3 5 5 3 3 1
n+1 2 o N n+1 n+l
2n+3 1 5<1+5—6va 2n+3 1 5<1+5— T
n 1 9 = = n 1 9 = 5 n
ntiUntzty 272 npiUntyts 272
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Do dé, két hgp véi danh gid & trén, ta thu dude

5 1
funsr = 3] < Glun = 3]+ ——. ¥ >2.

n+1 -
Ap dung (7), ta c6 ngay lim |u, — 3| = 0, hay lim w, = 3 v6i moi
n—-+o0o n—-+o0o
a>—i. 0

Bai toan 14. (VMO 2015) Cho a la s6 thuc khéng am va (uy,) la diy so zdc
dink bdi

1 n?
Uy = 3, Un+1 = iun aF mm 1) in?’L Z 1.

(a) Véia =0, chimg minh rang ddy s6 cd gidi han hitw han va tim gidi han
dé.

(b) Véi moi a € [0;1], chitng minh rang diy s6 cé gidi han hitu han.

Bing quy nap, dé dang chimg minh dugc 0 < u, < 3, Vn > 1.
Ta s& chitng minh ddy (u,) hoi tu vé 1 véi moi a > 0. That vay, ta c6

1 n 1
_1 == _ 2 _ -
Upt1 — 1 2(un 1) + 2 \Juz +3 5

Il
=
3

|

[—
S~—

/N
N | —
+
>~ =
::w§

+

el o

+

\S)

~
|

i

=

SM o

+

<
3
+

R

1 1 av'3
< -1/ (= Vn > 1
Ap dung (7), ta c6 ngay ngr}rloown — 1] = 0, hay ngr}rlooun = 1 véi moi
a>0. L]

Ta thdy bo dé 3 da gidi quyét tuong d6i nhe nhang cic bai todn trén. Ngoai
céch dung bo dé, tac gid xin gidi thiéu ban doc mot hudng tiép can khic cling
vo cting hiéu qué va tir nhién cho diy sé dang 41 = f(z,,n), d6 1a dung dinh
Iy Weierstrass. Tuy nhién, trong mot s6 tinh huéng, néu nhu khong chic chian
ve su tang gidm ctia day s6 (cé thé do khéng tinh dugce chinh xéc cic gid tri
dau tién), hay khong nhan ra dugc “chin trén” clia day, ta c6 thé sit dung mot
ky thudt nhu sau, toi sé lay Bai toan 11 lam vi du:
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« Bing quy nap, dé dang chimg minh dugc u, > 5, Vn > 1.

« Chu ¢ rang f(n) = %% =1+ 2 13 ham gidm trén R™ v6i moi a > 0 va
n € N*,

e Néu ton tai mot sé ng € N sao cho Ung = Ung+1 thi ta cod

un0+2—<2+ ¢ )+ <1+a>uno+1+4
ng+ 1 ng+ 1

a a
no no

Chimg minh tuong tu, ta cd Un, > Ungi1 > Ungt2 > Upgts > ... Dieu

ndy c6 nghia 1a day (u,) khong ting ké tit ng tré di. Dong thoi, day nay

ciing bi chin dudi (bdi 5) nén theo dinh ly Weierstrass, ton tai giGi han
lim w, =L (L>5). Khidé, L=2+ L1 4.

n—+o0o

Giai phuong trinh nay, ta duge L = 5. Tém lai, néu ton tai ng nhu trén
thi lim wu, =5.
n—+oo
o Tiép theo, ta sé& xét trudng hop s6 ng nhu trén khong ton tai, néi cach
khéc (uy) 1a day tang ngdt. Ta sé chiimg minh (u,) bi chan trén. That
vay, ta c¢6 danh gia

a a
2++\/(1+>un+4:un+1>un
n n

<:>\/<1+a>un+4>un—a—2>3—a
n n n

2
& (1+a)un+4><un—a—2> ,Vn>920
n n 3

3 2y
@ui—<:’+5>un+22+;<o

5438 4 /3% 4 14a o

S Hh<u, < > , Vn>1

Theo nguyén ly kep, ta suy ra lim wu, = 5.

n—-+0o00

e Vay v6i moi a > 0 thi day (u,) hoi tu vé 5.

Céch 1am nay c6 thé 4p dung gan nhu tuong tu cho Bai toan 12, Bai toan 13,
ban doc c¢é thé lam thit dé luyén tap.

n+1 a”

— =5
\ antt =k

rang (Sy) ¢6 gidi han hdu han va tinh gidi han dé.

Bai toan 15. Cho ddy s6 (S,) vdi S, = a > 1. Ching minh
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n+1
n—+2 a a
5n+1:an+2z _an+2<a+2+-~+n+1

n+2 n+1l a " n+ 2
:a(n—&—l)' antl ( ++...+>+a(n+1)
n+2 n+2

an+1)"" " a(n+1)

Lo1 gIAl | Ta ¢é
2 n+1 )

V6i mdi a > 1, ta lai ¢

g 1 ’ n+ 2 (S 1 >+ 1 ’
SR aln+1)\"" a—1 (a—1)(n+1)
! ‘ ! ,Vanax{Z[Q ]}
a—1

2
<
Satl Ta-Dn+D
s Lot v 2 1
Lu’uyrangvcna>lthlmG(O,l), m>0 va, nll)riloom 0
]

nén 4p dung bé dé 3, ta thu duge lim S, = -, v6i mdi a > 1.
n—-+00 a—1

Ngoai cach giai trén, ta con mot cich phé bién cho day tong

_ a? a”
.Dét xn_ani_12+”.+n (nzl)
yn:a
n

o Ta chimg minh (y,) la day tang that su t6i +oo.

1

That vay,
"1, v > {} 1.
a—1

Yn+1 _
Un, n+1

Lai ¢6

") @.@_1)2 D@1
yn>;=[ +C; ] > - :(n )2(1 ) — +00 (khin — +00).

o Mit khéc,

n
. Ly — Tn—1 % 1
lim ———— = lim — — = .
n—+00 Yy — Yp—1 n—+o00 ‘ln _ nafl a—1

1

Tn — 1

lim o=7-

e Do d6, theo dinh 1y Stolz, ta c6 lim S, =
n—-+oo n——+oo Yn

Bai toan 16. Cho day s6 (x,,) zdc dinh bdi

Ir1 = i
=1
{J:,H_l =\/z3 — 12z, + 207?;?1, Vn € N*,
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L3I GIAI

Chaing minh rang day (x,,) 6 gidi han hitu han va tim gidi han dé.

Dé thay z,, > 0,Vn € N*.
Néu dit g(z) = 2% — 122 + 20, h(z) = 2® — 12z + 4 thi

20n + 21

3
—12
g(x) <z x+ 1

< h(z), Vz € R, n € N,

Ta ¢co
g(x) = (x+4)(x —2)* +4 >4, Yz > 0.

Do d6 2,41 > /g(xn) > V4 =2, Vn € N*, ma 1 > 2 nén x, > 2, Vn € N*.
Mst khéc, b/ (z) = 322 — 12, W/ (x) > 0, Yo > 2, dan dén
281 49

< — =af Vre[2,z1]

h(z) < h(z1) = ) 9

Bing quy nap, ta sé chimg minh 2 < z, < z;, Vn € N*.

Dé thiy ménh dé ding véi n = 1. Gid st ménh de ding v6i n = k (k > 1),
tic la 2 < ap < x71.

Khi d6 @1 < /A(@x) < \/a? = o1 Vay 2 <2 < T, W¥n € N

Ta c6 danh gia sau:

Axn1 —2) < (Tnpr + 2)(Tp1 —2) =22, — 4

(a:f’l—12xn—|—16)+n+1
1

7 7 1
<l=-+4)(=-—-2 -2
<(5r1) (52 o2
19 1
< (xp—2)+ ——, Vn e N~
< 9(33 )+n+1 n €
Suy ra
0< D4 Vnen
Ap dung bo de 3, ta cé nll)riloo(xn—Q):Z hay HETOOQ;”:(), O
3. Bai tap ren luyén
Xét day (uy) duge xdc dinh bdi up = ug =1 va
2
un-s-z:un%_kun, Vn € N*.

Chitng minh rang day (u,) c6 giéi han hitu han va tim giéi han d6.
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Cho k > 214 s6 nguyén duong cho trude va day (uy,) théa man uq, us, us € (0,1),

k k
U —+u
Untg = % Vn e N*.

Tim lim .
n—-+o0o

Cho diy s6 thuc duong (uy,) théa

4
ur = 3, U2:4,
un+2=1+uz—:1, Vn > 1.

Chting minh rang diy (u,) c6 giéi han hitu han va tim gi6i han dé.

Cho diy s6 thuc (a,) duge xac dinh bai

1 2
ay =3, a3 = =
2
ar
Gnt1 ——%—F%—F "61, Vn=23,...

Chiing minh ring day (a,) c6 gidi han hitu han va tim giéi han dé.

Xét day (uy) cho béi cong thirc

_ 2016 _ 2017
U1 = 017> U2 = 3016>
Up4+1+2
Un+4+2 = ﬁ, Vn Z 1.

(1) Chtmg minh day s6 (u,) c¢6 gi6i han hitu han va tim giéi han dé.

< vn—1-1, v6i moi gia tri n > 4.

1< 1
(2) Chimg minh vn +2-2< - —
2 = Vi

Cho day s6 (x,,) thda man z1 = 1,29 = 2014 va

3
Tpyo = \/atiﬂa:n, Yn=12,...

Chting minh rang diy (x,) ¢ giéi han hitu han va tim gi6i han dé.

(Romanian TST 2004) Tim tat ca cac don d4nh f : N* — N* thdéa man

F(f(n) < W Vn € N*.

Day (x,) dugc x4c dinh béi 21 = %7]}2 = % va
Tnt2 = \/Tn+1 + \3/£En, VYn € N*.

Tim lim z,.
n—-4oo
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Cho a,b € (0,1). Day s6 (u,) x4c dinh nhu sau:

ug=a, up =b
_ 1 .4 2009 , _
Un+2 = 5570%n+1 T 5010 Vln, VR =1,2,...

Chting minh rang diy (u,) c6 giéi han hitu han va tim gi6i han dé.
Cho a,b € (0,4) va day s6 {z,}:
{ xo=a, 1 =0
_ 2@nt1t2a)
Tn42 = ﬁ, Vn 2 0.
Tim giéi han ctia day s6 nay néu cé.

Cho déy (.’L’n) thoéa man 1 =T = I3 = % va

1 1 8 . N
Tn+3 = Exi+2 + Exi+1 + §\3/ Tn, Vn € N,

Tim lim z,.

n—-+00
Cho day b (uy,), 2 théa man:
Uy = 1, up = 3,
u%_H + 4upg1 = Up + Un—1 + 2v/Up +2y/Up—1 +2, Vn=1,2,...

Chitng minh rang (u,); /2 ¢6 gidi han hitu han. Tim giéi han dé.

Cho day s6 (uy,) xac dinh nhu sau:

ug = 1
Un+4-2

, Ul = 5
1,2 3 *
TUn i+ 5/ Un, VN € N¥.

o=

Tim lim u,.
n——+o0o

Cho day s6 (x,,) thda man x1, 20 > 0 va
_ Vn € N*
x = s n .

2 Tptl +Tp +2

Tim lim z,.
n——+0o

Cho day {z,}52; xdc dinh béi
1 -2 1
nt n Tno1t g Vn 2 2.

Ty =2, 13 =3, xn+1:7xn+37n

Chiing minh rang {x,} c6 gi6i han hitu han va tim giéi han dé.
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1
Uy =u2 = 3

Cho day 6 (u,) théa man ) . .
Chimg minh rang day sé da cho cé gi6i han hitu han. Tim gi6i han dé.
Day s6 (z,) thoa

ulz%, U2:2
1 2 :
Upy2 + 5 = \/“%H +Uup + gz, N EN

Tinh giéi han day da cho.
(VMO 2012) Cho day sb thuc (x,,) xéc dinh bai

n + 2
3n

1 =3 va x, = (Tp—1 + 2) v6i moi n > 2.

Chting minh rang day s6 da cho c6 giéi han hitu han khi n — +o0. Tim gidi
han dé.

Cho day {z,} dugc xéc dinh

2y = 201
= 2010
2144999
Tpy1 = T2 — 2wy + 7?;3499 (n € N¥).

Chimg minh day {z,} hoi tu va tim giéi han dé.

Cho day @41 = 253 (VZ, + 3+ ¢/Z,) , 21 > 1. Tinh giéi han day da cho.

Cho a > 2 va ddy s6 (x,,) véi

T =a
{23:”“ = /322 + 2 (n e N¥)

(1) Chimg minh x,, > 1, Vn € N*.

(2) Chitng minh day s6 (x,) c6 gidi han hitu han va tim gi6i han dé.

Cho a € [0,1] va day sb (u,,)$2, duge x4c dinh béi

n—a n—+a
up =1, upy1 = o un—i—\/ n (u2 +up) + 18, Vn > 1.

Chitng minh rang (u,)2%, c6 giéi han hitu han va tim giéi han dé.
Cho day sb (x,,) xdc dinh bsi

r1 =4
1 2n?4-3n+1
{xnﬂ = %.\/x%—knxn—&-ZnQ—&—%.
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Chiing minh rang day (y,) xdc dinh béi y,, = o, Vn > 1 ¢6 gidi han hitu han
va tim gi6i han dé.

Cho day sb (2,) xdc dinh béi 21 = 1, zp41 = /2222 4+ Inx,, Vn € N. Tinh

lim x,.
n—-+o0o

Cho day s6 thuc {a,} thda {2a,+1 +sina,} hdi tu. Chimg minh rang {a,} hoi
tu.

_ 4., _3
~ £ , . 9,. up = §7 U’2 - Za
Cho day s6 (u,) xdc dinh boi W3 tumta
Upyo = —Hr—— ¥n > 1.

Tim gi4 tri 16n nhét ciia a dé day s (u,) hoi tu.

Cho a 14 s6 thuc duong. Xét hai day s6 (x,), (y,) duge xac dinh nhu sau:

T .
1 =V3, y1 =a, Tptl = V2+ Tn, Yny1 = ninl v6i moi so nguyén dudng n.

n

Chitng minh rang day s6 (y,) c6 giéi han hitu han va tim giéi han dé.

Tai licu

[1] HuYNH PHUGC TRUONG, Mét s6 phuong phdp tim gidi han cia ddy so, Trudng
DPai hoc Su pham TP. HCM.

[2] LE VAN CHANH, Chudi bai gidng vé Bo dé gidi han, Trudng Dai hoc Khoa hoc
Ty nhién TP. HCM, 2022.

[3] NGUYEN TA1 CHUNG, Béi dudng hoc sinh giéi - Chuyén khdo Day s6, Nha xudt
ban Pai hoc Qubc gia Ha Noi, 2019.

[4] NGUYEN HOANG VINH, Chuyén dé Trudng hé Todn hoc: Mot sé phuong phdp
tinh gidi han ddy so, Trusng THPT Chuyén Luong Thé Vinh - Pong Nai, 2019.

[5] TRAN NAM DONG (CHU BIEN), Cdc ky thi Todn VMO - Loi gidi va binh lugn,
Tt séch Sputnik, sé 022, 2017.

[6] TRAN Qubc LUAT, St dung ddnh gid trung gian dé tim gidi han day sd, Tap
chi Toan hoc & Tudi tré, s6 460, 2015.

[7] VO Qudc BA CAN, Gidi han cia mot diy s6 dang trung binh va tmg dung, Tap
chi Toan hoc & Tudi tré, sb6 452, 2015.

[8] VO GIANG GIAI VA NGUYEN NGoc THU, Mt s6 bai todn vé diy sé trong cdc
dé thi Olympic 30-4, Nha xuat ban Dai hoc Québc gia Ha Noi, 2006.
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GIOI THIEU TRO CHOI THAP HA NOI

Ta Duy PHUONG (CONG TAC VIEN VIEN TOAN HOC)

VU HOANG DAo (TRUONG TRUNG HOC PHO THONG XUAN Huy, TUYEN QUANG)

Mao THI THu HIEN (CAO PANG SU PHAM HA TAY)

TRAN THI HONG NHUNG (TRUONG TRUNG HOC PHO THONG HON GAl, THANH PHO HA LONG)
VU THU TRANG (TRUONG TRUNG HOC PHO THONG HON GAl, THANH PO HA LONG)

Giéi thiéu. Tro choi (Bai toan) Thap Ha Néi duge nha toin hoc Edouard Lucas phdt minh va
phd bién rong rai ¢ Paris ndm 1883, la mot tro choi, cing la bai todn, noi tiéng thé gidi, hién
dang dugc nghién ciu va phdt trién bdi rat nhiéu nhd todn hoc vd khoa hoc mdy tinh, cdc chuyén
gia gido duc va y hoc, dudc dua vao nhiéu sdch vé tro choi todn hoc, sdch todn hoc gidi tri va cdc
gido trinh tin hoc nhu mot vi du dién hinh vé thudt gidi dé qui va do phitc tap tinh todn.

Tro choi Thap Ha Noi khong chi thi vi ¢ cho né mang tén Ha Noi, thi do ciua Viét Nam. Bai todn
Thdp Ha Néi hap dan cdc nha nghién ciu Todn hoc va Tin hoc bdi né lién quan dén nhiéu van dé
ciia Todn-Tin hoc nhu gidi thudt dé qui, hé dém, tam gidc Pascal, tham Sierpinski, lij thuyét do
thi va chu trinh Hamilton, 6tomdt hdu han, do phic tap tinh todn, ... Bai todn Thdap Ha Noi goi
9 cho nhiéu nghién citu mdi trong todn hoc va khoa hoc mdy tinh.

Chi tinh riéng s6 bai bdo nghién ciu ve bai todn Thdp Ha Noi trong linh vwc Todn hoc va Tin
hoc da cé dén gan 500 bai vdi khodng 250 bai c¢é dau dé vdi cum tw "The Tower of Hanoi"(Thdp
Ha N¢i), dang trén gan 200 tap chi khoa hoc uy tin (zem Tai liéu trich dan [34], [6-10]). D6 la
chua ké dén nhiing bai viét vé st dung bai todn Thdp Ha Néi trong khoa hoc gido duc vd y hoc
hodc nhiing cuén sdch vé tin hoc va todn hoc gidi tri, trong dé cé trinh bay ve tro choi Thdp Ha Noi.

Tro choi Thap Ha Noi thii vi va c¢é 1§ nghia nén né da dude ding lam dé tai cia mot s6 lugn vin
Thac si, zem, thi du, [37], [6-10] vd duoc viét thanh hai quyén sdch [21], [26]. Hai héi thdo khoa
hoc quoc té vdi tén goi Workshop on the Tower of Hanoi and Related Problems, Slovenia, 2005,
[39] va Symposium La “Tour d’Hanoi”-un casse-tete mathématique d’E’duard Lucas (1842-1891),
Institute Henri Poicaré, Phdp, 2009 [36] dd dugc to chic.

Mic du tro choi Thdap Ha Noi ¢6 mat trén khd nhieu trang WEB va gido trinh tin hoc tiéng Viét,
50 lugng bai viet tieng Viét gidi thiéu ve tro choi va bai todn Thdp Ha Noi trén cdc tap chi la rat it
vd con rat so luge (zem [1]-[5]). Hinh nhu chua cé bai nghién citu tiéng Viét ndo vé bai todn Thdp
Ha Néi, ngoai trit mét so ludgn van cao hoc [6-10].
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Nhan ki niém 140 ndm tro choi Thdap Ha Néi ra doi, ching toi viét bai ndy vdi muc dich trinh bay
tong quan veé bai todn Thdp Ha Noi ciing mot s6 van dé todn hoc lién quan. Bdi viét gom hai phan.
Phan 1 gidi thiéu tong quan vé lich sit phdt trién tro choi Thdp Ha Noi. Phan 2 trinh bay Loi gidi bai
todn Thdp Ha Néi cho ba coc bing cdc cong cu khdc nhau (thudt gidi dé qui, hé dém co s6 2, do thi).

Sau hon 100 nam, tro choi Thdp Ha Noi dd cé nhitng cdi bién va tong qudt héa (tro choi Thdap Ha
No6i véi nhiéu coc, tro choi Thdap Ha N6i vdi cdc dia mau, tro choi Thdp Ha Noi véi han ché hudng
chuyén dia, tro choi Thdp Ha Néi zoay vong, tro choi Thdp Ha Noi song song,...). Nhimg cdi bién
va tong qudt héa ndy dan dén nhing van dé todn hoc thi vi, tham chi dan tdi nhiéu bai todn chua
c6 loi gidi. Bai viét ciing so lude gidi thiéu cdc md rong va cdi bién khdc nhau ndy cia bai todn
Thdp Ha Noi.
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Tro chot Thap Ha No

™.

1. Lich st tro choi Thap Ha Noi

Dua trén truyén thuyét vé thap Brahma (c6 thé ciing do chinh E. Lucas nghi
ra, xem [25], [28] va cdc tu liéu khic), va c6 thé, dua theo hinh miu nhing
ngoi thap ¢ da timg ton tai trong viing dat phat gido linh thiéng gan Ha Noi
(Béc Ninh?, xem [28]), hodic ciing ¢ thé vi If do nao d6 khéc, nha toan hoc néi
tiéng ngusi Phap Edouard Lucas da phé bién Tro choi Thdp Ha Néi & Paris
nam 1883 dudi tén gid (under the nickname) 1a gido su N. Claus. Nam 1884,
de Parvile trong [27] da tiét 16, gido su N. Claus chinh 13 tén gid ctia Eduard
Lucas.

Theo E. Lucas, tro choi Thap Ha No6i “da xuat hién ¢ Pong A tir thé ky 19
hoic trude d6. Cac dia duge lam bang st ¢ Trung Qubc, Nhat Ban va Dong
Kinh (Tonkin-Béc Ki)”. Tuy nhién, cho t6i nay, cdc nha lich sit v khéo c6 van
chua tim thiy céc thu tich viét vé truyen thuyét 64 dia vang véi ba coc kim
cuong tai thap Brahma cta An do cling nhu cac dia st cia tro choi thip Ha
Noi tai Trung Quéc, Nhat Ban va Viét Nam, Ciing chua ai nhin thay cuén sach
FER-FER-TAM-TAM ‘sép xuét ban” ma Lucas nhic t6i. Nhitng hop dung tro
choi cii nhat van 13 hop dung cac dia sdn xuat tai Phap nim 1883 va nhiing
nam sau dé.

Trén bia ctia hop dung tro choi sin xuat nam 1883 va trong cudn sach L’Arithméiq

Amusante xuat ban ndm 1895, chinh Edouard Lucas di viét ([25], trang 179):
“...la Tour d’Hanoi, véritable casse-téte annamite...” (Thiap Ha Noi, mot tro
chai tri tué ciia ngudi Annam), nhung tai sao Ong lai goi tro choi nay 1 tro
choi Thdp Hda Ngi va tai sao lai 1a tro choi tri tué cia ngudi Annam thi chua
¢ cau tra 16i that ro rang.

Téc gid ctia [1] viét: “nha toan hoc dén tham Viét Nam, ngim canh H6 Guom
va bi quyén ri1 béi vé dep ciia Thap Rua nén da dit tén 1a Bai toan Thap Ha
No6i”. Tuy nhién, thap Rua xdy nim 1886, con tro choi Thdp Ha Noi da xuat
hién & Paris tit ndm 1883. Khi 4y (nim 1883) E. Lucas di ra khoi quan doi va
dang day hoc & Paris, nén gia thuyét Lucas da goi Thap Rua la Thap Ha Noi
la khong ¢ co s6.

Mbt gia thuyét nita 1a Cot co Ha Noi da goi v cho E. Lucas dat tén tro choi
cuia minh 1a tro choi thap Ha Noi: “The Flag Tower of Hanoi may have served
as the inspiration for the name” [28]. Cot cd Ha Néi ¢6 ddy gom ba khéi vuong
x4y chong 1én nhau. Tro choi thap Ha No6i don gidn nhat cling gdm ba dia tron
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xép chong 1én nhau trén mot cot. Cot cd Ha Noi xdy nam 1805-1812, hon 70
nim trude khi tro choi thap Ha Noi duge phd bién. Nam 1882 Phap tan cong
va chiém thanh Ha Noi lan thit hai. Dé tai Ha Noi va Dong Duong 1a thoi su
trén cac bdo va phong tra ¢ Paris vao nhitng nam 1882-1883. Nam 1883 ciing
1a ndm Phdp phéat hanh tin phiéu liy tién xay dung Nha thd 16n (trén nén cia
thap Bdo Thién va chiia Bao Thién). Phai ching diéu nay goi y E. Lucas dit
tén cho tro choi clia minh 1a tro choi Thap Ha Noi?

Duéi day 1a bia ctia hop dung tro choi Thap Ha Noi san xuat lan dau tién tai
Paris ndm 1883 va hai t& huéng dan qui tic choi. Pay 1a nhitng tu liéu qui vé
lich st tro choi. Dya trén phan tich hinh vé trén hop dung tro choi, “bs thanh
clia thap dudc mod ta ti mi dén ting chi tiét, ngudi néng dan Annam vé rat
thue,...”, c6 ngudi cho rang, that su da cé ngusi ban cta E. Lucas mang céc
thong tin va trd choi nay tit Ha Noi vé Paris. Cling khong han 13 khong c6 1i!
Tuy nhién, téc gid ciia [3] cho rang ngudi trén bung c¢é chit A.U. 1a E. Lucas
thi ¢6 18 1a mot sai 1am (So sanh v6i 4nh E. Lucas bén dudi).

Trén td bia c6 hinh thip 10 tang, cdy tre, ngudi Annam va dong chit: “La
Tour d’Hanoi, Veritable casse-téte Annamite - Jeu, rapporté du Tonkin par le
professeur N. Claus (de Siam) du college Mandarin Li-Sou-Stian” - Thap Ha
Noi, Tro choi trf tué cia ngusi Annam, duge mang vé tit Bic Ki béi gido su
N. Claus (ctia Siam), truong trung hoc Li-Sou-Stian. (N. Claus de Siam la do
ngtt cua E. Lucas d’Amiens, Amiens & qué clia E. Lucas. Li-Sou-Sian 1a déo
ngit ciia Sant Louis, trudng trung hoc & Paris, noi Ong day hoc vao nhiing ndm
do).
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ALLEX PRINCIFALE DX La AECTION INDO-CHINGIAY

RUE DE MAaNOI

Hinh 3. Tro choi thdp Ha Noi 1a m6 phong ngoi thap tai Ha Noi - hinh dnh cta thap
Béo thién? (Anh: Béo tang thudc dia, Marseille, Phap)

Ban dich td huéng dan thi nhéit cta tro choi Thap Ha No6i duge san
xuét lan dau:

THAP HA NOI
Tro choi tri tué cia Annam
Tro choi duge dem vé tit Pong Kinh
bdi Gido su N. CLAUS (DE SIAM)
Trudng Cao ding Li-Sou-Stian!

Tro choi nay duge tim thay, lan dau, trong cudn sich tiéng Quan thoai c6 minh
hoa FER-FER-TAM-TAM, dang dudc xuat ban, trong tuong lai gan, béi chinh
phtt Trung Hoa. Thap Ha Noi c¢é cac dia, nhé dan, c¢6 s6 lugng thay d6i, ma
chiing t6i 1am bing gb, c¢6 15 & gitta. O Nhat Ban, Trung Québc, va  Dong Kinh,
ching dugce lam bang st.

Tro choi ¢6 muc dich 1a dé bo céc dia, va dat vao cot bén canh, theo cac qui
tac nhat dinh. Vui va bd ich, dé hoc va dé chai trong thanh phd, ngoai néng
thon, trén chuyén du lich, né dude tao ra dé mang dén kién thitc khoa hoc,
gibng moi tro chai ky thi va mdéi la clia gido su N. CLAUS (ctia STAM).
Ching t6i trao gidi thuéng 1000 franc, 100 nghin franc, mét triéu franc, va
nhiéu hon, cho ai hoan thanh, bing viéc ding tay di chuyén thap Ha Noi véi
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Hinh 4. Bia ctia hop dung tro chei Thap Ha Noi duge ban lan dau tai Paris, 1883

64 dia, theo quy tic ciia tro choi. Ching téi néi ngay 1a can s6 lan di chuyén la:
18 446 744 073 709 551 615, nhiéu hon nam ty thé ky! Theo mot truyén thuyét
An Do, nhitng ngudi Brahmin da tiép ndi nhau trong mot thoi gian dai dé di
chuyén 64 dia vang ctia Toa thap Brahma trong Dén Bernares. Khi cong viéc
hoan thanh, Toa thap va Brahma sé d6, va liic d6 1a thai diém két thic cta vii
tru!

PARIS, BAC KINH, TOKYO va SAT GON
Trong céc hiéu sich va tiéu thuyét
1883

Ban quyen da giit.
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LA TOUR D'HANOI

VERITABLE CASSE-TETE ANNAMITE

JEU RAFPORTE DU TONKIN

A LE PUOPERSELIE N, CLAUS ( IME SIAM »

Mandprrin 2w Collhga Li-Bow-Sthan !

e Jew tndlit a éte lesova, ol prosssere Tois, dans Jes Gerils de Villnstee Maodariv
FER-FER-TAM-TAM, qui seront pithlics, plus ou mnins prochaioeseal, suivant ley ordees
dn tromves el clunnis,

La TOUR D'HANOI s compose l'iazes suprrposes eb Béeroissanls, en aomiee variablo,
Qe g Byons cepriaentis per il plens en buis, puress 3 Jeor centee. Aa dnpau, en Chion,
aw Toukin, ou bys feit en porceelvine.

Le log gonsiste o damulie by e, Slage pa Clage, ol i Ja sincomsdenime dans v Yiew viiain
cunfurmérment e rivgles inilnpues.

Amsand e dnetepelf, faale @ appeendee el o jonees & L ville, & I eimpazgie, o voyage.
il puur hat la wolparisalion aed scetces, comie loon les dulies Jeas cureuy ob infdigs la
prl)ﬁ‘.n:u:l.ll‘ N, GLALS (D E SLEAM )

Nous pourrious ofeos ugu privie de liz arlle frauce, dnocent mdile frame, e sweiélion de
jrancs, el ples wacemz, o echi i reliseeait, i Jaowaing ke tragsport obe b Tone Haond, a
soixanleopuatre dfeges. conlvenuanemt aas regles do D, Ny divows, Gl de suile. quil faudmit
exéruter aeecssivenend Ty nombee dedéplaecimeeds

R 46 TR 0T T 351 616,
Vi ||.uj -,:-\iHl‘l’il.H EI!II.:& alie |1"||r erdiveerels o seevles !

Dapria use vieills lgoda iubicmne Tos braluines <e sucvisdint dipoes bisn lonslonps, sur
Jes wanrcluss i Vantel, dans Je Vreanple de Enares . pour ewdeater le déplacauenl de la Fuse Seesee,
ae Barraa, anx soxsnle qualia clggey onooe fin, gaems deolamonls de Gealeombe, Quand Lot
sern lind. la Tone o Jed bealooes fomburont, et o sera la fin e momlo ©

PARIS, PEKIN, YEDO et SAIGON
Uhes fee lefirarees ot suteebdieds fi suvareimnes,

1883

Paasns hroakle cosorviie.

Ban dich t& huéng dan thi hai ctia tro choi Thap Ha No6i duge san
xuét 1an dau tai Paris:

Luat chai va cach choi trd chdi THAP HA NOI
Dé dit nam ngang; cic cot théng dting. Céc dia dit theo tht tu tiu 16n dén
nho tir thap 1én cao, tao nén mot Toa thap. Tro choi doi hoi di chuyén céc dia,

bang cach dit ching vao cot bén canh, mot lan di chuyén mét dia, theo luat
sau:
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I. Sau mdi di chuyén, cdc dia déu nim trén mot, hai, hoiic ba cot, theo thi tu
tt 16n dén nho t thip dén cao.

II. Dia trén cing ctia mot trong ba cot dude dit vao cot trong.

III. Pia trén cing ctia mot trong ba cot dia duge dit 1én mot cot dia khac, néu
dia nay nhd hon cac dia ctia cot khéc.

Trd choi ¢6 thé dé dang tu kham phd, bang viéc giai quyét dan tir 3, 4, va 5
dia.

Trd choi ludn gidi dude va doi hoi thai gian choi 1au khodng gap doi mdi khi
cho thém mdot dia vao Toa thap. Bat ki ai gidi dugc bai toan cho tdm dia, vi
du, chuyén cac dia tit cot 1 sang cdt 2, ciing sé biét cach giai bai toan cho chin
dia. Chi can chuyén tdm dia sang cot 3, roi chuyén dia thit chin sang cot 2, va
mang tam dia tit cot 3 vé cot 2. Bay gid, khi thém mot dia vao tro choi, tong
s6 di chuyén tiang gap doi, cong v6i mot, so v6i trude.

Véi thap hai dia ‘ ba lan chuyén 13 di ‘ S6 dia ‘ S6 lan chuyén

Ba dia 7 lan 6 dia 63 lan
Bén dia 15 lan 7 dia 127 1an
Nam dia 31 lan 8 dia 255 lan

Véi tde dd mot di chuyén mat mot gidy, can bén phit dé chuyén tam dia.

Cic bién thé ctia trd choi: C6 thé thay ddi dén vo ciing diéu kién clia bai
toan thap Ha No6i nhu sau: Khi bt dau, xép céc dia theo thit tu bat ky lén
mot, hai, hay cd ba cot. Sau d6 can xdy dung lai toa thap trén mot cot dinh
trude. Vi 64 dia, s6 lan di chuyén 1a khong 16, s6 nay dai 50 chit s6. Xem thém
chi tiét trong chuong néi vé Baguenaudier &:

TOAN HOC GIAI TRI
bai Mr. Edouard Lucas
gi4o su toan hoc cao cap tai Lycée Saint-Louis
Hai tap nhé, trong hai mau
Paris, 1883, bsi GAUTHER-VILLARS,

may in cia Académie des Sciences va Ecole Polytechnique

Dudi day chiing t6i chup lai bia va bén trang viét vé Thap Ha Noi trong cudn
séch S6 hoc vui [25] clia E.Lucas xuit ban nim 1895 (sau khi 6ng mat).

Trd choi thap Ha Noi vita dude phd bién tai Paris ndm 1883 da dude dén nhan
rong rai vi su don gian va hap dan ctia né. E. Lucas da té ra rat khon khéo
khi Ong cho san xuét tro choi thap Ha Noi v6i 8 dia, s6 dia vita da dé tro choi
khéng qué don gian (dé chuyén hét 8 dia tit coc nguon sang coc dich, khéng
nham 1an, can 255 budc), cling nhu khong qué phiic tap (nhu trong trudng hop
64 dia, phai mét 5 ti nam).
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Regles et pratinue do Jew de la TOUR D'HAND

————r A A ———

D sdispose 1 tabledl nurizontalensend ; an plsse bisocleus de i en hawt, dans les wasn Jie Ja tablette.
Priss, 1 supuirpoon les hud pilosy ow étuges, Jana Uerdre decroissunt Je s brus an sammel; oo a consteuil
I Tour,

Lo Jen vonsiste i déplacee celli-ci, en ealllanl les tlages sur un wutre lyu wleg e deplavant qu'un senl
tlage: & la fuis, cunfarciment sux rogles smvanlos:

L= Apres clanpae vdup, des dages seront keujours cnfités sor oo, deox, ou teois clam, suivant 'scdre
decroissant e Lo bose aw semnel,

i Chi peend embiwier Pilage supdaivor Suno Jes Lrwis piles d'Ctuges, poor Festiler disos un clow w'ayant
HUTRU R &T'P8

LB = 1 peut enleyer elage superivor J'uoe des trors priles, el lv placer sur une wubia pile, & Ja vomlilion
wxprniic que Vet supprienc de celle-ui svad pras goal.

Le ben sapprend Greilement seal, oo césolvant abued e prohlime poue 3, §, 8 étnges.

L e est oujonrs possible o deunle dens fois plus de.temps chaque fuis que 1'n gjoule un
<tugs L2 tur. Bi Moo siot sesuudre be prubleone pour Qi #lages, pae cxeinple, su dranapndaid la tour s
clug 2% 1 au climg o¥ 2 ol a0 le resouibse e uelr{\':(u},'-.':.uu Wnasperrle L'ulmrd Les il e oS sujn’:l'i.t!ur.-i
aur le dun o 3 puas Je neusieme clage sur le chow v 2, gnlin on reportora les hoit elages du clun 03 sor
le Juw a2, Uone, en nugaeatiud la ooy d'un clage, Jo oumbee Qs déginammentaant 1o dible jduy as, dnoy
1o Jen pociédent,

Poue v e we deax  elnges, i1 laul LEds oMk, i B g

- tro - - =ept -_ -
- gunine — =  quinze — -
- -] - - 41 - -
- a - - 63 - -
- 2 - - 427 - -
- ] - - 266 = ub oz ibe suile.

AN RELT TN (T

canauly b faol plus desuatre menites pour acplaece Ja toee de huil cluges.,

Yuriadions dn Beu. — Uk veeie, a Cinbo, Jea deuditons iy grobleme de s eoue @ Hicaon, vomme 1l
sl o el g enlile les elinges, dwie mmanen- e b uivgue, surun, deus e teors clous, [ Zaut ceconsteaits
lﬂ. Loar sur Yol dea clous, dessgog o Fivance. Buor G4 elages b suonbee des iispositons indsales o5l yeetipi-
peas, Ul s s canigagaie ehilfres,

Pour plus de details. cunsullar Uyuveivgr auivienl an cesspalee du lsgnenasdice
RECAEATIONS MATHEMATIQUES
Par M. EDOUAND LUCAS, profishsyt de mathématiques speciclem au jyche Haint-Lowid

e ve enfames et M, e aeteees £ETIY WY en dens cnatioary

Pacia. 1653, clec 101 THELE VILLALYS, Law shtaire de DA e scmuces od e Clcele Polylectionpae

iduus des Yitganbias, 54,

18F LT WHLARES, Rilh ik LIER, G0, & Y0 BN,

Sau Paris, tro choi Thap Ha Noi duge phd bién & nhiéu noi trén thé gisi. C6
16 W. W. Rouse Ball ([13], 1892) 1a ngudi dau tién gisi thiéu tro choi thap Ha
Noi v6i doc gia tiéng Anh qua cudn sich vé tro choi todn hoc: Mathematical
Recreations and Essays.
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INTRODUCTION AUX RECREATIONS !.I!H-.IJII:::":I-.-'._I[JIIII;'LIES.__j .

i e L H L PR

LARITHMETIQUE

AMUSANTE,

Fa

Fnovarn LUCAS,

12 caleul meninl quz presiviseal usa segles
mgras g0 gl pacaln choss o abmrsize, cored-
quamment 1 JiFE:cTk poar Teulad du'en =
epplique 44 primasaui, deviest Nexercies le plm
i, ED dme Lo us le s leritfant, [rmi
sea fakellipence nalsmamiz; &0l & £ privasd
oo A roossy e, h

. GREarD,

de VAcadérmiv Trangaise,
Viosepagrear do 1 rnddnels de Taria

H.m.

AMUESEMERTS SCIENTIVIOUDES

roun L'EKSRIGEEMENT

ET i.& [PRATEJIUE Il CALSUIN.,

SR ]

PARIS,

GATHIEE-VILLARS ET FILS, IMPRIMEDRS-LIBRAIRES,

OUAl DES SRAEDL-AUSUETINE, 55,

tda3
Twu dpsiog peagyee,)

Hinh 5. Bia clia cuén séch ctia E. Lucas xuat ban tai Paris nam 1895, trong dé c6 4
trang (179-183) viét vé Tro choi Ha Noi.
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LA TOUR D HANOT.

Un de nos amis, le professzur N. Craus [de Siam}, mandarin
du collége Li-Sou-Stian, a publié en 1384 un jeu inédit ec bre-
vetd, qu'il a appelé lu Tour d"Hanoi, véritable casse-téte anna-
mite qu'il m'a pas rapporté du T'onkin, quoi qu'en dise le pros-
pectus.

Hinh 6. Trang 179-183: LA TOUR D’HANOi (Thép Ha Noi)
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180 Chapitre quatriéme. .

Cette tour ( fig. 36) se compose d’étages superposés et décrois-

Fig. 36.

La tour d'Hanol.

sants, en nombre variable, représentés par huit pions en bois
percés & leur centre, et enfilés dans 1'un des trois clous fixés sur

Hinh 7. Trang 179-183: LA TOUR D’HANOi (Thap Ha Noi)
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Les progressions géomélrigues. 151

une tablette. Lejeu consiste a déplacer la tour en enfilantles pions
sur un des deux autres clous et en ne déplagant qu'un scul €tage
a la fois, mais avec défense expresse de poser un érage sur un
autre plus petit. Lejeuest toujours possible et demande deux fois
plus de temps chaque fois que I'on ajoute un dtage a la tour, En
effet, si Pon sait résoudre le probléeme pour huit étages, par
exemple, en transportant la tour du premier clou au second, on
saura le résoudre pour neuf étages. On transporte d’abord les huit
étages supérieurs sur le troisiéme clou; puis le neuviéme €tage
sur l¢ deuxiéme clou, et enfin sur celui-ci les huit premiers étages.
Done, en augmentant la tour d’un étage, le nombre des coups
devient le double plus un. Ainsi :

Pour une tour de 2 érages, il faut 3 coups, au minimum,

i n o i F 1 h

b1] 5 4 0 I 5 ] ]

] n 5 n ﬂ- [ ] 0

i n {] 5] ﬂ 3!- b il

b1} 0 ?‘ il [2 '}" (] B
- - =

0 ] [ ] b e | 1 kN

A un coup par seconde, il faut plus de quatre minutes pour
déplacer la tour de huit étages. Pour exécuter le transpart de la
tour d’Hanot 2 64 étages, il faudrait fairc un nombre de dépla-
cements égal &

18446744073 706331013,
nombre des grains de blé de I'échiquier de Sessa, ce qui exigerait

plus de cing milliards de siécles.
Le mandarin N. Claus {de Siam) nous raconte qu'il a vu, dans

Hinh 8. Trang 179-183: LA TOUR D’HANO1 (Thép Ha Noi)
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182 Chapitre guatriéme.

ses voyages pour la publication des éerits de Fer-FER-Tax-Tau,
dans le grand temple de Bénarés, au-dessous du déme quimarque
le centre du monde, trois aiguilles de diamant, plantées dans une
dalle dairain, hautes d'une coudée et grosses comme le corps
d'une abeille. Sur une de ces aiguilles Dieu enfila, au commen-

ement des siécles, soixante-quatre disques d'or pur, le pluslarge
reposant sur 'airain, et les autres de plus en plus étroits, super-
posés jusqu’au sommet ; c’est la tour sacrée de Brahima. Nuit ct
jour, les prétres se succédent sur les marches de 'autel, occupés i
transporter la tour de la premiére aiguille de diamant sur la troi-
si¢me, sans s'écarter des régles fixes que nous venons d’'indiquer,
et qui ont €té posées par Brahma. Quand tout scra fini, la tour
et les brahmes tomberont, et ce sera la fin des mondes !

Nous avons tenu 4 développer la théorie de ce jeu curieux et
original qui représente, comme le baguenaudier et le Je-Kim, la
formation des nombres dans le systéme binaire. On simplific la
manceuvre du jeu & l'aide de cette remarque intéressante, qui a
cté faite pour la premiére fois par le neven de I'inventeur,
M. Raoul Olive, éléve du Lycée Churlemagne. Le disque le plus
petit tourne toujours dans le méme sens de deux en deux COups;
ceci permet de réussir toujours sans titonnements, Mais on peut
compliquer le jeu en placant d’abord les huit étages duns un
ordre quelconque sur les trois clous, En augmentant le nombre
des tiges et en modifiant légerement les régles du jeu, on obtien-
drait facilement des représentations de tous les systémes de
numeération. En nous servant des mémes principes, nous avons
pu trouver de nouveaux systémes de serrures incrochetables pour
la fermeture des cofires-forts.

L'industrie étrangére s'est emparée depuis pen du jeu de notre

Hinh 9. Trang 179-183: LA TOUR D’HANOi (Thép Ha Noi)
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Les progressions glomélriques, 183

ami et de sa légende; mais nous pouvons affirmer que le tout a
été imaginé, il y a une dizaine d’années, au n® 56 de la rue
Monge, & Paris, dans la maison habitée alors par M. Viette, mi-
nistre de I'Agriculture, et batie sur U'emplacement de celle ol
mourut Pascal, le 19 aott 1662.

4
T Pt

Hinh 10. Trang 179-183: LA TOUR D’'HANOi (Thép Ha Noi)

MATHEMATICAL
RECREATIONS AND ESSAYS

BY
First Edition, February, 1892. W. W. ROUSE BALL,
Second Edition, May, 1893, ST o e
Third Edition, 1896.
Fourth Edition, 1905.
Fifth Edition, 1911.
Sizth Edition, 1914. SIXTH EDITION.

Tae Tower oF HANoi. I may mention next the ingenious

puzzle known as the Tower of Hanoi. It was brought out in
1883 by M. Claus (Lucas).

Hinh 11. Mathematical Recreations and Essays.
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It consists of three pegs fastened to a stand, and of eight
circular dises of wood or cardboard each of which has a hole in
the middle through which a peg can be passed. These discs
are of different radii, and initially they are placed all on one
peg, so that the biggest is at the bottom, and the radii of the
successive discs decrease as we ascend: thus the smallest disc
is at the top. This arrangement is called the Tower. The
problem is to shift the discs from one peg to another in such
a way that a disc shall never rest on one smaller than itself,
and finally to transfer the tower (ie. all the discs in their proper
order) from the peg on which they initially rested to one of the
other pegs.

The method of effecting this is as follows. (i) If initially
there are n discs on the peg A, the first operation is to transfer
gradually the top n—1 discs from the peg A to the peg B,
leaving the peg € vacant: suppose that this requires « separate
transfers. (i) Next, move the bottom disc to the peg C.
(iii) Then, reversing the first process, transfer gradually the
n—1 discs from B to C, which will necessitate # transfers.
Hence, if it requires @ transfers of simple discs to move a tower
of n—1 dises, then it will require 2z + 1 separate transfers of
single dises to move a tower of n discs. Now with 2 dises it
requires 3 transfers, i.e. 2— 1 transfers; hence with 3 discs the
number of transfers required will be 2 (2*—1) + 1, that is, 2°—1.
Proceeding in this way we see that with a tower of n discs it
will require 2" — 1 transfers of single discs to effect the complete
transfer. Thus the eight discs of the puzzle will require 255
single transfers. It will be noticed that every alternate move

CH, X] MISCELLANEOUS PROBLEMS 229

consists of a transfer of the smallest disc from one peg to another,
the pegs being taken in cyclical order: further if the discs be
numbered consecutively 1, 2, 3, ... beginning with the smallest,
all those with odd numbers rotate in one direction, and all those
with even numbers in the other direction.

De Parville gave an account of the origin of the toy which
is a sufficiently pretty conceit to deserve repetition®, In the
great temple at Benares, says he, beneath the dome which
marks the centre of the world, rests a brass plate in which are
fixed three diamond ncedles, each a cubit high and as thick
as the body of a bee. On one of these needles, at the creation,
God placed sixty-four discs of pure gold, the largest disc resting
on the brass plate, and the others getting smaller and smaller
up to the top one. Thisis the Tower of Bramah. Day and
night unceasingly the priests transfer the dises from one diamond
needle to another according to the fixed and immutable
laws of Bramah, which require that the priest on duty must
not move more than one disc at a time and that he must place
this disc on a needle so that there is no smaller disc below it.
When the sixty-four discs shall have been thus transferred
from the needle on which at the creation God placed them to
one of the other needles, tower, temple, and Brahmins alike
will crumble into dust, and with a thunderclap the world
will vanish. Would that other writers were in the habit of
inventing equally interesting origins for the puzzles they
produce !

The number of separate transfers of single discs which the
Erahmins must make to effect the transfer of the tower is
2% — 1, that is, is 18,446744,073709,551615: a number which,
even if the priests never made a mistake, would require many
thousands of millions of years to carry out.

E. I. Ignatiev c6 1& 1a ngudi dau tién gisi thiéu tro choi thap Ha Noi véi doc
gid ngudi Nga trong cudn sich Trong vuong qudc sang tao hay S6 hoc cho moi
ngusi xuat ban lan thit nhat nam 1902 (xem [40]). Ong da goi tro chai nay 1a
“bai toan Bac Ki”. Khong biét vi 1f do gi, Ong ciing goi bai todn nay 1a “chiéc

mi Trung Hoa”.

Xem: Bai toan 89: Thap Ha Noi-Bai toan Béc ki, trang 152-156 ctia cubn séach

[40] dwdi day.

3ajga4da 89-1.

XaHo#ckas GawHa.—ToHKHHCKIA BONpoOG™®.

Bosbmenms 8 mepensHHBIXD, M WD TOACTAT0 KAPTOHA, KpYiK-

B IAPCTBT CMERAIRH

APVIOMETUKA [UIfl BCBX'D.

KOBH YMEHBIIAOMAIOCA JiaMeTpa W TpH BEPTHRAIBHO YEpHILIeH-
HHA Ha miactAEkd nanourn (crepwus). Kpymrm craGmens B
ueHTph oTBepCTIAME, W WX HAKIAJBBAKTL, HAYNHAA CH HARGOIB-
IIaro, Ha ONHY H8H NANOYKD A TAKD, 9T0 HOXYYAETCH DOLD
yehuennaro komyca. 910 n ecth Xauofickan GamBs BT 8 srasef.
(Cm. ¢ur. 76, A, BBepxy).

Tpebyercst Beio a1y GalHIO b NATOIKH A nepeHecTH
Ha nanoury B, nomssysick Tpetheit nanouxod (1, I1, u Il va
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164

HAIIEND PHCYHKE), Kak® BcrnomorateasHoft, W cobaionas
crbayomis ycaoBis: 1) HE NEPEHOCHTH 334 OMHDL PAZh
Goabe OIHOTO KPYIKKA U 2) KAACTh CHSITHIA KPYJKOKD HAM
HA Ty NAJOYKy, KOTopas CBOOOJHA, HJH HAKJIAAKBATE €O
HAa KPY’KOKD Goaearo niamerpa. Hazbsate wa Kaxyio-
JH60 M3 NANOYEKD GOBUIIR KPYKOKTH NOBEPXD MEHb-
1IArO—HeB351.

Phmenie.

UroGs HOKasATE NPONECCT, NPABMILAANO NEDEeHEeCeHin RPYREONS,
oGosHaunys Epy&EEn pudpawn 1, 2, 3, . . ., 7, 8, HaumEA# CD
HANMEHBIIATO; 3aThuT WS0GPAsuMT NPOnece  NepeHecenis Hmme-
crhpyomeft Tabnnuxof:

Taxouka A. Benomowameaw- Ilaaouxa

HAA NAAOUKA, B.

A0 HAYAIA 1,2,3,4,6,6,7,8 — -

nocuh 1-ro nepenecenin: 2,3, . . . 8 1 —

»  2-10 » 84...8 1 2

» 310 » S B —_ 1,2

»  4-10 » 46. .8 3 ]

»  B-ro > 1,4,6,. . 8 3 2

> 610 > 14,5, . 8 2,3 —

» 710 » 1,6, . 8 1,2,3 —

> 8-10 » 5,6,7,8 1,2,3 ]

» 9-ro 5,6,7,8 2,3 1,4

» 10-r0 2,6,6,7,8 3 1,4

» 11-ro » 1,2,6,6,7,8 3 1

» 12-r0 » 1,2,6,6,7,8 — 3,4

» 1810 » 2,5,6,7,8 1 3,4

» 14-t0  » 5,6,7,8 1 2,3,4

» 16-r0 » 5,6,7,8 1,2,34
noT .

Orciona M Binns, w10 ma nasoury ILL, korma oma csoGouna,
nagksaores ToneRo nevetHne spymen (l-mft. 3-if, H-uft u up.),
a Ha B—romsko uermme. Takn wro, manp., pas nepenecemis
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HBT MAJTOYEHA, KaEjas JUIMHOKN BB JOKOThL H TOJINHAHOK BH ROpOyChH
nuens. Ilpn coteopenin yipa Ba OgHY UST HTHXE NATOYEXT OB
opbTel 64 KPyMKA M8B YNCTArO S0OJIOTA CH OTBEPCTLAME HOCPENHHS —
TAKD, Y70 OHM 00pA30BAIN POAT YCHUEHHATO KOHYCA, TAKH RAKD
JiaMETPE BXD IUTH Bh BO3PACTAIIEMD nopAnks, HAUMHAA CBEPXY.
dlipenEr, cybuseMEe OmMEL IPYLIMB, NHEME W HOUBO (€85 yCTAIH
TPYAATCA HALT nepenecenieMt HTOfi KOIOHHB KPYHEOBH CH MEPBOf
HAJOYKA HA TPETHIO, MOJB3YACH BIODOA Kakh BCHOMOIATENHHOM,
IpH 4eNT oHu 00s3aHBl COONOMATL e YKA3AHHEIA YCIOBLA, T. e.
I) He INeDEHOCHTh 3a OfMHB pagh Ooxke oOmHOrO Kpymka, W
2) ENacTh CHATEA EPYMOKDL MIN HA CBOGONHYI0 BB HTOTH MOMEHTH
TaloYRY, WIA HAKNAJABBATE €0 Ha KDYKOED TOJNBEO GONHIIAr0
piamerpa. Rorma, cofmonan Bekh 5TH yciIoBis, RpEOH mepeHecyTH
BCh 64 EpyiKEQ CH NEpBOR NANOYEH HA 3-10,—HACTYIATH KOHEI'H
MIDA...

166

YETHPEXT BEPXHHX EDPYHEOBDH, HYEHO (HI0 CNEPBA OEPEHECTH TPR
BEPXHIE Ha BCOOMOTATEABHYH TNAMOYRY — 4TO, Kakh BHJIHO BSH
Tafunnp, uorpeboano T oTABABHNXD nepenomenifi, — saThun
ME nepenecin 4-piff EPYRORD HAa TPEThI0 DNAI0OYEY — €ule OfHO
nepenomeHie — i, HAROEENh, TPI BEPXHie EPy&/Ka co BTOPOfi najouku
NEpEeHecHn Ha Ty e TPEThI0 NoBepXh 4-ro Epymka (npn semsn 1-am
NAJOYRA ALPAIA § HACH DPONb BCIOMOraTeAsHOR), UTO ODATH no-
TpeGoBat0 7-MH OTHBJIBHEIXD Nepenomenif.

Wraks, Boobme: 9YT0GH npH TARAXE YCIOBIAXE IEPEHECTH
KOJNOHHY U35 # KARMXT HNOYAb 2JA€MEHTORD, PACHOJOREHHBIXD
BEPTHRAIBHO BEH YORBAWINEMT MOPALKE, MyEHO CHAYANA NEPEeHECTh
KOIOHHY W3B (7—1) BEPXHWXT HAEMEeNTOR: HA OJIHO B3B CBOGOM-
HEXB MECTH, NOTOMTE OCHOBaHie, T. €. n-HEIfl BIeMeNTE—HA Jpyroe
CBOGOJLHOE MECTO I, HAROHEND,—Ha T ike ke MBCTo onaTh BC1 KOTOHY
185 (7#—1) BEPXHAXD BIEMEHTORD.

OGosnagas yncno HeOOXOAMMEIXNE OTTBIBHKXEL neperecenif
Oypoio I co 3uaukowT, cOOTEBICTBYIOMEMT UHCIY HIEMEHTORD,
nwhens, cabjovarensuo:

nm=2-1_,}1.

Iloumman 3unavenie # g0 ejnEANH N xbaan NOACTAHOBEY, JErKO
HAXOAHND:

11, =2 -2 F204-28+ 21420

Ilonyuaews, crbropatensno, cymay reomerpryeckoli nporpecein,
ROTOPASI JIAETT

- II—=2"—1.

Taruny obpasoms, e cayuan Xanoiickod Gawnu, m. e. npu
8 wpyacxaxs, wyncno comwaamn 2 — 1 waw 255 omomruvias nepe-
JONCEHTTL KPYACKOET.

Jlerenna.

Ecmr saime Bwketo 8 Rpymrows BoseMeMT 64 Kpy#Ea, 10 no-
JYYHNT 3Ja9Y, CBASAHHYIO €5 ipesre-uuifickifi neremof. Jerenja
aTa racaTs, Oynro BT ropoxdt Bemapech, nop® kynoaows riasnaro
xpaMa, BB Tomb wherk, rxb maxomnrea cepeanna Semun, Gors
Dpama nocraenas peprnkajibno na Gponsopofi miomanks Tpn anmas-

Jlonycmams, 9TO HEPEHOCH OJHOTO EPYMEA NPOTOMRAETCA BEEro
OIHY CeKYHLY, Torpa wa nepembmenie xauofickofi 0amHm U35
BOCBMH EDY#EOBL noTpefyercs 4 MuHYTH cimmsomb. JTo e
Kacaercs INepeHoca OamHE Bh 64 EPyEERA, TO HAa 5710 TOHAT0-

omncs.
. 18446 744 073 709551 615 cew.

A 910 smaunTh, He Gowbe m e menle, KAKH IATH CAHMEOME
MHAAIAPAORE BEEOBH (crombriit).

Mips Dpausl, ouesnpgmo, NpOfepmHTEA eme OUEHL M OUEHD
MHOLO JETD.

Ecin kpymen n manouns »6 pandoRl nrpb sambuaTh Bxoma-
WHMH JIPYIB Bh pYra KOINAYKAMH, TO HOJYYaeMD HIDY, HAsbl-
paemyn ToHEEHCEMMT BoUpocoms win KmTaficKEME misname.

Buero BpymRoBT WIN KONIAUEORE, MENAONU[IE MOTYTH YO~
2pe0aaTh OOLIKHOBEHHHS BIPAALHBA KAPILL.

Nt DA

Hién nay, trén mang Internet cé rat nhiéu chuong trinh viét trén nhiéu ngén
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ngit khac nhau va rat nhiéu phan mém véi hinh dnh huéng dan tro choi Thap
Ha Noi (v6i ba coc hodic bén coc, tro choi Thdp Ha Noi cai bién: tro chai Thép
Ha Noi voi cac dia mau, tro choi Thap Ha No6i xoay vong,...).

Tro choi Thap Ha Noi ciing dugce cai dit trén nhiéu dién thoai. Ngoai ra, cé
thé tim mua tro choi Thap Ha Noi lam bang g hodc sit tai cic clta hang Viét
Nam hodc nudc ngoai dé giai tri.
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