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LOI NGO

Hai muoi bon thang, 12 sd bdo ra déu diin vao ngay 13 ciia cic thang chin. Ciing c6 lic dudc
mong chd, ciing c6 ltic bi d6i chit 1ang quén. Nhung vé6i nhiing ngudi da truc tiép xay dung nén
tiing s6 bdo thi d6 1a nhitng ky niém, nhiing trai nghiém khong thé nao quén.

C6 thé noi, v6i nhiing gi da 1am dudgc, Epsilon da tam hoan thanh st ménh ctia minh, st ménh
ma nhu GS Ngoé Bao Chau c6 néi dén “lam mot cudc thit nghiém dy diing cam”, d€ chiing
minh “tinh kha thi” cia mot td bdo xay dung bdi cong dong va cho cong dong.

Trong hanh trinh ctia minh, Epsilon da nhan dudc su ung hd nhiét tinh cia dong dao ban doc,
clia cdc tac gia, cac cong tdc vién. TAt ca déu lam viéc trén tinh than vi cong dong.

V6i mot muc tiéu vo tu, ching t6i da nhan duge su ung hd va dong gép vo tu nhu vay. Ban bién
tap Epsilon xin tran trong sy ung hd do.

S6 12 ma cédc ban cam trén tay sé chua phéi 1a s6 cudi cung ctia Epsilon. D6 chi 1a s6 cudi
cling clia niim 2016, nim thi hai ctia Epsilon. Chiing tdi sé ra s6 bdo cudi ciing clia phién ban
2015-2017 cta Epsilon vao ngay 13 thang 2 nam 2017.

Con bay gio, hay thoai mai lat tung trang Epsilon va thudng thic.

Va lai cing chiing t6i 1én dudng. Pi nhiéu ngudi ta méi c6 thé di xa.
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TOAN HOC VA PHAT HIEN ANH GIA MAO

Ding Nguyén Pic Tién
(DCU, Ireland)

GIG0I THIEU

Cung véi su phat trién vugt bac ctia ky thuat, viéc chinh stia mot biic anh ngay nay c6
thé€ dudc thuc hién kha dé dang chi bdi vai thao tac don gian trén mdy tinh hay dién
thoai. Piéu nay gitip cho anh dep hon, thé hién tot hon chii dé ma ngudi chup anh mubn
luu lai ... nhung né ciing ddn dén mot hé qua khong thé chdi bd: khdi niém “thdy méi
tin” da khong con ding viing thdong qua anh! V46i cong nghé hién nay, anh gia mao da
xuét hién khiap moi ndi, trong moi linh vuc. Vay lam thé nao dé c6 thé kiém chiing mot
tAm anh 1 that hay gid? Va toan hoc thi c6 lién quan gi dén viéc nay? Epsilon sé& gii
dén ban doc giai dap cho cic cau hdi ndy qua mot bai viét 2 ky dudc ding & sb6 niy va
s6 tiép theo.

Trong bai viét du tién nay, chiing ti glii dén ban doc cdi nhin tdng quat vé anh gia mao
cling nhu sy lién quan ctia né véi doi sdng thong qua mot phong su do, dude tdng hop
chii yéu tif cdc cau héi ma ngudi viét bai nhan dugc tir cic ban be va dong nghiép. DE
tién trinh bay, ching tdi tao ra hai nhan vat do la phong vién (PV) va ngudi tra 161 1a mot
ngudi 1am nghé gidm dinh 4nh (GDA) cuing véi mot doan héi ddp 4o gitia ho.

Phong vién (PV): Chao ngu’m giam dinh anh, chu dé caa ching ta hom nay noi vé anh gia
mao, vay trudc tién t6i muon hoi thé nao 1a anh gia mao?

Ngudi giam dinh anh (GDA): Cam on cau hdi cua anh. Tra 16i mot cach don gian thi anh gia
mao 13 anh khong phan anh sy that khi anh dudc chup. Tuy vAy, d€ gidi thich chi tiét hon thi
can phai trinh bay hoi dai dong mot chiit. Tru6e tién tdi mudbn gidi thiéu khai niém anh gbc va
anh da chinh stta. Anh gbc 1a anh dudc 14y truc tiép tir mdy anh va chua qua bit ¢ mot thao tac
can thiép nao. Phin 16n ciac mdy anh hién nay déu hd tr¢ ngudi dung trich xuét anh gbc. Ngan
gon hon, anh chup anh xong, 4nh & thé nhé ctia anh va chua lam gi, thi d6 1a anh gbc! Sau khi
trich anh ra khdi mdy 4nh, bét ky thao tic nao tic dong 1én anh thi 4nh d6 déu dugc xem 1a da
chinh sua.

Vé co ban c6 thé gom nhém céc kiéu thao tdc chinh sta vao 3 nhém: Nhém dau tién 1a nhém
chinh stta ma vé miit thi gidc, gin nhu mat ngudi khong thé phat hién ra thay ddi trén anh. Vi du
nhu anh chi thay d6i kich thu6c anh, thu nho anh lai, hodc anh nén anh lai cho kich thuéc tap
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tin nhé hon. Pay 1a nhém phd bién nhit va gn nhu moi ngudi van ludn lam. Vi du anh ding tai
anh Ién mang xa hdi, thi anh nay sé€ bi nén di hodc thu nho lai.

PV: Xin 16i toi tam ngit 16i, nhu vAy 13 nén anh Jpeg ciing bi tinh 1a chinh stta? Dién thoai
cua toi chup anh chi lvu 6 dang nay, vy anh chup xong c6 phai la anh da chinh stra?

GDA: Phai phan biét nén & day 1a nén 1an thit may va nén tif ngudn nao.

Cac mdy anh trung cAp trd 1én va & ca mot sd dién thoai hién nay cho phép luu anh gbc & dang
khong nén, goi 12 dnh raw. N6i ndm na 13 cam bién sau khi nhin 4nh sang do dudc nhu thé nao
thi lugng hod va ghi xubng nhu vay. Néu céc anh raw nay sau khi chép ti thé nhé dudc nén (c6
thé theo Jpeg, Jpeg 2000 hay cic ki€u nén khac) bang phan mém trén mdy tinh hay dién thoai,
thi cac anh nay tré thanh anh chinh sta.

O céc mdy anh hay dién thoai luu truc tiép anh & dang nén, thi ddy vin dugc xem la anh gbc.
Nhung néu cac dnh nén nay dugc nén lai bang cac phan mém khéc (ttic 1a nén 2 1an) thi chiing
trd thanh 4nh da chinh stra. Hay néi cach khac, 4nh nén chi dugc xem la anh gbc khi n6 nén ti
da 1 1an va viéc nén nay phai dudc thuc hién bdi chinh phan mém & mdy anh. Ciing chinh vi
didu nay, moi 4nh dugc nén tir 2 1an tr 1én déu chic chan la dnh da chinh sta, nhung ngudc lai,
mot tim anh khong nén véan chua han 1 anh gbc! Vi vdy, trong nghé ctia ching toi, viéc phan
tich xem mot tAm 4nh bi nén bao nhiéu 1an rit quan trong!

PV: Cam on anh, vy con hai kiéu chinh sita con lai?

GPA: Téi di tiép dén nhoém 2, day 1a nhém chinh sita thong thudng véi muc dich 1am dep anh
(theo thAm my ctia ngudi chinh). Vi du nhu 4nh chup tbi qud, anh ting d6 sang 1én, hoic anh
mudn can bang sang lai cho anh, ... mién sao nodi dung biic nh van nhu véy. Cac phin mém hay
ting dung chinh sifa anh, da s6 1a § nhém nay.

Cubi cung 1a nhém 3 12 nhém chinh sita nhiéu nhét, co ban 1a 1am thay d6i ndi dung bic anh.
Thuong thiy nhit 1a anh mubn xod di mot sé dbi tugng anh khong mudn xuit hién. Hoidc doi
khi anh muén ghép thém chi tiét gi d6. Chinh sita nhém nay thong thudng sé 1am biic 4nh khac
di kha 16 véi thi gidc con ngudi (néu nhu anh c6 2 biic dnh d€ so sanh).

Quay lai véi cau hoi chinh, v6i da sd ngudi dung phd thong, anh gia mao, toi goi tat 1a 4nh gia,
chinh 1a anh 6 nhém 2 va nhém 3, trong d6 nhom 3 thudng dugc danh gia 1a nhom nghiém trong
hon. Téi ciing mubén nhan manh la viéc anh chip nhan anh da chinh stta, toi goi tit 1a anh sta,
t6i miic nao ciing tuy theo linh vuic. Gan nhu nhém 1 thi & dau ciing chip nhan, vi cd ban véi thi
gidc con ngudi, anh gbc va anh sta lic nay gan nhu khong khac nhau. Chinh stia § nhém 3 thi
ngudc lai, da sb hau nhu khong c6 ai chap nhan anh cat ghép ca. Tuy vy van c6 ngoai 18, vi du
nhu mot s6 cudc thi nhiép anh chi chip nhan anh gbc, nén k€ ca viéc chinh stta & nhém 1 ciing
khong dudc chip nhan, va viéc ki€m chiing doi hoi rat nhiéu cong sic. Mot s6 cudc thi khac thi
chip nhan chinh sira  mtc 2 nhung chi trong khuén khd mot sb thao tac nhit dinh, vi du néu
nhu nuéc hd phit sa ma anh ddi thanh trong vat 1a khong dude. Nhém 3, tuy 12 khong duge chip
nhan & nhiéu linh vuc, nhung trong quang co thi lai dudc dp dung hét siic phd bién.

Nhu vay, c6 thé tém gon lai 1a anh that thi bat budc phai 1a anh gbc con anh gia thi chi 1a mot
phan cta anh stta. Va dé€ két thic cau tra 16i thi tdi cling mudn dé cip 1a anh that & day, chua
chic da phan anh ... sy that, vi hién truong c6 th€ dan dung, ngudi c6 thé hoa trang...
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Py Caviarnf (2. 93240 D5 Co s i

Hinh 1: Mot trong nhiing biic 4nh gia dau tién trong lich si, &nh chup tuéng Grant vao nim
1864 that ra 1a dugc ghép ti 3 tim anh khac nhau.
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Hinh 2: Mot vi du vé chinh stia 4nh & nhém 3. Hang The Associated Press da khong 1am viéc
v6i nhiép 4nh gia tu do Narciso Contreras sau khi phat hién ra ngudi nay da xod di chiéc mdy
quay phim trong btic anh chup vao nim 2013. Nguodn anh: Associated Press.
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PV: Viy néu tbi c6 mdt bikc anh thi lam thé nao dé phat hién va két luén that/gia?

GDPA: Toi c6 thé tém tit 1a c6 3 cach d€ lam dudc diéu nay. Cach thifc co ban nhét 13 kiém tra
thong tin vé anh va tinh nhit quan ctia né. Phan 16n cac thiét bi ghi nhan hinh dnh va phan mém
chinh stta dnh déu c6 luu lai thong tin cla thao tic cling nhu cdc tham sb tao ra biic anh. Vi du
khi anh chup anh, may anh cta anh sé luu lai thong tin ngay gié chup, dong may, kich thudc
4nh, do cadm sang, dd md khau ... con khi anh dung phan mém chinh stta anh thi phin mém sé&
luu lai tén phan mém, phién ban, ... TAt ca cdc thong tin niy co ban dugc Iuu & dau file anh va
dudc goi 1a Exif (viét tit ciia Exchangeable image file format). Cin cti vao thong tin nay, anh
c6 thé xac dinh mot biic anh c6 phai 12 anh sira hay khong. Con dé€ két luan 1a gia hay khong thi
nhu tdi n6i & trén, con tuy thudc vio mic dd chinh sira ma anh mudn xem xét. Toi 14y vi du nhu
thé nay, néu trong Exif clia anh c6 t&n phan mém sita anh (vi du Adobe Photoshop) thi biic 4nh
d6 da bi xem 1a anh sira, khong thé khic dudc! Hoic néu nhu thong tin Exif trén biic anh cho
thiy ti 1& ctia biic anh 13 4:3 ma ti 1& ctia anh dang c6 1a 16:9 thi diéu nay ciing cho thiy day 1a
4nh stia, vi n6 khong nhit quan. Dy 14 cich kiém tra don gian nhit nhung hiéu qua rit cao. Tuy
vay, can Iuu y thém 12 c4c thong tin nay c6 thé can thiép va hiéu chinh, nén néu ngudi stia anh
biét cach chinh sita thi c6 thé qua mat dudc cac kiéu kiém tra nay.

Cich thi hai d€ két luan 1a dua trén viéc bat 16i. Viéc sifa anh tuy rit dé véi cong cu hién nay,
nhung d€ tao ra mot anh chinh sifa "nhu that" vin doi héi rit nhiéu cong siic. Do viy, da s6 anh
gia thuong hay mic 16i. Nhiing 18i thuong gip nhét 12 16i 4nh sang va ti 1& vat Iy do con ngudi
quen lam viéc véi 4nh 2 chiéu trong khi d€ ghép anh cho tot thudng phai c6 mo hinh 3 chiéu.
Ciing tuong tu nhu cach thit 1, chi can phat hién ra 1 16i thi c6 thé khang dinh d6 1a anh sita.

Cach thic cudi ciing 1a giam dinh anh. That ra gidm dinh 4nh bao gdm cé 2 cé4ch trén, nhung
chiing t6i mudn tich riéng ra d&€ nhan manh nhiing diéu ma chi c6 ky thuat giam dinh mdi 1lam
dugc. Toan bd qua trinh tao ra mot biic anh déu d€ lai nhitng diu vét nhat dinh. Dau vét d6
1a thong tinh 4nh & Exif, c6 thé 14 16i trong viéc chinh stia 4nh, 12 nhiu anh tif cAm bién, anh
hudng quang hoc tit dng kinh, diu vét vé gid tri luong hod trong qu4 trinh nén anh, diu vét cia
loc &nh, ti 1& vat Iy, phan xa ... cin cif vao cic diu vét niy, ching tdi (nhiing ngudi giam dinh
4nh) c6 thé tai dung (vé mit 1y thuyét) toan bd qua trinh tao ra biic anh, tif loai mdy 4nh nao,
chi s chup ra sao, nén 4nh kiéu gi, ... cho dén céc thao tic ndo dudc 4p dung 1én biic 4nh cudi.
Mot biic anh ghép c6 thé khong c6 bat cii 16i nao, nhung khong thé ghép ma khong dé€ lai bat ci
mot diu vét ndo. Do vay, tif dau vét dé lai, chiing toi c6 thé dua ra két luan kém vé6i dd xac thuc
mot biic dnh c6 phai 12 anh stia hay khong, hay tham chi 12 ¢6 thé chi ra tAm 4nh d6 dudc chup
bdi mot may dnh cu thé ndo. Trong s6 t6i & Epsilon, ching toi sé gidi thiéu v6i ban doc mot vai
cach thiic giam dinh anh cd ban!

PV: Nhu vy t6i ¢6 thé tém tit 1a néu tim ra bang chiing bat ky, thi mét bitc anh s€ bi xem
la anh sita. Nhung néu nhu t6i c6 mét bitc anh dude xem la that thi né van c6 thé la anh
gia vi ¢6 thé ky thuat giam dinh hién tai chua phat hién dugc diu vét sita anh? Hay néi
cach khac, moi anh déu c6 thé 1a gia nén khong thé tin ciy vao anh nita?

GPA: V6i mot géc nhin day bi quan va tiéu cuc, diéu dé khong sai, nhung v6i mot cai nhin lac
quan va ca khach quan hon, thi cin néi ring: Moi anh gia déu s& bi phat hién! Va rat don gin
nhu ludt phap ddi v6i quyén con ngudi, mot tim dnh néu nhu khong tim dudc bing ching gia
mao, thi né van luén dudc xem 12 anh that!
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Hinh 3: Py 12 mot dang khéc ctia anh. Anh ctia ciin phong tuyét dep nay khong phai 1a anh gia,
nhung cling khong phai 1a anh that. Pay la anh dugc hoan toan tao dung bdi may tinh. Py ciing
12 mot trong nhiing van dé héc biia bén canh viéc phat hién anh gia. Tac pham nay dudc tao bdi
nghé si Mateusz Wielgus.

PV: Téi gip kha nhiéu nhiép Anh gia hay chuyén vién chinh stta anh phat biéu: “Vi téi lam
nghé nay, nén nhin vao anh nao chinh sira la toi biét ngay,” diéu nay c6 ding hay khong?

GPA: Pay 1a mot ngd nhan thudng gip & nhitng ngudi 1am cic nghé lién quan t6i anh, dic biét
12 4nh sb. Thuc té khong thé phii nhan kinh nghiém chup hay chinh stita 4nh sé gitp ich trong
mot s6 tinh hubng, nhung dé c6 thé that su xdc dinh 4nh st thi bit budc phai c6 kién thiic vé
giam dinh 4nh. N6i ném na, diéu nay ciing gidng nhu trong ... kiém hiép, cao thii c6 thé phan
dodn vé “chiéu thiic” khi xem qua thi thé nan nhan, nhung d€ di dén két luan, trong phan 16n
trusng hop bat budc phai cé giam dinh phép y! Kién thic giam dinh anh, trong thuc té, lién
quan mat thiét va chit ché véi toan hoc nhiéu hon 1a véi kién thifc nhiép anh.

Nhu t6i tra 15i & trén trong 3 cdch tim ra anh sia thi cach dau tién gan nhu ai cling 1am dudc
(doc Exif), cach thi hai (tim 16i) 12 cach ma kinh nghiém nhiép 4nh sé dem lai 1¢i thé so véi
ngudi khdng c6 kinh nghiém. Tuy vay, véi anh gid dudc dau tu, hay goi 1a "gid y nhu that" thi
hai cach ki€m tra nay khong hiéu qua, can phai 4p dung giam dinh 4nh.

Mot vi du phé bién 13 nhiéu nhiép anh gia sau khi xem mot biic anh c6 tong mau quen thudc véi
mot sd bo loc trén Photoshop ma ho hay dung thi dua ra két luan anh dang xem xét ciing phai
qua bd loc d6, nén khang dinh d6 1a anh stia. Diéu nay c6 thé ding, nhung hoan toan chua du, vi
d6 chi méi 1a gia thiét, mot gia thiét phai c6 kiém chiing thi mdi c6 thé két luan. Va kiém chiing
thi phéi c6 do xdc thuc, ddy chinh Ia thiéu s6t phS bién clia nhitng ngudi khong phai lam nghé
giam dinh. M&i con s6, vi du nhu “84% anh nay da bi cat ghép,” déu phai dudc dua ra dua trén
¢o sd khoa hoc.

10
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PV: Liéu mot tim anh hay mét doan video khong cé diu hiéu gi ctia chinh sita cé thé dugc
dung lam bang chirng?

GDA: Chiing tdi chii yéu lam vé miit khoa hoc va khong truc tiép 1am viéc véi toa 4n, tuy vay,
v6i nhiing hiéu biét va thong tin ctia minh, chiing toi c6 thé tra 15 1 tuy theo luét phap clia tiing
ndi ma diéu nay khac nhau. C6 thé tra 18i rang anh va video van dang la nhiing bang chiing
quan trong, nhung khong thé chi dua vao d6 ma di dén két luan. Hon nita, két luan giam dinh
4nh khong phai dang diing hoic sai, nghia 12 gidm dinh vién sé khong két luan “dy 12 4nh gia”
hoidc “day 1a 4nh that”, ma sé c¢6 dang: “4nh c6 kiém dinh dat do tin cdy X% dua trén ky thuat
giam dinh A, Y% dya trén k¥ thuat giam dinh B,...” va can cti vao dé ma toa sé xem xét va dua
ra phan quyét khi két hop véi cac bang chiing va 1ap luan khéc.

Thuc té dung anh 1am bang chiing khé khin hon moi ngudi van thudng nghi rat nhiéu. Toi lay
vi du anh c6 4nh mot ké dang thuc hién mot vu 4n mang va anh ding né dé t6 c4o nghi pham.
Trudc tién, anh cta anh sé dudc gii cho ching t6i (gidm dinh vién) dé€ giam dinh. Nhung dé
dudc giam dinh, con c6 mdt bd phan s€ lam thao tac dam bao tinh tron ven cua dit liéu, tiic 1a ho
phai ddm bao anh ma ching toi khao sit chinh 13 4nh ma anh gti di td cdo. Viéc nay dudc thuc
hién thong qua cdc ham bim, vi du nhu gin day ho phé bién sit dung SHA. Sau khi ching t6i
kh3o sat, ciling chi c6 thé dua ra két luin nhu da néi phan dau tra 13i ctia cau héi ndy, tiic 12 bao
nhiéu phan trim véi ky thuat kiém dinh nao. Gid st ching toi xac dinh dudc 4nh anh dua 12 4nh
that chua qua chinh stia, thi sau d6 mot bo phan khac sé tiép tuc phan tich xem hién trudng ma
anh ghi nhan c6 phéi 12 hién trudng ma anh t6 cdo hay khong, ngudi ma anh ghi hinh c6 phai 1a
nghi pham hay khong... TAt c4 nhiing thong tin d6 sé dudc tip hop lai trude tod va cin cif vao
d6 ho méi dua ra két luan.

Diéu nay sé dic biét kh6 khin néu nhu 4nh cta anh bi nén nhiéu hon 1 1an hay vi du nhu anh
lay tir mot doan video trén youtube vi thong tin da mat kha nhiéu va anh cda anh liic nay chic
chan da 1a anh sua.

PV: Nhu vy néu t6i mudn ... nguy tao chitng cit bang anh gia, nén ding anh c6 dé phéin
giai cao, nén mot lan?

GDPA: Néu anh c6 anh gia c6 do phan giai cao, n6 sé luu lai nhiéu diu vét hon va ching tdi dé
truy ra hon qu4 trinh chinh stta 4nh, con néu anh c6 4nh gia c6 do phan gidi thip tuy lam qua
trinh giam dinh kh6 khin hon nhung gid tri sit dung lam bang ching lai thip di. Do vy, nguy
tao bang ching ludn ludn 12 mot viée 1am sai trai va bét 10i trong moi trudng hop!

Ngudc lai, d€ stt dung anh THAT lam bang chiing, nhan chiing nén ¢ gang sit dung 4nh chét
lugng cang cao cang tot va han ché moi can thiép, du chi 1a nén anh.

11

https://tieulun.hopto.org



Tap chi Epsilon, S6 12, 12/2016

PV: Téi van khéng thiy toan hoc ¢é vai tro gi & diy ca. Liéu anh c6 thé giai thich ré hon vi
sao giam dinh anh lai lién quan dén toan hoc nhiéu hon la nhiép anh nhu anh da de cap?

GDPA: Nhu d cap & nhiing cau tra 15i trudc, gidm dinh anh cn phai xiy dung dua trén biang
chiing c6 thé ki€ém dinh. To4n hoc déng vai tro trong yéu trong viéc xay dung cac do do dé ki€ém
dinh gia thiét dua ra. Bén canh d6, todn hoc gitip mo6 hinh hod qua trinh ghi nhin 4nh ciing nhu
x4p xi c4c loai nhiéu. Day chinh la nhiing thanh t6 quan trong nhét ctia gidm dinh anh!

Nhu t6i da néi & trén, viéc nén mot biic anh tit 2 1an trd 1én lam cho bic anh trd nén chic chin
12 4nh stia, nhung d€ phat hién ra viéc nén anh 2 1an thi kién thiic nhiép anh khong lam dudc,
nhung toan hoc lam dudc. Mot trong nhiing cach 1am do 1a dua trén luat Benford va phan tich su
phan bd cia chit s6 du tién trong bién ddi Cosine rdi rac trén anh. Anh c6 thé xem & Epsilon s
5, ching t6i c6 néi dén ting dung nay. Trong sb t6i, ching toi sé trinh bay mot sé phuong phap
nita d€ phat hién ra 4nh cat ghép, va dé€ xac dinh mot biic anh chup bdi camera nao. Tit ca déu
dua trén toan hoc!

PV: Anh cé thé néu ra mét vi du cu thé hon vé viée ap dung toan hoc ma khéong phai sit
dung anh nén hay khong? Y t6i 1a mét vi du nao d6 c6 thé dé hinh dung hon.

GPA: Toi gidi thiéu mot vi du rit néi tiéng vé biic dnh chup Lee Harvey Oswald.

Ngay 22/11/1963, téng théng My duong thdi John F. Kennedy bi 4m sit, hung thii sau cling
dudc xic dinh 12 Lee Harvey Oswald, mot xa thi ban tia. Mot trong nhiing bing chiing quan
trong 12 biic anh chup lai canh Oswald & san sau cam loai sing trudng dudc xac dinh 13 loai
diing d€ 4m sat Kennedy.

Tai thoi diém bi bit, Oswald tuyén bd biic anh 14 gid mao va rit nhiéu chuyén gia da chi ra céc
chi tiét gia mao, bao gém 4 chi tiét chinh nhu sau:

1. Anh siang va béng trong biic anh trai thuc t&. Cu thé 1 ho cho riang ving béng dudi miii
ctia Oswald va viing bong toan than (trén nén) c6 chiéu trai ngugc nhau.

2. Pic diém khuon mit ciia Oswald 12 khong phit hdp v6i hinh anh khdc clia anh ta. Cu thé
la cdm ctia Oswald ngoai doi nhd hon so véi trong dnh chup, nén ngudi trong anh c6 thé
khong phai 1a Oswald.

3. Kich thuéc ciia sting trudng 1a khong phit hop véi do dai dugc biét dén clia loai sting nay.
Cu thé 1a ti 1&¢ do dai cla sting so v6i chiéu cao ctia Oswald trong anh khong hop 1y (ti 16
theo do dai clia sing chia cho chiéu cao ctia Oswald 12 0.6493, trong khi ti 1& nay trong
anh la 0.5824);

4. Tu thé ding ctia Oswald 13 bat hop 1y, khong thé thing bang néu nhu diing nhu vay.

Mic du vy, cin cif vao cic bang chiing khac, Oswald van bi budc tdi. Nhung liéu day c6 phai
la mot biic anh gia?

Hon 45 nim sau vu 4n, bat dau tir 2009, Hany Farid, cha dé ctia gidm dinh anh sd, ciing véi cédc
cong su ctia minh tap trung phan tich chi tiét hon cho btic 4nh ndy. Bing cac phan mém va mo
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Hinh 4: Lee Harvey Oswald va m6 hinh phan tich 3D. Tit phai sang trai: Anh chup Lee Harvey
Oswald vao nam 1963; mo hinh 3D tai dung dua trén céac chi sb sinh hoc ctia Oswald va kich
thu6e cac vat dung khac cho thy chiéu dai sing, guong mat ciing nhu béng ctia Oswald trong
hinh 13 chinh x4c; md hinh 3D c6 bd sung thém khdi luong tiing phan co thé ctia Oswald cho
thiy dang ding nhu vay la that su thing bing. (Ngudn dnh: Dai hoc Dartmouth, thiang 10 nim
2015.)

hinh toan hoc, dua trén cdc chi s sinh hoc ctia Oswald ciing nhu cc vat dung, mdt mo hinh 3D
hoan chinh da dudc dung 1én nham tai tao lai hién trudng cia biic dnh. Va lan ludt tiing chi tiét
dugc cho rang gia mao (ma khong cé bang chiing) da dudc cai chinh. Trudc tién hét 1a vé bong,
v6i md hinh 4nh sdng mo phong anh sang tu nhién, chiéu va ca kich thudc clia cdc ving bong
do dudc hoan toan tring khép véi anh chup. Cling v6i m6 hinh ny, hiéu ting d4nh sang cho thiy
thi gidc con ngudi rat d& bi ngd nhan khi viing cam trong anh cé vé to hon binh thudng, nhung
thuc t& cam ctia Oswald trong hinh hoan toan tring khép véi mau 3D tai hién. Va cubi ciing, v6i
chiéu cao that cia Oswald va chiéu dai that cia sing, anh tai hién dua trén mo hinh 3D ciling
cho ra ti 1& bang vdi ti 1& "tudng nhu mau thuin" trong anh chup. Hay néi cach khéc, v6i mo
hinh 3D nay Farid va cong su da bac bd toan bo 3 gia thiét dau tién cho rang day 1a mot biic dnh
gid. Vay con nghi ngd cubi ciing vé dang diing thi sao? Phai mit dén 6 nim sau, vao nim 2015,
bing cach do dac va thém vao khdi lugng titng bo phan trén mo hinh 3D, ho méi xdc nhan dugc
la tu thé diing nhu trong 4nh 12 hoan toan thing bang, phi dinh nghi ngd cudi cliing clia biic anh.
Va do vay, cho dén hién tai, tim anh vé Lee Harvey Oswald van dugc xem la dnh that.
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PV: Cau héi cudi cing: néu t6i mudn thit nghiém phat hién anh sira, cé cong cu hay phan
mém nao c6 thé gidp téi thue hién diéu nay thay vi phai phan tich vat Iy va toan hoc qua
phic tap nhu vay?

GDA: Néu ban mudn tht nghiém, tdi c6 thé gidi thiéu mot sd dich vu sau trén internet (van con
hoat dong cho dén khi Epsilon s6 12 nay dudc ding):

http://29%a.ch/photo-forensics/
http://www.imageforensic.org/
http://fotoforensics.com/
http://www.getghiro.org/

Céc cong cu trén van doi hdi phai c¢6 kién thiic nén tdng vé giam dinh anh nhét dinh, nhung ban
doc van c6 thé thit nghiém, dic biét 1a cic phan tich vé Exif. Véi ban doc yéu thich todn hoc,
chiing t6i xin hen vao s t6i, khi d6 chiing toi sé& trinh bay chi tiét hon cach dung todn dé phat
hién anh stta va ngudn gbc anh.

PV: Cam on ngudi giam dinh anh, va hen gap lai anh vao s tiép theo.
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XAP Xi DIOPHANTINE - DAN!, CAU NOI PEN VOI
PONG HOC THUAN NHAT?

Ly Ngoc Tué
Mathworks, Massachusetts, My

Trong céc phan trudc clia loat bai vé xap xi Diophantine, chiing ta d tra 15i cho cau héi vé kha
ning xap xi cdc s6 (véc to, ma tran) thuc bdi cac sd (véc to, ma tran) hitu ti véi 3 két qua kinh
dién: Pinh ly Dirichlet, Pinh ly Khintchine, va su day dic cta tip cac sd (véc td, ma tran) xip
xi kém. Céc cong cu ma chiing ta da st dung dé chiing minh c4c dinh ly nay trong cic phan
trudc bao gom lién phan s6° (cf. [8, 10], quy tac Dirichlet, hinh hoc cta s6* (cf. [9]), va tro
choi ctia Schmidt/trd choi sidu phang tuyét d6i° (cf. [11]). Trong phin nay, chiing t6i xin gidi
thiéu vé mot hudng di dudc phat trién manh mé trong khoang 20 gan diy ctia ly thuyét x4p xi
Diophantine: thong qua mdi lién hé v6i dong hoc thuin nhét va Iy thuyét ergodic °.

Mbi lién hé giita s6 hoc va dong hoc thuan nhit c6 1& 1an dau tién dugc luu y dén bdi Raghu-
nathan vao nhiing nam 1970, rang gia thuyét Oppenheim [15] trong s hoc:

Gia thuyét 1 (Gia thuyét Oppenheim). Cho n > 3. Goi Q la mot dang toan phuong khéng xdc
dinh vdi hé sé thuc va khong phdi la bdi sé ciia mét dang voi hé sé hitu ti. Véi moi € > 3, ton
tai mot véc to T khdc 0 sao cho 0 < Q(z,z) < €.

tuong duong véi tinh chét sau trén khong gian cac dan:
Moi quy dao twong doi compact ciia SO(2,1) trong SL(3,R)/SL(3,Z) la compact.

Quan sét ndy cia Raghunathan da din dén 15i giai cho gia thuyét Oppenheim ctia Margulis [12]
vao nim 1987. Mbi lién hé tuong tu ciing dudc st dung trong chiing minh ctia Einsiedler, Katok,
va Lindenstrauss [4] rang tap cac s6 khong thoa gia thuyét Littlewood c6 chiéu Hausdorff bang
0 (mdt trong nhitng két qua da mang lai giai Fields cho Lindenstrauss vao nim 2010).

Vao nim 1985, moéi lién hé truc tiép gitta xAp xi Diophantine va dong hoc thuin nhét trong
khong gian céc dan da dugc nhan ra cu thé bsi Dani trong [3] nhu sau:

3continued fractions

*geometry of numbers

3Schmidt game, hyperplane absolute game
bergodic theory
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Dinh Iy 1 (Tuong tng cta Dani [3]). S thuc (véc to, ma trgn) v € R (R™, M, ,,(R)) la mot s6
xdp xi kém khi va chi khi dan don modula’ A, twong ving trén R? (R"1, R™™) ¢6 quy dao bi
chdn dudi tdc dong ciia mét nhom con duong chéo mot tham sé° ciia nhém tuyén tinh déic biét
SL2(R) (SLn+1(R)7 SLm-l-n(]R))

St dung mébi lién hé nay, Dani ap dung két qua cia Schmidt trong x4p xi Diophantine dé chiing
minh két qua méi trong dong hoc thuan nhét riang tap cic diém c6 quy dao bi chin duéi tac dong
ctia nhém con dudng chéo mot tham s6 nhu trong Pinh Iy 1 12 mdt tip thing cudc trong tro choi
cua Schmidt.

Tuong ting ctia Dani sau diy dugc Kleinbock va Margulis [5] st dung dé€ chitng minh gia thuyét
Baker-SprindZuk ring phan giao ctia mot da tap gidi tich’ vdi tip cac sd xdp xi tot c6 do do
bang 0. Sau diy, Kleinbock va Margulis md rong tuong ting ctia Dani ra cho cic ma tran ¢-xip
xi dugc, va 4p dung két qua trong dong hoc thuian nhit dé dua ra mot ching minh hoan toan
khéc cho dinh 1y ctia Khintchine-Groshev. Phuong phap nay sau diy dudc mé rong va ap dung
dé chitng minh céac dinh luat 0-1 cho cac da tap gidi tich thuc [1,2] va S-arithmetic'® [7, 13, 14]
v6i trudng ¢ s 1a Q.

Trong phan 3, ching ta sé phat biéu lai Tuong ing ctia Dani mdt cach cu thé hon va chiing minh
tuong ng nay. Trudc ddy trong phan 2, ching ta sé khao sat qua mot s6 diéu co ban vé khong
gian cdc dan va dong hoc thuan nhét trong cac phan sau.

Mot dan trong khong gian véc to R™ 12 mot khai niém téng quat héa tap cic sd nguyén Z C R
lén R™. Xét bén trong tap s6 nguyén c6 mot sb tinh chit dang chi y sau:

(1) Z1a mdt nhém con cua R.

(2) Z la mdt tap roi rac trong R.

(3) Ton tai mot mién co ban'': C6 1 song anh R/Z — [0,1) : 2 — 2 mod 1.

(4) Mién co ban [0,1) clia Z trong R ¢6 do dai hitu han (= 1). Va do dai ctia R/Z dudc dinh

nghia bang do dai ctia mién co ban.

Céc tinh chit nay dudc st dung dé€ dinh nghia mot dan trén mot nhém Lie G bat ky nhu sau:

Pinh nghia 2. Mot tip con I' C G dudgc goi 1a mot dan néu nhu:

(1) T"1a mot nhém con rdi rac trong R”.

"unimodular lattice

8 diagonal one-parameter subgroup
%analytic manifold

108 arithmetic analytic manifolds
"'fundamental domain
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(2) Ton tai mot tap Borel F C G sao cho ham ty nhién FF — G/T" : g — ¢T' 12 mot song 4nh.
F dugc goi 1a mot mién cd ban ctia I trong G.

(3) u(G/T) := p(F) < oo c6 véi p la do do Haar cua G.

Néu nhu I 1a mot dan trong G' thi G/T" con dudc goi 1a mot khong gian dong diéu'.
Vidu3. (i) Z*la mot dan trong R? v6i mién co ban [0, 1) x [0, 1).

(i) {0} x Z khong phai 1a mot dan trong R

(iii) { <1 _21) (Zj) tx,y € Z} 1a mot dan trong R?.

Tét ca cac dan trong R c6 thé duge md ta dé dang nhu sau:
Bai tip 4. Chiing minh ring I' 1 mot dan trong R khi va chi khi I' = aZ véi a # 0.
Quan st trén c6 thé dugc md rong 1én khong gian véc to bang cach thay thé s6 a # 0 bang mot
ma tran kha nghich:
DPinhly 5. (1) Vdi moi dan T' C R", ton tai mét ma trdn g € GL,(R) sao cho:
I'=g7".
(2) Xét dan Z" trong R" va g € GL,(R) la mét ma trdn khd nghich. Khi ddy, g2" = 7" khi
va chi khi g € SL,,(Z).

Bai tap 6. Ching minh riang néu nhu I' 1a mot dan trong R”, thi I ¢6 chida n véce to doc lap
tuyén tinh.

Bai tap 7. Ching minh Dinh ly 5

Luu y 8. Dan I trong R™ dudc goi 1a mot dan don modula™ néu nhu A\, (R"/T') = 1, véi A, 1a
do do Lebesgue trén R". Khi dy, ma trin g trong Dinh Iy 5 thudc vé tap céc ma tran tuyén tinh
dac biét SL,,(R). Tap cac dan don modula trong R™ dudc ky hiéu béi €2,,.

Dinh 1y 5 cho phép chiing ta dong nhét €2, véi SL,,(R)/ SL,,(Z) qua phép gan:

I' = gZ" — gSL,(Z).
Luu y ring tip cdc ma tran tuyén tinh dic biét SL,, (R) 12 mot nhém Lie, va SL,,(Z) ciing 1a mot
dan trong SL,,(R). C4ch dong nhét trén dem lai do do, khoang cach Riemann, khong gian tiép

tuyén, va nhiéu tinh chét khac tit SL,,(R)/ SL,,(Z) cho ©,,. Cu thé hon, ©,, trd thanh mot khong
gian dong nhit.

12homogeneous space
Bunimodular
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Tuy d6 do va khoang cach Riemann chiing ta dem vé cho €, tif thuong SL, (R)/SL(Z) c6 vé
tritu tugng, ham khoang cach nay tuong duong v6i ham khoang cach "ty nhién" trong khong
gian cac dan trén R™ nhu sau: 2 dan I' va I dudc goi 13 gan nhau néu nhu ton tai 1 tip sinh
(%1, ...,%,) cho T va 1 tap sinh (¥, ..., ¥, ) cho I'" sao cho:

max{||%; — gl : 1 <i < n}
di nho, va khoang cach Riemann gitta I' va I cling tuong duong véi gid tri nay.

Luu y 9. Khi n = 1, chiing ta chi c6 duy nhit 1 dan don modula trong R chinh 13 Z. Véi
n > 2, mién co ban cta dan SL,(Z) trong SL,(R) méc du c6 dd do hiiu han, nhung khong
tuong dbi compact nhu cdc dan trong R”. N6i mot cach khéc, khi n > 2, tap ©,, kO phai 1a mot
tap compact.

Viay céc dan don modula trong R" c6 thé "tién dén vo cuing” nhu thé nao? Cho mot diy cac dan
{T;}:2,. Goi Z; 1a véc td khéc 0 ngan nhét ctia I';. Néu nhu:

lim [| 7| = 0,

71— 00
thi gi6i han ctia cdc dan I'; sé bi mat di it nhat mdt bac tu do, va vi vay kO phai 12 mot dan trong

R"™:

71— 00
Xét ham: 6 : 0, — R,
['— §(1) ;== min{||Z] : ¥ € T < {0}}.
Ham 6 ¢6 thé xem nhu 12 "khoang cach dén co ciadanI'. VatanéilaI'; € €, tién dén vo cling

néu nhu

Chiing ta goi mot tip S C 2, 1a bi chin néu nhu ton tai mot tip K C (2, compact sao cho
S C K. Céc tap con bi chin ctia ©,, c6 thé dugc mo ta bdi tiéu chuin sau ciia Mahler'*:
Pinh 1y 10 (Tiéu chuan compact ciia Mahler). Tdp S C ), la bi chdn khi va chi khi:

inf 6(I") > 0.
res

No6i mot cach ndm na, mot tap con cua €2, bi chan khi khoang cach tu tap doé dén vo cung la du
Xa.

“Mahler’s Compactness Criterion
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Nhic lai trong phan 4 [11], ching ta goi sb thuc z € R 12 xdp xi kém'> néu nhu ton tai mot hiang
s6 ¢ = ¢, > 0sao cho v6i moi p,q € Z,q # 0,

Tuong tu nhu vay, mot véc to 7 € R™ dudc goi 12 xAp xi kém néu nhu tdn tai mot hing sé ¢ > 0
sao cho véimoi p e Z",q € Z,q # 0,

3 £H>’ |f+1-
q n

Ky hiéu tap cac sd xip xi kém 1a BA, va tap cic véc to xap xi kém 1a BA,,. Tuong dng ciia
Dani c6 thé dudc xay dung nhu sau. Véi mbi s6 thuc = € R, ky hiéu ma tran:

0y = (1 f).

Hién nhién u, € SLy(R). Gan cho x mot dan don modula A, nhu sau:

Ay = u, 72 € Qo

Vi mdi t € Z, dt g; 1a mot ma tran dudng chéo trong SLy(R) dinh nghia bdi:

e et
gt = et

Ta c6 thé dé dang thiy dudc ring véi moi ¢ va véi moi x:
gtAz = gtua:Z2 € QZ-

Tuong tng cta Dani cho tap BA ¢6 thé dugc phat bi€u nhu sau:

Pinh Iy 11. S6 thuc x € R la mot s6 xdp xi kém khi va chi khi luong mét chiéu'® {g,\, : t > 0}
trong )y bi chan.

Chiing minh. (=): Gia st nhu x € BA, v6i ¢ > 0 sao cho v6i moi p,q € Z,q # 0:

C
q q
1Shadly approximable
169ne-dimensional flow
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Nhén 2 vé véi ¢° cho ta dudgc:
lql - [qz —p| > c.

Khi déy, v6i moi p, q # 0,t > 0:

pe(=IC ) C DE)
|04

= ma><{6t|qf€ —pl.e g}
> \/et|gz — p| -€*t|q|

= Vl|gz —pl-|q|

> 4/c.

Vi vay,
5({gtuxZ2 it > O}) > /e >0,
va theo tiéu chuéin compact ctia Mahler, { gtuxZ2 it > O} bi chan trong €2,.
(<): Theo chiéu ngudgc lai, gid st nhu:
5({gtuxZ2 it > 0}) =c>0.
Gia st nhu p, q € Z, q # 0 sao cho:
lq| - lgz —p| < 1.

bat

1

f= 1
9 08

x—2‘>0.
q

Khi déy, ta c6 dudc:

-t -

Tu do ta suy ra:

ety (_qp) H > §({gu,Z*: t > 0}) =

lq| - lgz — p| = €'lgz —p| - e7"|g| > & > F/2 > 0.
Vavi vay, z € BA. O

Tuong ting ctia Dani c6 thé mé rong ra cho BA,, nhu sau:
Dinhly 12. Véc to 7 € R" la mot véc to xdp xi kém khi va chi khi luong mot chiéu {g;Az : t > 0}

trong ), 1 bi chdn, vdi:
Az = ([” f)znﬂ
xX - 1 Y

_ (el
gt - €_t .
Bai tap 13. Ching minh Dinh ly 12

Bai tap 14. Phat biéu Tuong dng Dani cho tap cdc ma tran x4p xi kém A € BA,,,,: ton tai
c¢>0saochovéimoip e Z", e Z™,q+#O:

g1l - 1 A7 = 1l > c.

va
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gpsi lon

HINH HOC VA THOI GIAN

Nguyén Ai Viét
(Vién Cong Nghé Thong Tin, Pai Hoc Qubc gia Ha Noi)

TOM TAT

Hinh hoc phang va hinh hoc khong gian trong chudng trinh toan phd thong déu 1a hinh
hoc Euclide. Thém mot chiéu thdi gian vao hinh hoc ching ta sé& c6 hinh hoc khong thoi
gian hay con goi 14 hinh hoc Minkowski véi nhiing nhan thifc méi vé thé gi6i xung quanh.
Mot trong phat hién quan trong cta hinh hoc khong thoi gian ¢ anh hudng téi su phat
trién ctia nhan loai 1 cong thiic ning lugng cta Einstein. Cong nghé dinh vi toan ciu GPS
s& khong thé chinh xdc néu khong tinh dén cic quan niém mdi vé khodng cach va thoi
gian. Hinh hoc khong thdi gian ra doi khi hinh hoc Euclide khong thé giai thich dugc cdc
quan sat thuc nghiém vé van toc dnh sang. Einstein, Lorentz, Poincaré va Minkowski da
tim ra hinh hoc khong thdi gian khi di tim mot mo hinh toan hoc dé giai thich thi nghiém
Michelson-Morley. Ung dung toan hoc vao thuc tién trude tién I phai chon mé hinh toan
hoc phit hop va khong rang budc cic quan niém ctia chiing ta vao bat ci 1y thuyét toan
hoc nao.

Gia st c6 mot con tau chay véi van tdc v, trén tau c6 mot hanh khach di véi van tde v/. Ngudi
quan sat trén sin ga sé thiy hanh khach chuyén dong vdi van toc v 1a bao nhiéu?

Bai todn nay tuy rat don gian d6i v6i hoc sinh phd thong, nhung chiing ta sé thi than trong kiém
tra tiing bu6c 1ap luan. Nhiéu y tudng khoa hoc vi dai cling da ra ddi khi xem xét cic vi du don
gian nhu viy. Néu chiing ta danh diu mot diém X bat ky trén con tau, trong mot khoing thoi
gian ¢, ngudi quan sat trén san ga sé thay diém X dich chuyén mot doan dudng = = vt. So véi
di€m X, hanh khach sé di dugc mot doan dudng 1a 2/ = «'t. Trong hinh hoc Euclide, khoang
cach ma hanh khéch di chuyén so vé6i sin gala s = s; + s, = (v + v/)t. Nhu vy van toc ctia
hanh khach 12 v = v + «'. D6 chinh 13 nguyén Iy cong vin téc (Hinh 1).

Nguyén ly cong van téc dugc ing dung rong rai trong ddi song va to ra khd chinh x4c véi cc
van toc trong ddi thudng, nhé so véi van toc dnh sang ¢ = 300.000km /c. Toan hoc dep dé & chd
gitip ta biét trudc dudc cac két qua do dac bang cach st dung cac cong thiic toan. Lap luin ctia
nguyén 1y cong van toc chi dua trén viéc cong khoang cach dudng nhu hién nhién Ia ding. Tuy
nhién, nhitng chin ly dudc cho 12 hién nhién nhiéu 1an di danh lita ca nhiing bd 6c vi dai nhét. Vi
du nhu, nim 1922, Elie Cartan da dua ra mot ly thuyét tdng quat cho hinh hoc Riemann. Ngay
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~ bullet
v = 2,000 km/h
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Hinh 1: Nguyén ly cong van tdc.

I Poan tau chay voi vén téc v
. Anh sdng truyén vdi vin téc c
LOX > (c) —— W

Hinh 2: Van toc 4nh sdng khong d6i khi ngudn sang chuyén dong.

lap tiic, 6ng da nghi t6i viéc 4p dung ly thuyét nay d€ md rong ly thuyét tuong dbi cta Einstein.
Do st dung mot cong thifc sai ma Cartan cho 13 ding "hién nhién", dng da di dén nhiing hé qua
mau thuén vé6i thuc tién. Diéu d6 lam viéc ting dung 1y thuyét Cartan vao thuc té bi cham lai gan
ntia thé ky.

Chung ta hiy thi xét thém mot bai toan khac. Gia st trén tau chuyén dong véi van toc v cé
mot nguodn sang. Biét ring anh sang truyén véi van toe xap xi ¢ = 300.000km/s. Néu ap dung
nguyén 1y cong van tbc, ngudi quan sat trén sin ga sé thiy anh sang chuyén dong vdi van toc
¢ + v (Hinh 2).

Mic du trong 1ap luin néu trén, chiing ta chi dua trén nguyén ly cong van toc, nhung ching ta
sé thay két luan ctia n6 khac xa véi thuc té.

Thi nghiém Michelson-Morley

Nim 1887, Albert Michelson vad Edward Morley da tién hanh mot thi nghiém cho thiy ring
anh sdng truyén theo moi phuong vdi van toc khong déi, khong phu thudc vao van tbc ciia
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Do Trdi Bét
o r?f_*ghpquay

O—

Bdn cdu Bdc

Vét chuyén déng s& léch
sang phdi trén bdn cdu Béc

Vét chuyén déng s& léch
sang trdi trén bdn céu Nam

Bdn ctiu Nam

o,/

Hinh 3: Luc Coriolis chiing t6 Trai Dat khong ding yén.

nguodn sang.

Theo két qua thi nghiém Michelson-Morley, nguyén ly cong van tdc khong thé 4p dung cho dnh
sang. Cu thé, trong vi du néu trén, ngudi quan sat ding trén san ga sé phai thiy van téc dnh sang
ciing bang ¢ giéng nhu hanh khach trén tau. Piéu d6 c6 gi mau thuin hay khong? Thi nghiém
hay 1ap luan vé nguyén ly cong van tdc di c6 sai s6t? Trong thuc té, thi nghiém Michelson-
Morley di dudc ldp lai nhiéu lan, loai bé moi sai s6 va déu dan dén két luan nhu nhau, khong
thé 1am 14n.

Chung ta s€ con phai bién luan mot kha nang ntta. Thi nghiém Michelson-Morley dudc thuc
hién trong phong thi nghiém dit trén Trai Dat. Vi thé, néu Trai DAt ding yén tuyét ddi nhu trong
thuyét dia tam ctia Nha Tho Trung 6, thi nghiém Michelson-Morley ciing sé cho thiy dnh sdng
truyén theo moi phuong véi van téc khong ddi. Tuy vay, chiing ta ¢6 nhiing bang ching khéc dé
chic chin ring Trai D4t khong diing yén va thuc hién nhiéu chuyén dong quay khac nhau. Khi
mot vat bat ky chuyén dong quay, sé c6 mot luc Coriolis tic dong 1én vat chuyén dong trén bé
mit ctia n6. Trong thuc té ngudi ta da quan sat dudc luc nay trén hai ban cau ctia Trai Dit theo
hai huéng khac nhau nhu trong Hinh 3.

Chung ta sé di tim mot 16i giai thich khac cho thi nghiém Michelson-Morley.

Nhu viy, chiing ta can phii c6 mot cong thifc cong van tdc méi ¢ thé 4p dung dudc ca cho
trudng hop nguodn sang chuyén dong. Cong thiic méi phai ddm bio van téc anh sang dbi véi
ngudi quan sat trén sin ga cling giébng nhu dbi v6i ngudi quan sét trén thu va déu bing ¢ viia c6
thé bao gdm ca nguyén ly cong van toc cii § mot midc do chinh xac nao do.

Dé lam dugc diéu nay, chiing ta sé& xét lai cac gia thiét "ngam dinh" trong 1ap luin néu trén vé
cong van téc. Tham chi, ching ta c6 thé phai thay ddi cac quan niém vé khoang céch, thdi gian,
hoic ca hai trong nguyén ly cong van toc méi.

Ngudi dau tién 1am dugc diéu d6 vao nam 1892 1a nha vat Iy ngudi Ha Lan Henrik Lorentz (gidi
thudng Nobel nam 1902). Ong giai thich viéc van toc dnh sang khong thay d6i khi ngudn sang
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chuyén dong bang cach cho rang thdi gian va khoang cach do ngudi quan sét trén sin ga va trén
tau do dudc 1a khdc nhau. Cu thé ngudi quan sét trén san ga sé do dudc khoang thdi gian va
quing dudng mot ddi tuong bat ky (ké ca dnh sdng) di dudc trong khodng thdi gian lan luot 1a
t va z. Trong khi d6 ngudi quan sat ding yén trén tau sé do dudc cac dai lugng nay la ¢’ va '
Lorentz da tim dudc lién hé gitia cac dai luong do hai ngudi quan sat dudc thdong qua phép bién
doi Lorentz sau day

v
' = p(—vt + ), t/zﬁ(t—C—Zx), (1)
trong d6 3 = 1/1/1 — v%/c? 1a hé sé Lorentz. Trudce tién, ching ta hiy kiém tra xem phép bién
d6i Lorentz c6 thdéa min cac yéu cau da dé ra hay khong.
Dé dang thit dudc,cong thiic bién d6i Lorentz (1) thda méan hé thiic
x2 _ 02t2 _ x/? _ CZtIZ (2)
Hé thiic (2) c6 y nghia rit quan trong: Pai luong 2% — ¢*t? ludn 12 mot sd khong ddi khong phu
thudc ngudi quan sat khi ho chuyén dong so véi nhau.
Trong trudng hop s6 khong ddi nay bang 0, dbi tugng quan st sé chuyén dong véi van toc dnh
sang ddi v6i ca hai ngudi quan sat bat ky
u=zx/t=u =2/t =c 3)

DAy chinh la trudng hop nguodn sang chuyén dong khong lam thay ddi van tdc cla anh sing
trong thi nghiém Michelson-Morley.

Chiing ta hiy tim cong thiic cong van tbc méi tit cong thifc bién ddi Lorentz (1) nhu sau:

v/t
1 —v/x/t’

z'ft )

hodc mdt cach tudng minh hon

, —v+u u + v

e 1—v/ccu’ ‘= 14 v/

Dai v6i nhitng vat chuyén dong véi van toc nho hon nhiéu so v6i van tdc dnh sdng v/c? =~ 0,
ching ta c6 nguyén ly cong van toc ¢t u = v + u/'.

Nhu vay, néu thdi gian va quing dudng do hai ngudi quan sat bit ky do dudc lién hé véi nhau
bdi phép bién d6i Lorentz (1), chiing ta s& c6 nguyén 1y cong van tbc méi théa man moi yéu cau
cua thuc nghiém.

Diém c6t 16i nhit trong phép bién ddi Lorentz 12 thdi gian va quing dudng di dugc ctia dbi tugng

do hai ngusi quan sat 1a khac nhau. Pac biét khai ni€ém "thoi gian dia phuong" cua ngudi quan
sat ctia Lorentz dudc nha toan hoc Henri Poincaré d4nh gia 1a y tudng "tai tinh nhat".
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Trong hinh hoc Euclide, chiing ta da quen thudc véi viéc sit dung phép bién ddi toa do khong
gian. D€ don gian chiing ta chi xem xét khong gian hai chiéu, tuy moi tinh chit to4an hoc quan
trong ma ching ta quan tdm sé khong thay ddi trong khong gian nhiéu chiéu hon.

Mot diém P cho trude duge mo ta bing céc toa dd (1, z) trong hé toa do thid nhét va (), z5)
trong hé toa do thii hai quay di mot goc  so véi hé toa dd thit nhat nhu trong Hinh 4.

St dung kién thiic hinh hoc va lugng gidc phd thong, ching ta c6 thé tim ra cong thiic bién ddi
quay hé toa d§ nhu sau

Ty = cosOxy + sinfxy, T, = sinfx; — cos Oxy (6)
Hién nhién khoang cach ctia doan OP khong thay d6i khi ta quay hé toa do. Do do6
OP? = 27 + 25 = 2}f + 27 (7)

Khong nhiing thé, khoang céch giita hai diém bat ky P va @ ciing khong thay d6i véi phép quay
hé toa dd theo truc bat ky trong hinh hoc Euclide.

Theo ngdn ngit clia todn hoc, khoang cich bat bién véi phép quay. Trong khong gian Euclide
2 chiéu chi c6 mdt phép quay, trong khong gian 3 chiéu c6 3 phép quay doc 1ap theo ba truc
khong gian vudng géc véi nhau. Tong quat, trong khong gian n chiéu ¢ n(n — 1) /2 phép quay
doc lap.

Nhu vy, chiing ta sé hiéu tai sao trong cic gido trinh todn cao cip, dinh nghia hinh hoc Euclide
bao gdm céc phép bién d6i quay hé toa dd va tinh chét bat bién khoang cich. Trong sich gido
khoa phd thong, cac thudc tinh bt bién dudc "ngdm dinh" xem nhu ding hién nhién, khong

Q(y1, y2)

0(0;61

Hinh 4: Phép quay khong gian bao toan khoang cach

26

https://tieulun.hopto.org



Tap chi Epsilon, S6 12, 12/2016

phat biéu thanh tién dé. Céc tinh chét bt bién véi phép quay nay dudc sit dung trong cic bai
toan dung hinh va khi chiing minh céac trudng hgp bang nhau cua tam giac.

Vé miit vat ly, ngudi ta "ly gidi" vé kha ning dng dung hinh hoc Euclide véi bt bién khoang
cach 1a do khong gian c6 tinh dong nhét va dang hudéng. Néu trong khong gian c6 mot phan bd
khong ddng déu cia cdc chét, n sé khong con thudn nhét va dang hudéng nita. Cac hinh sé bi
"méo di" khi bi dich chuyén trong cac khong gian nhu vay. Chang han khi trong khong gian c6
truong hip din khd manh, cic dudng thang sé bi udn cong. Khi d6 ngudi ta sé phai sit dung
hinh hoc Riemann thay cho hinh hoc Euclide. Nhu vay, bt bién khoang c4ch khong phai 1a mot
chan 1y hién nhién bat di bt dich. Khoa hoc khong dit niém tin mu quang vao bét cti chan 1y
dugc thira nhan nao cua qua khu.

Khi c6 thém chiéu thdi gian trong hinh hoc, ching ta sé c6 khai niém hé quy chiéu, bao gdm
céc toa do khong gian va thdi gian. Thoi gian 1a mot s6 thuc, do d6 chiing ta sé c6 4 bién thuc
khéac nhau. Tuy nhién, chiing ta s& thiy hinh hoc khong thdi gian c6 tinh chit khac khong gian
Euclide 4 chiéu & tinh bat bién vé khoang cich.

Trong hinh hoc khong thdi gian, bit bién vé khoang céch bi thay thé bat bién khodng khéng thoi
gian dudc dinh nghia nhu sau

ds® = (y1 — x1)* + (y2 — 32)° + (y3 — 23)° — A (T — 1)%, (8)

dbi v6i hai su kién xdy ra tai cic toa do khong gian (1, 2, 73), (Y1, Y2, y3) va tai cac thdi diém
lan lugt 1a ¢ va .

Diéu lam khodng cich c6 thé thay ddi trong hinh hoc khong thdi gian khong phdi 1a do khong
gian mét tinh dong nhét va dang hudng, ma chinh 1a do céc chuyén dong véi van tc 16n. Diéu
nay ching ta chua hé biét trong vat ly ¢d dién, khi hinh hoc Euclide dudc coi 1a duy nhit va hién
nhién la ding véi thuc tién. Khoang cach va thdi gian do dugc sé thay d6i khi ngudi quan sét
chuyén dong véi van toc 16n cho phép van téc anh sang khong phu thude vao hé quy chiéu. D6
chinh 12 y nghia sau xa ctia bit bién khoing khong thdi gian.

Trong khong gian ba chiéu chiing ta sé c6 3 phép bién ddi Lorentz doc 1ap tuong tu nhu trong
cong thuc (1), ing v6i 3 toa do khong gian khac nhau. Nhu vay, chung ta c6 3 phép quay toa do
doc 1ap trong khong gian va 3 phép bién ddi Lorentz doc 1ap.

Poincaré 1a ngudi dau tién nhan ra phép bién ddi Lorentz c6 tinh chat gidng nhu phép quay.
Piéu khac biét chi 1a thay ciac ham lugng gidc thong thudng trong cong thiic (6) bing cic ham
lugng gidc hyperbole. Nhu vay trong mit phang (ct, 2) chiing ta c6 phép quay hyperbole

ct’ = cosh fct — sinh fz, 2’ = — sinh Oct + cosh Oz 9)

Ching ta sé tim hiéu y nghia clia cdc ham ludng gidc hyperbole khi lién hé véi cdc ham ludng
gi4c binh thudng nhu sau: Néu trong cong thiic Moivre
e = cos@ +isinb (10)
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st dung bién sb thuan 4o ¢ = —if chiing ta sé c6
¢ = cosh ¢ + sinh ¢ (11)
Do do,
cosh( = i, sinh ¢ = c-° (12)
2 2
Ham luong gidc hyberbole c6 tinh chit sau
cosh? ( —sinh?¢ =1 (13)

St dung tinh chit nay ching ta sé kiém tra dudc khoang khong thdi gian 22 — %t bit bién
v6i cac phép quay hyperbole (9). Mit khic, chiing ta ciing ki€m tra dugc phép bién ddi Lorentz
trong cong thic (1) chinh 14 phép quay hyperbole véi tham s quay 6 xdc dinh qua van tc tuong
dbi gitta hai hé quy chiéu

sinhf v (14)

tanh § = =
at coshf ¢

Trong vat ly, phép quay Lorentz con goi 12 phép ném do bién ddi mot hé quy chiéu thanh mot
hé quy chiéu chuyén dong véi van tdc v so véi né.

Nam 1907, nha toan hoc Hermann Minkowski, von 1a thay day toan cua Einstein, nhan théy tat
ca cdc cong thiic trong ly thuyét tuong di hep do Einstein, Lorentz va Poincaré xy dung déu c6
thé viét lai dep dé trong khong gian 4 chiéu véi 4 toa do nhu sau (z1, 79, v3, 79 = ct). Khodng
khong thdi gian bét bién 1a

ds® = dx} + das + das — daf = (15)
trong d6 dz,,, u = 1, 2,3, 0 1a chénh léch vé toa dd khong thoi gian gitta hai su kién bat ky.

So véi khong gian Euclide 4 chiéu R*, hinh hoc khong thsi gian chi ¢6 thay ddi mot du trix
trong dinh nghia khoang bat bién. Nhu chiing ta sé thiy, khi 4p dung vao thuc tién, chi dau trix
trong dinh nghia khoang bét bién nay sé dao 16n nhiéu nhan thiic hang ngay clia chiing ta.

C6 mdt cach quan niém khéc: Néu thdi gian 12 mot s6 4o, chiing ta sé c¢6 bat bién nhu trong hinh
hoc Euclide. N6i rong ra: thdi gian ciing 12 mot chiéu khong gian 40 va ngudc lai khong gian 1a
chiéu thdi gian 4o. Nhu vay sb 4o ton tai trong thé gi6i thuc. Khién cudng vdi cic sb thuc mdi
12 phi thuc té. Hoc Toan 12 d€ c6 mot tu duy c¢di mé va linh hoat chif khong phai d€ tu tréi minh
vao nhiing kién thific quen thudc va lac hau.

Nhu vay, khong gian Minkowski da thdng nhit khong gian véi thdi gian, cidc phép bién ddi
Lorentz chinh 1a c4c phép quay dic biét trong khong gian 4 chiéu ny da "hoa tron" khong gian
v6i thai gian. Cac su kién vat ly xay ra trong thuc t& déu md ta bdi mot diém trong khong gian
Minkowski.
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Viéc théng nhét khong thdi gian trong hinh hoc Minkowski din t6i viéc thong nhét rt nhiéu
dai lugng khéc véi nhau. Céc vector 3 chiéu trong hinh hoc khong gian déu can dudc md rong
thanh cac vector 4 chiéu trong hinh hoc khong thdi gian.

Trude hét ching ta hay xét vector vén toc ¥ = (v, vy, v,). Thay cho van tdc, trong vat ly, ngudi
ta thuong dung vector xung ludng p = mw. Trong hinh hoc Minkowski, moi vector déu c6 4
thanh phan, nhu vy ching ta can b3 sung thém mot thanh phan nita. Thanh phan thi tu clia xung
lugng mé rong chinh 1a mot dai lugng quen thudc trong vat ly 1a nang lugng. Ta c6 vector nang-
xung lugng trong hinh hoc Minkowski dinh nghia nhu sau: p' = (p1, p2, ps, po) = (Pa, Py, P2, E).
Viéc thdng nhit ning luogng vdi xung ludng vio mdt vector ning-xung luong cé mot y nghia rat
sau xa. Xung luong 1a gin lién véi bién thién theo cac huéng khong gian. Ning luong sé gan véi
bién thién theo thdi gian trong co hoc lugng ti va 1a nén ting cho phuong trinh Schrodinger ndi
tiéng mo ta cac hién tuong luong tit trong thé gidi vi md. Piéu d6 hang chuc nim sau Minkowski
mdi dugc cac nha vat 1y hiéu ro.

Mot trong nhitng vé dep niia ctia hinh hoc Minkowski 12 viéc md ta ly thuyét dién tit ciia Maxwell
mot cach thdng nhit. Nhu ching ta biét, Iy thuyét dién tif do nha vat Iy ngudi Scottland James
Clerk Maxwell phat hién vao nim 1865. Ly thuyét nay bao gém tit ca cac dinh luat vé dién va
tit. Ly thuyét nay tién dodn dudc su ton tai ctia séng dién tif ¢6 ting dung thuc té rat rong rai
ngay nay. Anh sang ciing 13 mot loai séng dién tir diic biét. Trong ly thuyét Maxwell c6 hai dai
lugng co béan la rix truong B = (B,, B,, B.) va dién truong E = (E,, E,, E.). Cau héi dit ra
12 1am thé nao mo ta dién trudng va tif trudng trong hinh hoc Minkowski, khi c4c vector trong
hinh hoc nay phai c6 4 chiéu?

Khac véi truong hdp cua nang-xung lugng, md ta cia di€n trudng va tu truong khong don gian
1a thém vao thanh phan thii 4. Trong thuc té, khong c¢6 dai lugng vat 1y nao dng véi thanh phan
thi tu cia dién trudng hoac tu trudng ca.

Ngudi ta da tim ra mot vector 4 chiéu trong hinh hoc Minkowski A= (A1, Ag, Az, Ap) goi la
vector thé ndng dién tir. Khi d6 dién trudng va tii trudng c6 thé biéu dién qua vector thé ning
dién ti nhu sau

—

E = (For, Foz, Fo3), B = (Fia, Fas, F51)
F, =-F, =0,A, —0A, (16)

trong d6 p1,v = 1,2,3,0 va 9, 1a dao ham theo bién thii ;1. Cac phuong trinh Maxwell, von rit
khé nhé bay gid c6 thé viét thanh dang don gian va dep dé tuong tu nhu phuong trinh séng dbi
v6i thé ning dién ti A, nhu sau

0? 0? o? 1 0

Gz T o T oz~ @ap) e =0 {1n

Diéu dang néi 1a trong hinh hoc Minkowski, dién trudng va tii trudng dudc thdng nhét v6i nhau
thong qua mot vector thé ning dién ti trudng 4 chiéu.

Ban dau Einstein nghi rang hinh hoc Minkowski chi 12 mot cong cu dé md ta cac cong thiic toan
hoc cho dep dé hon. Nhung 6ng da nhanh chong nhéan ra y nghia cta hinh hoc nay trong viéc
théng nhat cdc dai luong vat ly tudng chiing riéng ré v6i nhau. Tir d6, 6ng di c6 phat minh vi
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dai nhét ctia nhan loai 14 ly thuyét tuong ddi rong, khi mé rong hinh hoc Minkowski cho cic
khong gian khong c6 tinh dong nhit. Nim 1915, Einstein cong bb ly thuyét tuong d6i rong vdi
céc cong thiic todn hoc st dung céc vector 4 chiéu rat rong rai. Khi d6, Minkowski da qua doi
dugc 6 nim, khong kip ching kién su ra ddi clia cong trinh khoa hoc vi dai nhit clia nhan loai
do hoc tro cia minh kham pha.

Ngay nay cach md ta cic dai lugng vat 1y thong qua cac vector 4 chiéu ctia Minkowski trd nén
phd bién rong rai trong vat ly. Nhd d6, Dirac da tim ra phuong trinh mo ta electron va positron
va c4c hat vat chét. Ciing nhd d6, Yang va Mills phat hién dudc phuong trinh Yang-Mills mo ta
céc tuong tac giiia cac vat chit.

Viéc théng nhit ning lugng va xung lugng trong khong gian Minkowski c6 mdt hé qua vo cling
quan trong. Tuong tu nhu bét bién khoang khong thdi gian, ning-xung lugng ciing lién quan tdi
mot dai luong bat bién 1a khdi lugng thong qua cong thiic

p® =pi+ps+p;— E*=-—m*" (18)

Chiing ta sé khong tim cach dan ra cong thuc nay theo cdch ma Einstein va céc nha todn hoc va
vat ly dong thdi véi dng da 1am. Céc cach din nay chita dung nhiéu quan diém khéc nhau, k€ ca
sai sot, con dang tranh luan cho t6i ngay nay [2].

Tuy nhién, nhitng ngudi quan tdm tdi cd s toan hoc chat ché cua cong thiic nang xung lugng
(18) c6 thé thiy khdi lugng chinh 12 bat bién Casimir trong ly thuyét biéu dién nhém Poincaré
ctia E.P.Wigner [3]. Chinh vi thé, khéi lugng 1a dic trung

Chiing ta hay viét lai cong thic ning xung lugng trong hé toa do Descartes (x, ¥, z) dudi dang

E = \/m?c* +p2 +p2+p? (19)
Khi xung lugng bang 0, ching ta ¢6 cong thiic ning luong nédi tiéng ctia Einstein

E = md? (20)

Cong thic nay c6 mot y nghia vo ciing quan trong:Do khéi lugng ciia vat chét tuong duong véi
ning lugng, khi khéi lugng mét di sé gidi phong ra mot ning lugng vo cing 16n. D6 chinh 1a co
sG cua nang lugng nguyén tu.

Nam 1938, ngudi ta da phat hién nang lugng dudc giai phong trong ra hat nhan nguyén ti uran
khi bi ban pha bdi cac hat neutron. Bén canh dé, trong cac phan ting tdng hop céac hat nhan nhe
thanh hat nhan niing, ciing c6 mot lugng ning luong 16n gip boi dudc gidi phong.
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Hinh 5: Bom nguyén t tai Hiroshima va Nagasaki

Giai phong ning lugng trong ca hai trudng hop déu do khdi lugng bi mat mét theo cong thiic
khbi luong ctia Einstein.

Cong thiic khéi lugng 13 thanh tyu vi dai ddng 1& chi d€ gidi quyét vin dé ning lugng cho loai
ngudi, nhung tiéc thay, cong thiic nay bi lam dung dé 1am cac loai vii khi hiiy diét chua tiing
thiy trong lich str. D6 12 vét nho trong lich st loai ngudi. Diéu d6 cho thiy, d€ di vao ting dung
thuc té, cac nha khoa hoc cin c6 nén tang dao diic viing chac bén canh kién thic khoa hoc uyén
tham.

Quan niém mdi vé thdi gian va khoang cach

Trong hinh hoc khong thdi gian, do cic khai niém khong gian va thdi gian dudc hoa trdn, cac
quan niém vé khoang cach va thdi gian tuyét déi ma ching ta thita nhan nhu céc chan ly hién
nhién khong con dung ntia.

Trude hét 12 & tinh dong thoi. Hai su kién dudc goi 1a dong thdi néu xay ra tai cing mot thdi
diém. Do thdi gian trong cdc hé quy chiéu khac nhau 12 khac nhau, nén hai sy kién dudc coi 1a
dong thai trong mot hé quy chiéu sé khong con 1a dong thai trong hé quy chiéu khac. Piéu dé
cling tuong tu nhu ¢6 hai su kién dong thdi x4y ra tai thanh phd H6 Chi Minh va Ha Noi, nhung
dbi v6i ngudi trén chuyén mdy bay tir Ha Noi di thanh phé Ho Chi Minh hoic ngudc lai thi mot
su kién sé€ xay ra truée su kién kia.

Trong Hinh 6, c6 mdt tia sdng chiéu tl gifta toa tau dang chuyén dong. Ngudi quan sét ding &

trén tau sé thiy tia sing chiéu dén dau tau va cudi tau dong thoi. Trong khi d6, ngudi diing trén
san ga sé thay tia sang dén cudi tau sém hon do quing dudng dnh sang phai di ngin hon.
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Hinh 6: Tinh dong thsi phu thudc vao hé quy chiéu

Ban doc c6 thé tu nghi ra rit nhiéu tinh hudng 1y thd khi tinh dong thdi bi vi pham.

Do thdi gian trong cac hé quy chiéu khac nhau 13 khac nhau do phép bién ddi Lorentz, khong
nhitng tinh dong thdi bi vi pham ma thdi troi di trong hé quy chiéu nay c6 thé dai hodc ngan hon
thdi gian troi di trong hé quy chiéu kia. Ngudi ta c6 mot kich ban gia tudng vé hai anh em sinh
doi, sdng trén hai hé quy chiéu khac nhau, ngudi nay sé gia hon ngudi kia khi gip lai.

Chinh vi thé cau chuyén Tir Thic gip tién, khi tré vé qué nha, nhitng ngudi than déu da qua doi,
van c6 phan thyc té trong hinh hoc khong thdi gian. Néu c6i tién ctia Tt Thiic & trong mdt hé
quy chiéu chuyén dong, dng sé thiy thdi gian ngan hon so v6i hé quy chiéu gin véi qué huong,
ndi c6 ngudi than ctia dng sinh song.

Do dai ciing thay d6i trong cac hé quy chiéu khac nhau. Ngudi quan sét sé thay vat chuyén dong
ngan lai nhd phép bién d6i Lorentz. Diéu ddng chi y 12 mic du thdi gian bi ddo 16n trong hé
quy chiéu, trong hinh hoc khong thdi gian, tinh nhan qua khong bi dao 16n. Néu mot su kién A
12 hé qué ctia mdt su kién B, trong moi hé quy chiéu su kién A ludn 1a hé qua ctia su kién B. Do
do, trong moi hé quy chiéu, ngudi quan sat s& phai ludn ludn thiy cha sinh trudc con.

Céc vi du néi trén tuy rat thid vi vé mit triét 1y, nhung déu c6 vé trltu tugng va gia tudng. Trong
phan nay, chiing ta hdy xét mot vi du vé ting dung hinh hoc khong thdi gian trong thuc té.

Cong nghé dinh vi toan cau GPS 1a cong nghé xdc dinh vi tri clia cac vat chuyén dong trén bé
mit Trai DAt nho cic vé tinh trong khong gian. Tir cic vat trén mit dat, ngudi ta cho phat di
séng dién tit dén c4c vé tinh, vé tinh sé nhin dudc tin hiéu séng va qua dé tinh dudc khoang
cach tir vat phat séng dén vé tinh. Néu c6 nhiéu vé tinh (trong thuc t& hé théng GPS c6 24 vé
tinh), tit cac khoang cach khac nhau, ngudi ta s€ xac dinh dugc chinh xac vi tri cia vt trén mat
d4t (Xem Hinh 7). Chinh trong cdng nghé nay 4nh hudng ctia hinh hoc khong thi gian dic biét
quan trong [4] Cac vé tinh chuyén dong trén quy dao quanh Trai DAt vé6i tbe do 14.000 km/gid.
Do d6 dong ho trén cac vé tinh sé chay nhanh hon cic dong hd trén Trai DAt chiing 7 micro
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Hinh 7: Céng nghé dinh vi bang vé tinh

gidy trong mot ngay dém. Do quy dao ctia cic vé tinh cach mit dat ching 20.000km, luc hip
dn trén vé tinh s& nhé hon trén mit dat 4 1an. Céc hiéu ting hip din lai 1am dong ho trén mit
dét chay nhanh 45 micro gidy trong mot ngay dém. Nhu vy vé téng s, dong ho trén mit dit sé
chay nhanh hon dong ho trén vé tinh 38 gidy trong mot ngay dém.

DE do dudc vi tri clia vit trén mit dit bang cong nghé GPS chinh xac téi 15m, sai s6 do thdi
gian phai dudi 50 nand gidy. Néu khong tinh tSi cac hiéu ting clia thuyét tuong dbi, mdi ngay
dém sai s6 sé tich liiy khoang 10km, mot con s6 rat 16n 1am sai 1éch viéc do khoang cach biang
GPS.

Ngay nay, hiéu chinh thdi gian v6i hinh hoc khong thdi gian va hinh hoc Riemann bao gom hiéu
ting hap din rat quan trong trong cong nghé GPS.

Nim 1915, Einstein di ting dung hinh hoc Riemann vao vit Iy bing cach md rong hinh hoc
khong thdi gian va bd qua diéu kién bat bién khoang khong thdi gian. Hinh hoc niy da mo ta su
hinh thanh vii tru va tuong tic hip dan tlf cic khodng cich xa nhau hang triéu nim anh sang.

Tuy nhién, d6 vin chua phai 1a gi6i han cudi cling ciia su mé rong. Ngay nay, hinh hoc Riemann
md rong thém cac chiéu khong gian va hon mot chiéu thdi gian ciing bat dau dudc nghién ciiu.
Bén canh d6 céc tinh chit hinh hoc nhu dd cong, dd xoan va cac tinh chét topo ctia khong thdi
gian dang dem lai rat nhiéu quan niém mdi mé ra nhiing chan troi ting dung méi khong nhiing
cho khoang cach 16n gitita cac Thién ha ma ca & cac khoang cach vo cung bé, ndi cac quan niém
hién tai clia ching ta vé khong thdi gian sé phai thay d6i rat nhiéu.

Ung dung todn hoc 1a tim va phat trién cdc md hinh toan hoc phi hgp véi thuc tién. Thuc tién
khong diing lai véi bat ky 1y thuyét toan hoc cu thé nao.

33

https://tieulun.hopto.org



Tap chi Epsilon, S6 12, 12/2016

[1] Nguyén Ai Viét, Cdu triic khong thoi gian: Tap 1.Thuyét twong ddi hep va ddi xiing khong
thoi gian (s& xuat ban)

[2] E.Hecht, American Journal of Physics, 79 (6) (2011) 591-600
[3] V.Bargmann and E.P.Wigner, Proc. Natl. Acad. Sci. 34 (5) (1948) 211-23.

[4] C.M.Will,Stable clocks and general relativity (1995) arxiv: gr-qc/9504017

34

https://tieulun.hopto.org



Tap chi online ctia cng dong
nhtng nguoi yéu toan

gpsi lon

Tap chi Epsilon, S6 12, 12/2016

CHUNG MINH CONG THUC EULER CHO DA DIEN
BANG VAT LY

bam Thanh Son
(Pai hoc Chicago)

GIOI THIEU

Bai viét dugc trich tf bai viét https://damtson.wordpress.com/2016/10/
22/euler-formula/ cua tac gia.

Giai Nobel vat ly nam nay dudc trao cho ba nha vat ly, Thouless, Haldane va Kosterlitz, vi nhiing
dong gop lién quan dén céc chuyén pha va céc trang thai tdpd. Nhan dip nay ching ta sé ding
vat ly dé chitng minh mot cong thiic khd néi tiéng, lién quan dén topd - cong thiic Euler cho da
dién. Cong thifc nay néi rang véi mot da dién bit ky, s6 dinh V, s6 mit F va s6 canh E ctia n6
thod man

V+F—-E=2.
Vi du vé6i hinh 1ap phuongtacé V =8, F =6, E = 12, va8 + 6 — 12 = 2. Ban c6 thé kiém

tra v6i mot vai hinh da dién nita d€ thiy cong thiic luon ding.

D€ chitng minh cong thic nay, ta sé 13p mot mach dién theo hinh da dién, thay mdi canh ctia
da dién bang mot dién tré. Khong quan trong 1am céc gia tri clia dién trd 1a bao nhiéu, mién la
tat ca cac dién trd déu khac khong. DE cho don gian ta cho mdi dién trd 12 1. Sau d6 ta chon
hai dinh va nbi hai cuc ctia mot ngudn dién vao hai dinh do, ciing khong quan trong 1am 1a dinh
nao. Ching han véi hinh 1ap phuong ta c6 thé tudng tugng ra mach dién nhu sau:
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All resistors are 1 Q

A AR

Khi ta n6i mdt mach dién nhu vay, tit nhién dién sé chay trong mach mot cach nhit dinh. Ta c6
thé dit nhiéu cau hdi v6i mach dién nay. Vi du ta c6 thé héi dién tré ctia mach 12 bao nhiéu. Cau
hai tdi sé hoi 1a nhu sau: Gié st tdng dong dién chay qua mach 12 1 Amper, dong dién chay qua
titng dién trd 12 bao nhiéu? (Tt nhién 12 néu trd 15i dudc cau héi nay thi c6 thé tim ra dudc dién
tré cia mach).

Dé tra 16i cau hoi trén, ta sé 1ap mot hé phuong trinh cho phép ta tim dudc dong dién chdy qua
tiing dién trd. Gia st AB 12 mot canh, ta ky hiéu I 45 13 dong dién chay tit dinh A dén dinh B.
Tacd I4p = —Ip4, va co tong cong E dai ludng nay. Ta sé 14p mot hé phuong trinh d€ tim gid
tri cia cac dong dién nay.

C6 hai loai phuong trinh, xuAt phat tir hai dinh luat Kirchhoff. Loai dau tién 1a nhu sau. Gi st
Alamot dinh, v B, C, D, ... lacic dinh ké A. Ta c6 phuong trinh:

Igg +14¢c + I4p +--- = 0hoac 1 hoac — 1.

Vé phai 12 0 néu nhu dinh A khong phai mot trong hai dinh ndi vao ngudn dién, 1 1 néu A4 dugc
ndi vao cuc duong va —1 néu A ndi vao cuc am. Pon gidn phuong trinh niy néi dong dién chay
vao mot dinh phai bang dong chay ra tur do.

Ta c6 tdng cong bao nhiéu phuong trinh nhu thé nay? Pém thi thiy tdng cong 1a V phuong
trinh, nhung thuc ra chiing khong ddc 1ap véi nhau. C6 thé thdy diéu nay bang cach ldy tdng tt
ca cac phuong trinh trén. Ta sé dudc dong nhit thic 0 = 0, vi § vé trai v6i mdi IAB bao gio
ciing c6 Ig4. V& phai thi tit nhién tong 12 1 + (—1) cong nhiéu sb 0, ciing bang khong. Nhu vay
chi c6 V' — 1 phuong trinh doc lap.

Nhung nhiing phuong trinh trén khong phai tit c4 cdc phuong trinh ta phai viét ra. C6 mot loat
cac phuong trinh khac (phuong trinh loai hai). Ta gia st A BC D la mot mat (ta cho nd la tu giac
& day nhung logic tiép theo diing v6i moi da gidc). Ta sé c6 phuong trinh

I4p +Ipc + Icp + Ipa = 0.
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Tai sao c6 phuong trinh nay? D6 1a do dién tr trén mdi canh 13 1w nén I 43 ciing 1a hiéu dién
thé gitta hai dinh A va B : I, = Uy — Ug. Tu d6 phuong trinh & trén trd thanh hién nhién.
Tong cong c6 F phuong trinh nhu vay. Tuy nhién cdc phuong trinh nay ciing khong doc 1ap,
néu cong tt ca cic phuong trinh nay lai ta lai c6 dong nhét thiic 0 = 0, do d61a chicé F — 1
phuong trinh loai hai.

Tong cong ta ¢6 nhu vay 1a (V — 1) + (F — 1) = V + F — 2 phuong trinh.

O»

Ta phai gii cac phuong trinh ny dé€ tim cic dong I4p. C6 bao nhiéu 4n sb tit c? S6 4n 1a s
canh E.

Thién nhién cho ta biét khi ndi mach dién thi chi c6 mot nghiém duy nhét, viy s6 phuong trinh
phai bing s6 4n.

Do d6 V + F —2 = E. Pay chinh la cong thic Euler phai chiing minh.
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GIA THUYET KEPLER VA BAI TOAN XEP CAM

Duong Duc Lam
University of Sussex, United Kingdom

GIG0I THIEU

Johannes Kepler 1a mot nha toan hoc, nha thién vin hoc néi tiéng ngusi Diic, ngudi c6
nhiing déng gép nén tang gép phan tao nén cudc cidch mang khoa hoc & thé ki 17. Ngoai
cic dinh luat chuyén dong ctia hanh tinh dugc nhiéu ngudi biét dén, dng con c6 nhiéu
dong gop khac cho todn hoc, mot trong sd d6 1a gia thuyét Kepler, mot trong nhiing bai
toan c§ xua nhat clia todn hoc. Bai viét nay dé cap mot s6 vin dé xoay quanh gia thuyét
Kepler va su md rong ctia né, bai todn xép cam nhiéu chiéu, ciing nhu nhiing tién bo dat
dudc trong thdi gian gan day.

R4t nhiéu bai toan khé va 1au doi clia todn hoc dudc phat biéu rat don gian. Nhitng vi du dién
hinh 13 bai toan bén mau (dugc Francis Guthrie phat biéu 1an dau vao nim 1852), dinh 1i cubi
cling ctia Fermat (dugc ghi lai nim 1637 bén 1é mot cubn sach ctia Diophantus) hay nhiéu gia
thuyét lién quan dén sd nguyén td. Mot vi du ciing ndi tiéng khong kém, tham chi con lau doi
hon, gia thuyét Kepler, dudc Johannes Kepler dua ra vao nim 1611.

Cau chuyén dudc bat diu vao nhiing nim cudi thap ki 90 ctia thé ki 16 [4]. Sir Walter Raleigh,
mot thly thi quy tdc ngudi Anh, trong khi dang chuin bi cho mot chuyén di thim hiém, da hoi
ngudi ban va 1a trg Iy ciia minh 1a nha toan hoc Thomas Harriot, 1am thé nao d€ tinh sb luong
qua dan cbi dudc chifa trong mot chiée gié. Harriot di dua ra 10i giai khong may khoé khin. Tuy
nhién, vén 12 mot nha toan hoc, dng da dua ra cau hoi tdng quat hon rang, phai sap xép nhu thé
nao dé lugng dan chiém phan khong gian it nhat.

Sau chuyén di, Harriot viét thu trao d6i v6i Kepler, mot dong nghiép ctia 6ng lic d6 & Praha
(Cong hoa Czech). Sau mot thdi gian nghién cifu bai toan, Kepler di xuit ban mot cudn sich
nhd tua dé "Strena Seu de Nive Sexangula!" (1611), trong d6 md ta hai cach sip xép cac hinh
ciu trong khong gian ba chiéu: sap xép theo kiéu kim tu thap (hay 1a kiéu 1ap phuong tam dién),
va sip xép theo kiéu luc gidc (xem Hinh 1). Quan trong hon, dng néi rang, ddy 1a hai cach sip
xép chiit nhét c6 thé, tuy nhién lai khong dua ra chiing minh.

10On the Six-Cornered Snowflake
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® g
Volurme occupied by spheres = — = 74 %
p ¥ 5P 7= @

Hinh 1: Hai cich xép cam chiit nhat. (Nguon anh: Wikipedia and Plus Maths.)

Véi cach xep nay, mot dd chiem khong gian cua cac qua cam la

1
T~ 74%.
3v/2 ¢

Gia thuyét Kepler néi ring, tit ca cac cach xép khac déu c6 mat do chiém khong gian khong 16n
hon con s6 nay.

C6 mot thuc té rang, hiu nhu cic cach sap xép trai cdy 6 cac quiy ban hoa qua hay cach sap
xép, chong chit hang hod, déng g6i vat dung c¢6 dang hinh cau néi chung déu tuan theo quy tic
nay 2 (xem Hinh 2). B&i thé ma gid thiét Kepler con dudc goi 13 bai toan xép cam hay bai todn
déng g6i hinh cau (sphere packing problem).

Khéc véi mot sd bai todn ndi tiéng khéc, chang han bai toan bén mau, ma trong nhiéu nim lién
chii yéu chi nhan dudc su quan tam tim kiém 15i gii tif cic nha todn hoc "amateur”, gia thuyét
Kepler dudc nhiéu nha toan hoc hang dau chi y, trong d6 c¢6 Newton va Gauss [5]. N6 dudc
Hilbert dua vao danh sach 23 bai toan ndi tiéng tai dai hoi todn hoc thé gidi nim 1900 va nim
& vi tri s 18.

’Piéu nay ciing minh hoa cho mdt quy luét tdi uu ctia tu nhién: cdc hién tugng tu nhién luén huéng dén trang
thai t6i vu nht.
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Hinh 2: Cich sap xép hoa qua & cic quiy hang tuin theo gia thuyét Kepler. (Ngudn anh: New
Scientist.)

Nim 1990, nha todn hoc Wu-Yi Hsiang & Pai hoc Berkeley, California tuyén b6 da chiing minh
dudgc gia thuyét nay va két qua sau d6 xuét hién trén tap chi International Journal of Mathematics
(1993). Tuy nhién, cac nha toan hoc, trong dé c6 Thomas Hales 6 Pai hoc Michigan, sém tim
ra 16 hong trong chiing minh ctia Hsiang va khong chip nhan két qué nay.

Nhiing nim sau d6, Hales da xdy dung mot chuong trinh nham chiing minh gia thuyét Kepler
véi su trg gidp clia mdy tinh. Dén nim 1998, Hales thong bdo hoan thanh chiing minh va gii
ban thdo cho tap chi Annals of Mathematics, dudc cong dong toan hoc thita nhan rong rii 1a
tap chi uy tin nhét vé todn, va ciing chi cong bd nhiing cong trinh tt nhit. Trong thong bdo sau
d6 ctia Hales trén Notices of AMS, mot hoi dong binh duyét gdm 12 ngudi da dudc thanh 1ap
dé kiém tra tinh ding din ctia chitng minh, diy 1a mot diéu it c6 tién 1é trong viéc binh duyét
tap chi, thong thudng viéc binh duyét mot bai bao chi c6 hai ngudi, va nhitng ngudi binh duyét
thudng dugc gidu tén.

Tuy nhién, véi riéng trudng hop nay thi dy 1a diéu kha dé hi€u vi ching minh ctia Hales dai tin
250 trang, chua ké 3 gigabytes dif liéu tinh todn kém theo. Nhit 12 sau khi c6 nhiing tranh cii xay
ra v6i chiing minh chua hoan thién ctia Hsiang, ho phdi can than. Qu4 trinh binh duyét kéo dai
t6i tAn 4 nim, va sau cling ho phai bd cudc vi "hét ning lugng". Tap chi Annals of Mathematics
cudi ciing van nhan ding nhung kém theo chd thich rang, cac binh duyét vién khong thé kiém
tra dudc tinh diing dan cta ching minh, va chi chac chan khoang 99% la ding. Mot diéu chua
tiing c6 tién 1¢! Va néu tinh thdi gian tif lic ban bién tap nhan dudc ban thdo (9/1998) dén lic
nhén ding (8/2005) ciing 1én t6i tan 7 nim, mot diéu kha hiém thay!

Khéng bing long v6i su cham tré 14n két ludn ctia ban bién tap, Hales tiép tuc xdy dung mot
chuong trinh goi 1a "Flyspeck"? d€ kiém tra tit ca cac budc logic trong chiing minh biang may
tinh. Pay 12 mot chuong trinh hgp tic toan cau, trong dé c6 mot phan duge thuc hién & Vién
Toan hoc, Ha No6i (xem [3]).

Sau hon 10 nim nd luc khong biét mét moéi, chuong trinh ciing dén liic hai trai ngot. Vao dau
thang 8/2014, ngay trudc thém Pai hdi Toan hoc Thé gidi dién ra & Seul, Hales thong bao chinh
thic rang Flyspeck da hoan thanh. Gia thuyét Kepler da dudc chiing minh mot cach hinh thifc.

3dua trén nhiing chif c4i du FPK ctia "Formal Proof of Kepler.
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Hinh 3: Thomas Hales. (Ngudn 4nh: Balin Thirling.)

Hon bén trim nim sau khi ra doi, gia thuyét Kepler, bai toan lau doi nhéat cia Hinh hoc tS hop
coi nhu da dugc chitng minh hoan toan. Tuy nhién, ciu chuyén chua diing & day. Nhiéu nha toan
hoc van khong hai 1ong véi 10i gidi nay [8]. BSi vi ban than viéc diing hay sai cia mot gia thuyét
ddi khi khong c6 nhiéu y nghia bang viéc hiéu tai sao né diing (hay sai). Va diéu c6t 16i 1a cac
y tudng nam sau mdi ching minh c6 vai tro gi trong dong chay ciia toan hoc. Piéu nay hoan
toan diing véi Pinh li Fermat, vén dugc ménh danh 14 con ga dé triing vang clia toan hoc, bdi
vi qua trinh tim kiém ching minh cho né da gép phan tao nén nhiing ly thuyét toan hoc méi, va
dé ciing 12 dong luc thiic ddy su phat trién ctia todn hoc. Diéu nay thi Flyspeck khong 1am dudc.
Du sao, viéc may tinh c6 thé gitp stic con ngudi trong viéc kiém tra cac thuit toan phuc tap,
nhu véi gia thuyét Kepler, hay da ting x4y ra v6i bai toan bén mau, ciing cho thiy nhiing tién
bo déng k€ ctia khoa hoc mdy tinh néi riéng va khoa hoc ki thuat néi chung.
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Bai todn tuong tng véi gia thuyét Kepler, hay bai todn xép cam, trong khong gian n chiéu ciing
danh dugc nhiéu su quan tim. Goi p,, 12 mat dd 16n nhit ctia mot cach xép cam trong khong
gian n chiéu. Theo gia thuyét Kepler thi

1

3v2

Dudi day, ta sé tim hiéu mot chiit vé céc trudng hop khi n # 3.

Trong khong gian mot hay hai chiéu, bai todn ciing da dudc giai quyét tuong dbi dé dang. Trudng
hop mot chiéu khong c6 gi d€ ban ("khong gian" by gid 1a dudng thang, mdi "qua cam" 1a mot
doan thang), p; = 1. Trong trudng hop hai chiéu ("khdng gian" ing v6i mit phang, "qua cam”
ting véi hinh tron), xét hai cach xép & Hinh 4 (a) va (b). C6 thé tinh todn dugc khong miy kho
khin mat d6 chiém khong gian clia cdc hinh tron & hinh (a) 12 % =~ 79%. Con 6 hinh (b), mat do
nay 12 16n nhét va n6 bang

T
= ~91%.
2= 53 !

(a) (b)
Hinh 4: Bai todn xép cam hai chiéu.

That vay, diéu nay c6 thé chiing minh dua vao y tudng "chia d€ tri", bién mit phang thanh cic
mién dia phuong, va trong mbi mién, chiing minh ring mat do chiém khong gian clia cic hinh
tron khong vuot qua p,. D€ don gian, xét mot mién dia phuong vé6i ba hinh tron tiép xdc nhau
nhu 6 Hinh 6.

Trong mién tam gidc tao thanh tif tAm ctia ba hinh tron, c6 mot phan tréng khong dugc phii. Néu
ta m& rong cac hinh tron bang cach ting ban kinh ctia ching 1én mot khoang ¢ = % thi c6 thé
thiy, khong may kho khin, cdc hinh tron da phu kin phan tréng gitta chiing.

Bing cach mé rong cac hinh tron mot khoang ¢ mot cach tuong tu cho cac mién bét ki, c6 thé
chiing minh dugc rang, trong bat ki trudng hop nao, mat dd chiém khong gian ctia cac hinh tron
ciing khong vudt qua p,. Mot chiing minh day dd c6 thé tham khio trong [9].
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Hinh 5

3.2. n>3

Bay gid, cau chuyén sé khac han khi s6 chiéu ting 1én, va c6 phan phic tap hon. Vao ngay 14
thang 3 dau ndm nay, mot nha toan hoc tré ngudi Ukraina, Maryna Viazovska, da giy x6n xao
cong dong toan hoc khi dua 1én arXiv mot chiing minh rit doc ddo gii quyét bai todn xép cam
trong truong hop n = 8. Két qua ma Viazovska dua ra cho trudng hop nay 1a

7.‘.4

= 5 ~ 25.37%.

Ps

Terence Tao, Pai hoc California, Los Angeles, dd néi vé chiing dai chi 23 trang ctia Viazovska:
"Hai trong s6 nhitng diéu t6i rdt thich ciia chitng minh nay la: (a) né s dung cdc ki thudt ciia
gidi tich Fourier dé nhdn dwoc hang s tét nhdt, va (b) nhén tix Fourier téi wu duoc xdy dung
nho sit dung cdc dang modular, mét diéu ma t6i khong thé' ngo lai cé lién quan tdi bai todn xép
cam." Con Peter Sarnak, Pai hoc Princeton va vién IAS, thi nhin manh: "Chiing minh don gidn
mot cdch ddng kinh ngac, nhu nhitng gi tuyét voi nhdt co thél".

Hinh 6: Maryna Viazovska. (Ngudn anh: Trang web c4 nhan.)
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Rt nhanh sau d6, Maryna Viazovska cling véi ciac ddng nghiép, bang mot bai bao khac [7] dai
chi 12 trang, da giai quyét tiép trudng hop n = 24. Cac két qua clia Viazovska va cic cong su
hién (c6 thé) van dang trong qu4 trinh kiém tra tinh chinh x4c, nhung néu diing, dy sé& 1a mot
trong nhiing thanh tyu dang chd y nhit ctia Hinh hoc t§ hop trong nim nay. Va ciing nhu 1i
Thomas Hales d n6i, day chinh 1 nhitng diéu ma ching ta dang cho doi.

Gia thuyét Kepler da dudc giai, mot s6 két qua riéng trong trudng hop chiéu cao ciing dugc tim
ra. Vay diéu gi con lai?

Lai giai cia Thomas Hales cho gia thuyét Kepler, dit da dugc chiing minh 1a ding, thi van chua
lam hai 1ong cdc nha toan hoc. B&i nhu diéu ma Paul Erdos van hay tin tudng, ring mdi bai toan
déu c6 mot 16i gidi dep dé nhit va dugc chifa trong cudn sich ctia Chda Troi. Vay 10i gii dep
dé nhat (va khong nho su trg gitip clia may tinh) ciia gia thuyét Kepler liéu c6 ton tai? Néu ton
tai, n6 la gi?

Ngoai ra, quay lai v6i cach xép cam trong gia thuyét Kepler, d€ dat dudc cach xép tdi uu nhit,
chiing ta phdi x&p chiing mot cach can thin theo diing cic cach da chi ra. Nhung gi st, chiing
ta dang voi va chi c6 thé ném cam vio hop mot cach nhanh nhét c6 thé. Liic ndy cic qua cam sé
rdi ngiu nhién vao hop. Vay mat do chiém thé tich hop clia cic qua cam bay gid c6 thé 1a bao
nhiéu? Pay 12 bai todn déng g6i ngau nhién. Cac két qua xoay quanh bai todn niy van con nhiéu
chuyén dang ban.

By gid gia st ta khong di xép cam nita, ma xép cic dd vat c6 dang hinh khbi khac nhau. Lic
nay mat do chiém thé tich ctia chiing sé c6 thé 1a bao nhiéu? Puong nhién, két qua sé& phu thudc
vao hinh dang ctia vat xép. Trong [ 1], c4c tic gia da dat dugc mot s6 trudng hop riéng cho trudng
hop vat xép c6 dang ellipsoid. Tuy nhién, cic két qua nay van con khiém ton.

RO rang, cung véi viéc tim kiém 19i giai cho cdc bai todn xép cam chiéu cao con lai (hién méi
chi dudc gidi cho n = 1,2, 3,8 va 24), xoay quanh bai toan nay vin con nhiéu diéu thud vi chd
chung ta kham pha. Hy vong, sau nhitng thanh tyu gay nic long cia Viazovska, ching ta s€ s6m
dugc biét thém nhiéu diéu bi 4n xung quanh bai toan nay.

[1] A.Doney, I. Cisse, D. Sachs, E. Variano, F. H. Stillinger, R. Connelly, S. Tarquato and P.M.
Chikin, Improving the density of jammed disordered packings using ellipsoids, Science,
303 (2004), 990-993.

[2] Frank Morgan, Kepler’s Conjecture and Hales’s Proof, A Book review, Notices of AMS,
Vol 52, Issue 1, 2005.

[3] Hoang Lé Trudng, Gia thuyét Kepler da dudc chiing minh mot cach hinh thic, Thong tin
Todn hoc, VMS, Tap 19, S6 1, 2015.
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[4] George G. Szpiro, Kepler’s Conjecture: How Some of the Greatest Minds in History
Helped Solve One of the Oldest Math Problems in the World, John Wiley & Sons, New
York, 2003.

[5] Doron Zeilberger, To Prove the Optimal Packing, Science, Vol. 301, Issue 5637, pp. 1186.
[6] Maryna Viazovska, The sphere packing problem in dimension 8, arXiv:1603.04246.

[7] Henry Cohn, Abhinav Kumar, Stephen D. Miller, Danylo Radchenko, Maryna Viazovska,
The sphere packing problem in dimension 24, arXiv:1603.06518v1.

[8] https://vuhavan.wordpress.com/2015/05/30/xep-cam/
[9] http://blog.kleinproject.org/?p=742

[10] https://www.quantamagazine.org/20160330-sphere-packing-solved-in-higher-
dimensions/

45

https://tieulun.hopto.org



psilon

Tap chi online ctia cong dong

nhting ngudi yéu todn Tap chi Epsilon, S6 12, 12/2016

THI TRAC NGHIEM GAY NHIEU TRANH CAI O MY

Neal Koblitz
(Pai hoc Washington)
Ngudi dich: Hao Linh

LOI DAN

Du c6 nhiéu y kién niing ky (trong d6 c6 y kién ctia Hdi toan hoc Viét Nam) phan dbi
viéc ap dung hinh thic thi tric nghiém & hau hét cic mon thi tot nghiép THPT, Bo Gido
duc va Dao tao van quyét dinh trién khai phuong dn nay “theo diing 16 trinh”. Tap chi Tia
sang c6 ding bai viét clia gido su Neal Koblitz, mot nha todn hoc My c6 nhiéu duyén ng
v6i Viét Nam néu y kién vé vin dé nay trén cd sé nhiing kinh nghiém ctia 6ng & My, noi
trac nghiém van thudng dugc sit dung trong céc ky thi ddnh gia ning luc & cac cip do.
Pudc su dong y cia dich gia va Toa soan, chiing toi ding lai bai viét trén dé ban doc ctia
Epsilon c6 thé tham khéo thém.

Mot han ché ctia cac dé thi trac nghiém 12 n6 thit bai trong viéc chun bi cho hoc sinh d6i dién
v6i phuong thiic gidi quyét van dé ma ho sé bat gip trong cac 16p todn, khoa hoc va trong nhiing
nghé nghiép tuong lai.
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Biéu tinh phdn doi thi trdc nghiém & phd thong dé ddnh gid chdt lugng gido vién va cdc truong
hoc. C6 mot em hoc sinh gio tam bién: “Em khong chi la diém s6”.
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Gan day c6 nhiéu cudc thio luan & Viét Nam vé viéc 1am thé nao dé danh gid ning luc todn hoc
ctia hoc sinh va c6 rat nhiéu tranh cii v& y tudng st dung cac dé thi trac nghiém. Hoi Toan hoc
Viét Nam da canh béo viéc st dung nhiing dé thi nhu thé nay sé khién hoc sinh nhé céc tiéu x4o
hon 1a phat trién mot hiéu biét logic vé mén hoc nay. Téi mudn binh luan vé vin dé trén dua vao
kinh nghiém cua chung t6i 6 My.

Tai My, & cap ti€u hoc va trung hoc, hoc sinh ciing 1am céc bai kiém tra trac nghiém khach quan
dinh ky. Ly do 12 bdi vi viéc chAm diém va cdc so sanh tuong quan c6 thé dé dang dudc thuc
hién bang mdy tinh. Tuy nhién, viéc st dung két qua nhitng bai kiém tra nay 1 d€ danh gia gido
vién va céc trudng hoc thay vi hoc sinh. Mt trudng hoc hoic gido vién c6 nhiéu hoc sinh hoc
kém hon mic trung binh va khong ting diém qua titng nim sé bi “phat” bang nhiéu cach va
trong mot s6 trudng hop, trudng hoc c6 thé bi déng ciia.

Viéc stt dung nhiing bai thi tric nghiém gdy ra rt nhiéu tranh ci 6 My va bi phan ing manh
mé bdi hiép hoi gido vién va cdc chuyén gia gido duc. O nhiing trudng hang diu, phu huynh va
gido vién tin rang ho c6 thé 1a nhiing ngudi danh gia t6t viéc hoc ctia hoc sinh va khong cin
phai nhd su trg gitip clia cac bai kiém tra tric nghiém. Két qua 13, ho tir chdi trién khai nhiing ki
thi tric nghiém nay. Chinh sach ddnh gia gido vién va trudng hoc dua trén két qua ctia hoc sinh
lam cac dé kiém tra tric nghiém bat dAu tir 15 nim trudc trong sudt nhiém ky ctia Tong théng
Bush va kéo dai sudt nhiém ky ctia Téng théng Obama. Chinh sach nay da tao ra mot 4p luc rat
16n 1én céc gido vién trong viée “day dé’thi” va ngin can viéc day sau, day theo bdi canh. Trong
nhiéu trudng hop, né con din dén nhitng hanh vi sai trdi va gian 1an (gido vién va ban gidm hiéu
stta dap an cua hoc sinh nham ting di€ém cho cac em). Hau hét cdc nha khoa hoc va gido duc tin
rang chinh sach nay 1a mot thit bai va chit lugng cic trudng phd thong ciia My khong nhiing
khong cai thién ma thim chi con giam stt trong sudt thdi ki nay. Trong mot cudn sach ban chay
dudc xuit ban vao nim 2010, chuyén gia gido duc Diane Ravitch, mot cdn bo gido duc hang
dau trong thdi ky duong nhiém ctia Tong thdng Bush va tling ting ho cac ky thi trac nghiém, da
thay ddi quan diém ctia minh. Bay gid ba 12 mot ngudi din dau nhém phan ddi viéc sit dung cic
ky thi tric nghiém ngay mot phd bién.

O My, bai kiém tra danh gia ning luc (Scholastic Aptitude Test — SAT ') dudgc st dung nhu mot
phan clia qué trinh tuyén sinh dai hoc. Ban dau SAT hoan toan 12 mdt bai kiém tra trac nghiém
khach quan. Nhung c4ch day khoang 7 — 10 nim, nhiéu trudng ngung st dung két qua SAT cho
viéc tuyén sinh cia minh vi ho cam théy thi tric nghiém khong phai 1a mot cach hitu ich dé
lua chon sinh vién. Tir d6, cong ty ra @& SAT, Cong ty dich vu kiém tra danh gia gido duc ETS

ISAT 1a ky thi dung d€ danh gia ning luc hoc tap ctia hoc sinh, bao gdm ba phan: Poc hiéu (critical reading),
toan va viét luan. Trong d6 hai phan dau la thi tric nghiém khach quan.
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(Educational Testing Service) da dua phan viét luin vao dé thi d€ hau hét cac trudng c6 thé tiép
tuc su dung SAT.

Mot diéu rat quan trong can nhin manh, d6 1a cic trudng dai hoc ctia My khong bao gid chi dua
trén két qua thi cti d€ tuyén sinh. Cac can bd tuyén sinh & trudng dai hoc tin ring thong qua viéc
st dung nhiéu cdng cu, ho c6 thé c6 mdt cach danh gid cac tng vién t6t hon 1a chi dua vao két
qua ctia ky thi dau vao.

C6 thé noéi, rit kho dé thiét ké dugc mot bai thi tric nghiém cong bang va hitu ich. Ban than
ETS ciing dau tu mot sb tién 16n mdi nam dé thiét ké cac dé thi trac nghiém. Khi mot bai thi
tric nghiém dudc thiét ké t6t, n6 c6 hai 1gi thé (1) n6 ton rat it kinh phi d€ chita va chim diém
vi n6 ¢c6 thé dudc thuc hién bang may, va (2) n6 c¢é thé dugc sit dung d€ loai trit nhitng hoc sinh
¢6 niing luc rat yéu. C6 nghia 13, mot hoc sinh ¢6 két qua rat té trong bai thi tric nghiém khé
c6 thé 1a tng cti vién cho nhitng trudng dai hoc hang dau. Tuy nhién, nhiing ky thi trac nghiém
khong thé Iya chon dudc nhiing sinh vién xuit sic.

Mot han ché ctia cac dé thi trac nghiém 12 n6 thit bai trong viéc chuén bi cho hoc sinh d6i dién
v6i phuong thiic gidi quyét van d& ma ho sé bat gip trong cac 16p toan, khoa hoc va trong nhiing
nghé nghiép tuong lai. Trén thuc té, cic nha toan hoc va cdc nha khoa hoc khong giai quyét cic
vén dé bang mot dap 4an ngan. Ngudc lai, cac vin dé doi hoi mot ddp an dai, cin nhiéu budc gidi
quyét, trong d6 cac sinh vién phai dua ra 19i giai day di ctia ho 1a mot su chudn bi tdt cho nhiing
nghé nghiép trong linh vuc khoa hoc va cong nghé.

O cdc cp hoc cang cao trong hé thdng gido duc, cdc bai thi tric nghiém cang it dugc s dung.
Mot dai hoc t6t khong bao gid chi dua vao cac dé thi tric nghiém d€ quyét dinh tuyén sinh. Tuy
nhién, cac dé thi tric nghiém thi thodng van c6 ich & trinh do cao, vi du nhu d thi sau dai hoc
GRE (Graduate Record Exam) trong Todn hoc — dé xéc dinh va loai ra nhiing sinh vién c6 hoc
luc rat yéu.

Bd&i vay, néu Chinh phii Viét Nam can phai giam thiéu chi phi chAm diém céc bai thi dau vao dai
hoc thi ¢c6 mot cach hop ly dé 1am diéu d6, mot su thoa hiép sé khong anh hudng xiu dén qua
trinh tuyén chon. D¢ thi tuyén sinh c6 thé c6 hai phan: Mot phan tric nghiém va mot phan tu
luan. Nhiing hoc sinh c6 két qua thap hon mic diém san & phan thi thi nhat s&é khong d6 va sé
khong can chim phan thi thi hai ctia ho nita. Diéu d6 ¢ nghia 13, phan thi dau tién sé xac dinh
dudc nhitng hoc sinh yéu nhét va phan thi hai 1a dé€ xac dinh nhitng hoc sinh xut sic. Diéu nay
sé tiét kiém thoi gian va chi phi ma khong phai danh ddi chit luong clia qua trinh tuyén sinh.

Trudng dai hoc c6 dé thi dau vao mon toan tdt nhit ma toi ting biét 12 Pai hoc Cambridge
(Anh), dudc biét dén 12 mot trong nhiing trudng hang dau thé gi6i. Bai thi 1a budc cubi cling
trong qua trinh tuyén chon cac hoc sinh mudn hoc todn tai Cambridge. Cac gido su Todn sé dua
cho céc thi sinh du tuyén mot loat cac bai toan khé va néi véi cac em rang ho khong yéu cau
cac em phai giai dudc tit ca ching mot cach day di. Sau khoang mot - hai tiéng, giam khéo sé
thu lai cau trd 15i day di hodic mot phan cau tra 15i ctia cdc thi sinh va phéng van cic em vé qua
trinh tu duy d€ di dén 10i gidi ctia ho va dic biét 1a vé nhiing diém ma ho vuéng mic. Mot thi
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sinh c6 ning luc gidi quyét vin d& va cé hiéu biét sau sic, tao 4n tugng tot v6i cac giam khao
sé dudc tuyén chon vio Cambridge. Toi day cac em sinh vién nim thi nhét dai hoc. Trong khéa
hoc vé gidi tich, ching t6i nhidn manh phan ting dung ctia To4n hoc. Bai kiém tra cubi ky cia
chiing t6i kéo dai trong ba tiéng dong hd va c6 tdm cau héi, trong d6, mot nia s6 cau hdi lién
quan dén nhiing vAn dé trong thuc té. Céc sinh vién dudc yéu cau dua ra 15i gidi mot cach chi
tiét chi khong chi ddp an cudi cung. O cip dai hoc, cic ddng nghiép va toi khong sit dung céc
bai kiém tra trac nghiém d€ danh gia hoc sinh.

Trong gido duc, yéu t6 con ngudi 1a chinh va cong nghé chi 1a thit yéu. Di nhién, viéc mdt mdy
tinh c6 thé chAm hang triéu bai kiém tra tric nghiém nhanh chéng thi rat tién 10i. Nhung chi con
ngudi méi c6 thé dua ra nhitng danh gid tin ciy vé tiém ning va tri tué cta ai do.

Neal Koblitz hién la gido su 