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LOI NGO CHO EPSILON SO 2

Ban bién tap Epsilon

Epsilon s6 1 ra mat da dugc don nhan mot cach nong nhiét ctia
ban doc. D6 1a mot niém dong vién 16n lao danh cho Ban bién
tap, giup chung t6i c6 thém nang lugng, nhiét huyét dé buéc
tiép trén con duong ma khong han chi c6 hoa héng.

Epsilon da nhan dugc mot van téc ban dau va mot gia tée. Bé
nhung duong. V6i su dong gop ctia cong dong, hy vong Epsilon
sé gitt duge nhip va déu dat ra mat vao ngay 13 cac thang chan
dé phuc vu cong dong, dem dén mot mon an tinh than y vi trong
mot cudc séng dang van rat nhiéu nhirng mon an.

Epsilon mong mudn sé la mot nhip cau dé két noéi nhing déi
tugng von con xa cach nhau: ly thuyét va thuec tién, toan hoc va
cac mon khoa hoc khac, giao vién va hoc sinh, cac nha toan hoc
chuyén nghiép va nhung ngudi lam toan nghiép du, toan han
lam va toan gidi tri, toan cao cap va toan so cap. Vi thé, Epsilon
sé cO su hoa quyén ctia nhiing bai viét véi ndi dung va phong
cach rat khac nhau. Ban bién tap s€ ton trong cach hanh van
cua cac tac gia ma khong ap dat y kién ctia minh, chi chinh stra
dé cho bai tét hon, chinh xac hon.

Epsilon s6 2 ma cac ban cam trén tay sé c6 12 bai viét ctia
cac tac gia dén tir nhiéu quoc gia, nhiéu thanh phan va cap do
chuyén nghiép. K€ tir s6 nay, Epsilon sé danh nhiing trang viét
ciia minh dé gi6i thiéu vé tiéu st cac nha toan hoc néi tiéng
thé gici, lan nay sé la bai viét cia GS Ha Huy Khoai vé Loran
Schwarz, nhan ky niém 100 nam ngay sinh ctia 6ng va bai viét
vé thién tai dodn ménh Evariste Galois song hanh véi bai viét vé
Phuong trinh dai s6 ctia GS Ngo6 Bao Chau. Cau néi gitta toan
hoc va khoa hoc may tinh trong sé nay sé dudc thé hién bang
bai viét ctia GS Ngo Quang Hung, DH Buffalo, My vé nghich ddo
Mobius. Hinh hoc s6 cap, mon hoc vén dudc coi 1a ¢ xua va gia
c6i nhat s€é nhu lai tuci méi dudi goc nhin ctia mot ngudsi yéu
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toan nghiép du, ky su Pao Thanh Oai trong bai Phuong phap
mé rong va sang tao cac dinh ly hinh hoc c6 dién.

Cac ban hoc sinh yéu toan chac chan sé tim duge nhiéu diéu
bd ich qua cac bai viét vé cac bai toan thi chon HSG quéc gia
(VMO 2015) va chon doi tuyén du IMO 2015 (Vietnam TST 2015)
cua cac tac gid Tran Nam Dung, Nguyén Tat Thu, Tran Quang
Hung. Bai binh luan ctia Nguyén Van Lgi (Budapest) va Nguyén
Huing Son (Warsaw) vé dé TST cung sé gitip cac ban hiéu ro hon
vé cac bai toan trong dé thi. Bac biét trong sé nay sé co6 bai
viét Inequalities, A Journey into Fibonacci and Lucas numbers
cta hai tac gia nuéc ngoai la Vandanjav Adiyasuren va Bold
Sanchir dén tir PH QG Mong C6. Nhing ai yéu toan hoc giai
tri sé dudgc tiép tuc cudc phiéu luu ky thu vao vuong quoc cuia
nhiing chiéc nén di mau sac véi ngusi huéng dan vién Dang
Nguyén Duc Tién (Trento, Italy). Mot nha do thuat doc dao khac
la Nguyén Quéc Khanh sé ra mat ban doc mot chuyén muc ly
tha va bé ich: Giéi thiéu sach.

Hy vong v6i nhiing bai viét nhu thé, méi doc gia déu c6 thé tim
dugc it nhat la 10% diéu minh yéu thich & trong s6 nay. Nhu
thé, Ban bién tap da cam thay that man nguyén va cho rang
nhiém vu da hoan thanh.

Va lai d1 nang luong, nhiét huyét dé tiép tuc budc di.

DPi nhiéu ngudi, ban sé di rat xa ...
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NHAN 100 NAM NGAY SINH
LAURENT SCHWARTZ

Ha Huy Khoai
Ha Noi

“Téi la nha toan hoc. Toan hoc day ap cudc doi toic.

Laurent Schwartz ! viét nhu vay trong 16i mé dau cuén hoi

ky ctia 6ng. Ong cung noéi rang, ngoai toan hoc, 6ng gianh rat
nhiéu thoi gian ctia doi minh cho cudc dau tranh vi quyén con
nguoi, vi quyén cua cac dan toc, ban dau thi nhu mot ngudsi
Troskit, sau d6 thi dung ngoai tat ca cac dang phai! Viét Nam
chiém mot vi tri quan trong trong cac hoat dong dé ctia ong.
Trong nhiéu nam, 6ng luén dang hang dau trong doi nga nhing
tri thiec 16n ctia Phuong Tay dau tranh ting ho cudc khang chién
cuiia nhan dan Viét Nam. Trong cudn hoi ky day 500 trang ctia
ong, c6 thé tim thay khodng 100 trang c6 nhac dén Viét Nam.

Laurent Schwartz sinh ngay 5 thang 3 nam 1915 tai Paris. Cha
ong la mot bac si phau thuat, me 6ng la ngusi yéu thién nhién,
nhu ong noi, sudt ngay chi quanh qudn v6i manh vuon va ba
dia con. Tudi tho ciia ong da troi qua ém dém & lang qué
Autouillet, ma 6ng goi mot cach triu mén trong hoi ky ctia minh
la “Khu vuon Eden”. Mai sau nay, 6ng van thudong xuyén tré ve
khu vuon do, va nhu ong k€ lai, nhiing dinh ly hay nhat ctia
ong dugc tim thay tai khu vuon Eden.

Ngay tit kKhi con nhé, Laurent Schwartz da boc 16 thién huéng
nghién ctu. Néu nhu hau hét tré em hai long v6i nhing 16i giai
thich so lugc ctia b6 me khi chung héi “tai sao?”, thi cau bé
Laurent khong nhu vay. Cau luén doi héi nhiing 16i giai thich
can ké, ma it khi duge thod man. Me cau rat lang tang truée
nhiing cau héi: Tai sao khi cam cai gay vao nudc thi thay no
cong, tai sao trong cung mot nhiét do0 ma khong khi luc thi

INha toan hoc ngusi Phap (05/03/1915 - 04/07/2002)
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lanh hon, lac thi nong hon nudc, tai sao khi lat up cai thia ca
phé thi khong bao gio hét ca phé, ma con mot it dinh lai & thia,
va con rat nhiéu nhiing cau héi khac.

O cac 16p tiéu hoc, Laurent Schwartz khong phai 1a hoc sinh
gi6i mon toan. Ong rat nhd 16i thay Thoridenet, ngusi day 6ng
mon van nam 16p 5 ting noi v6i me ong: “Toi chua co hoc sinh
nao gici nhu vay vé mon tiéng Latinh, nhung vé tiéng Phdp, ngon
ngut va toan thi cau ta kem hon mot chut. Tuy vay, cho du ngudi
ta néi véi ba thé nao di nita, cau ta sé tré thanh nha toan hoc!”.
Laurent Schwartz noéi rang, néu khong cé 16i khuyén ctia 6ng
thay day van do thi c6 1€ ong da tré thanh nha ngoén ngtr hoc,
chu khong phai nha toan hoc! May man ntra cho Laurent la cau
gap mot thay giao day toan day nhiét tam, thay Julien. Ong da
giai thich cho hoc sinh mét cach rat vui vé va don gian nhung
diéu ki diéu ctia moén hinh hoc, mé ra cho ho mot thé gidi toan
hoc ma truéc dé ho chua dudc biét dén. Laurent Schwartz ké,
sau khi suy nghi vai ba tuan, ong quyét dinh tré thanh nha
toan hoc. Theo 6ng, thién hudéng dé c6 san trong con ngudi
ong, nhung da tré thanh hién thuc nho thay gido. Vi thé ong
cho rang, vai tro ctia ngusi thay déi véi tuong lai hoc sinh 1a c6
y nghia quyét dinh.

Laurent Schwartz thi d6 vao truong Ecole Normale Supérieure
(Paris) nam 1934. O Ecole Normale, 6ng dugc hoc véi nhitng gido
su néi tiéng nhat thoi bay gio: Fréchet, Montel, Borel, Denjoy,
Julia, Elie Cartan, Lebesgue va Hadamard. Trong khoa do, ong
cung v6i Choquet, Marot 1a ba ngudi xuat sac nhat.

Nam 1937, ong tot nghiép dai hoc Ecole Normale, lam nghién
ctu sinh tai truong dai hoc Strasbourg va bao vé luan an Tién
s nam 1943. Gido su hudng dan luan an ctia 6ng la Valiron, mot
trong nhiing nha toan hoc néi tiéng nhat thoi do vé ly thuyét
ham. Vai nam sau, Valiron ciing 1a ngudi huéng dan cta giao
su Lé Van Thiém.

Trong cac nam 1944 — 1945 éng giang day tai khoa Khoa hoc
& Grenoble, sau dé chuyén vé Nancy, nhan mot chic gidao su 6
khoa Khoa hoc. Chinh trong thoi gian nay, ong sang tao ra cong
trinh ndi tiéng vé ly thuyét cac ham suy rong.

Nam 1953 Laurent Schwartz tré vé Paris, lam gido su cho dén
1959. Ong giang day tai truong Ecole Polytechnique tir 1959 dén
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1980, roi lam viéc 6 truong Pai hoc Paris 7 ba nam, cho dén ngay
nghi huu nam 1983.

Cong hién 16n nhat cho toan hoc ctia Laurent Schwartz 1a cac
cong trinh ctia ong vé ly thuyét phan bo, dugc viét vao nhiing
nam 40. Nhing tu tudng ctiia 6ng theo huéng nay dugc trinh
bay lan dau tién nam 1948 trong bai “M4 rong khai niém ham,
dao ham, bién déi Fourier va cac ung dung toan hoc, vat ly”.

Ly thuyét phan b6 1a su mé rong dang ké phép tinh tich phan va
vi phan. Do nhu cau ctia Vat ly hoc, Heaviside va Dirac da mé
rong phép tinh véi cac ung dung dac biét. Tuy nhién, phuong
phap ctia ho, cing nhu nhitng phuong phap tuong tu vé cac
phép tinh hinh thic khong duge xay dung trén mot nén tang
toan hoc chat ché. Pé nhiing nghién ctu ctia ho cé6 thé tré
thanh mot ly thuyét méi thuc su ctia vat ly hoc, can trang bi
cho n6 mot co sé toan hoc viing chac. Chinh Dirac da c¢6 1an naéi:
Khi ban dinh xay dung mot lyj thuyét méi nao trong vat ly, cai duy
nhat ma ban cé thé tin tudng la toan hoc. Laurent Schwartz da
phat trién mot ly thuyét lam co sé cho cac phuong phap tinh todn
néu trén trong vat ly, lam cho nhitng phuong phap do tim dugc
ttng dung hét stic rong rai trong nhitng linh vuc khdc nhau.

Francois Treves da noi vé cong trinh ctia Laurent Schwartz nhu
sau: “Tu tudng cua Laurent Schwartz da cho mét cach ly giai
théng nhat tat ca cac ham suy rong tham nhap trong giai tich
nhu la nhitng phiém ham tuyén tinh lién tuc trén khoéng gian cac
ham kha vi vé6 han triét tiéu ngodi mét tap compdc. Ong da cho
moét cach moé ta cé hé théng va chat ché, hoan toan dua trén gidi
tich ham triru tugng va ly thuyét déi ngau. Ciing can nhac lai
rang, mot cach ly gidi nhu vay da cé trude day trong cong trinh
cuiia André Weil vé tich phan cdac nhém compac dia phuong ... Do
su doi héi cua tinh kha vi trong 1y thuyét phan bé, khéng gian cac
ham thit va déi ngau ctia chiing déi khi rat phiic tap. Piéu nay
dan dén nhitng nghién ctiu séi néi vé cac kkhéng gian vector topo
Ichong thuoéc cac pham tru quen thudéc nhu khong gian Hilbert va
khoéng gian Banach. Nhitng nghién cttu nay, dén lugt minh, chiéu
roi nhitng anh sang maéi lén nhiéu linh vuc ctia Gidi tich thuan tuy,
nhu Phuong trinh dao ham riéng, hodic Ham sé bién sé phiic.”

Nhing tu tuéng ctia Laurent Schwartz c¢6 thé ap dung cho
nhiéu khong gian ham thit khac nhau, nhu chinh 6ng va nhiéu
ngudi khac da chi ro ... Herald Bohr, ngudi giéi thiéu cong trinh
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ctia Laurent Schwartz trong budi trao Gidi thuéng Fields ngay
30 thang 8 nam 1950 tai Harvard da mo ta cac cong trinh cta
Laurent Schwartz viét nam 1948 nhu sau: “Chiing chac chan sé
tré thanh nhitng coéng trinh kinh dién ctia toan hoc thoi dai chiing
ta ... Toi nghi rang, nhitng ngudi trich dan céng trinh ctia éng,
cung gibng nhu téi, sé phai kim nén mét niém phan khich dé
chiu, dé nhin thay su hai hoa tuyét voi ctia mét cau triic tinh todn
ma ly thuyét nay dan chiing ta dén, va dé hiéu tam quan trong va
uu viét cia chiing dbéi véi nhiéu phan cua gidi tich cao cap, nhu
Ly thuyét pho, Ly thuyét thé vi, va toan bé 1y thuyét phuong trinh
dao ham riéng.”

Ngoai giai thudng Fields, Laurent Schwartz con nhan dudgc giai
thudng ctia Vién han 1am khoa hoc Paris cac nam 1955, 1964, 1972.
Nam 1972 6ng dudgc bau lam Vién si Vién han lam Phap. Ong
dugc phong tién si danh du ctia nhiéu trusng dai hoc, trong dé
c6 Humboldt (1960), Brussels (1962), Lund (1981), Tel-Aviv (1981),
Montreal (1985) va Athens (1993).

Khong chi 1a nha toan hoc ndi tiéng, Laurent Schwartz con dugc
biét dén nhu la mot trong nhing tri thire 16n sudt doi dau tranh
vi tu do ctia cac dan toc. Laurent Schwartz néi rang, nhing
nam & Ecole Normale da xac dinh hoan toan khuynh huéng
chinh tri cia 6ng: Chéng chién tranh va bao vé nhing gia tri
cia con ngudi. Cudn sach “bong Duong cap cau” (Indochine
SOS) ctia Andrée Viollis da cho 6ng thay r6 toi ac ctia chti nghia
thuc dan Phap 6 Pong Duong. Quan diém chinh tri ctia 6ng thé
hién r6 nhat trong phong trao chéong chién tranh xam lugc ctia
dé quéc My 6 Viet Nam. Ong dé xuéng khau hiéu “Mat tran dan
toc gidi phong sé chién thang” thay cho khau hiéu ma 6ng cho
la mo ho ctia phong trao chong chién tranh Viét Nam 6 Phap
thoi d6 “Hoa binh & Viét Nam“. Hoat dong ctia Uy ban quéc gia
Viét Nam do ong sang lap da gay dugc tiéng vang 16n. Ong hét
stc tu hao khi vao khoang 1€ Noel nam 1966, nhan dugc buc
dién cam on va chuc mitng ctia Chti tich H6 Chi Minh. Ong dén
Viét Nam nhiéu lan trong thoi ki con chién tranh, véi tu cach 1a
thanh vién trong Toa an quodc té xét x1r toi ac chién tranh ctia
My & Viet Nam (mot t6 chiic quéc té do nha toan hoc, nha triét
hoc néi tiéng ngusi Anh, giai thudng Nobel vé van hoc nam 1950,
huan tudéc Bertrand Russell sang lap). Nhiing chuyén di vé cac
lang qué Viét Nam da lam cho 6ng thiy yéu mén dac biét dat
nudc va con ngudi Viet Nam. Khong gi ¢6 thé néi day du hon
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tinh cdm ctia ong v6i Viét Nam bang chinh nhimng 16i 6ng viét
trong hoéi ky ctia minh: “Viét Nam da ghi dau an trong cuéc doi
toi. Toi tirng biét dén Pong Duong thudc dia, qua cudn sach clia
André Viollis viét nam 1931, ma té6i doc nam 1935. Liic dé6 t6i vita
tron 20 tuéi. Cudc dau tranh ctia téi cho tu do cla dat nude nay
la cude dau tranh dai nhat ctia cuéc doi téi. Toéi da yéu, va mai
mai yéu Viét Nam, nhitng phong canh, nhitng con ngudi tuyét vdi,
nhitng chiéc xe dap. Trong t6i, c6 mét chiit nao dé la nguoi Viét
Nam. Gap ngudi Viét Nam, nghe tiéng ho néi chuyén véi nhau
trong xe buyt (ma tat nhién la téi khong hiéu), téi cam thay mot
niém hanh phtic khéng cat nghia duoc. Soi giay tinh cdm da néi
lien téi v6i dat nude nay.”

Nam 1998, khi Vién Toan hoc té chiic Hoi nghi quéc té nhan 80
nam ngay sinh ctia Gidao su Lé Van Thiém, Laurent Schwartz
da rat xac dong thong bao cho Ban t6 chiic rang 6ng rat mudn
sang Viét Nam thém mot lan nita, nhung tiéc 1a stic khoé khong
cho phép. Khi 6ng qua doi nam 2002, to Thong tin toan hoc ctia
Hoi toan hoc Viét Nam c6 dang mot bai viét dé tudng nhé ong.
Duong nhu ong biét trudc diéu do, nén da viét trong hoi ki
ctia minh: “Les Vietnamiens ne m'oublient pas” (Ngudi Viét Nam
khong quén toi).
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PHUGNG TRINH DAI SO
MOT AN SO

Ngd Bao Chau
Dai hoc Chicago, My

Tém tat

Tu thé ky 20 truée Cong nguyén, ngudi dan thanh Babylon
da biét giai phuong trinh bac hai. Nhung phai dén thé ky
16 sau Cong nguyén, cac nha toan hoc ctia thsi Phuc hung:
Tartaglia, Cardano, Ferrari, méi tim ra 16i giai cho phuong
trinh bac ba va bac bon. Pau thé ky 19, Abel va Galois,
hai thién tai toan hoc bac ménh, ching minh nghiém cta
phuong trinh dai s6 téng quat bac tit nam tré di, khong thé
biéu dién dudc nhu moét biéu thic dai s6 véi can thic nhu
trong truong hgp da thirc bac khong qua bén. Cong trinh
cua Galois, viét ra nhu 16i trang troi trudc gio dau sung,
sau do6 dugc xem nhu moc kKhai sinh ctia Pai sb hién dai.

Ly thuyét Galois hién dai dugc phat bi€u trén co s6 cac
khai niém mdé rong truong va nhom Galois. Nhing khai
niém nay khong dé nam bat. Muc dich ctia bai viét nay la
giup nhing ngudi méi hoc nam bat nhirng khai niém do,
thong qua viéc tim hiéu moé thic ma chung xuat hién trong
qua trinh tim nghiém ctia nhing phuong trinh dai s6 cu
thé.

Ngudi viét cho rang hau hét khai niém tuéng nhu triru
tuong déu c6 coi ngudn & nhitng thao tac toan hoc cu thé
va thong dung. Nguai viét cang cho rang chi khi duge nang
lén tam khai niém, cac thao tac toan hoc méi tré thanh
nhiing cong cu tu duy that su manh mé. Cau chuyén sap
k€ vé y thuyét Galois c6 thé xem nhu mot minh ching.

D€ hiéu bai viét nay, ngudi doc can mot sé kién thiic co
ban vé dai sb tuyén tinh, trong dé dac biét quan trong la
khai niém chiéu ctia khong gian vector.
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1. Lich s cua bai toan

Vao thé ky tha bay trude cong nguyeén, 16i giai cho phuong trinh
bac hai téng quat

x?+ax+b =0, (8.1)
da dudc nha toan hoc Brahmagupta, nguci An do, trinh bay
mot cach tuong minh 6 dang

—a++/d
2 b

v6i d = a® — 4b 1a biét thuc ciia phuong trinh bac hai.

Trudc do, tir khodng thé ky 20 trudce cong nguyeén, ngusdi Babylon
da tim 16i giai hinh hoc cho bai toan tuong duong tim hai canh
ctia hinh chit nhat biét truée chu vi va dién tich ctia né. Dau vét
ctia nhung phuong phap hinh hoc khac nhau dé giai phuong
trinh bac hai da dugc phat hién trong hau hét cac nén van minh
c6 dai tir Babylon, Ai cap, Hy lap, An do, Trung Hoa ...

X = (3.2)

Phuong trinh bac ba tong quat ciing duge ngudi Babylon nghién
ctru. Ngudi Hy lap c6 dai da thir xay dung nghiém phuong trinh
bac ba bang thuéc ké va compa nhung khong thanh cong.

Nha toan hoc Trung Hoa Wang Xiaotong dua ra 16i giai cho 27
phuong trinh bac ba khac nhau, nhung khong dua ra phuong
phap d€ giai phuong trinh bac ba tong quat.

Pang k€ nhat la phat hién ctia nha thd ngusi Ba tu Omar
Khayyam s6ng vao thé musi mot. Ong ching minh rang nghiém
c6 thé xay dung nghiém phuong trinh bac ba bang cach lay giao
hai dudng conic. Ngoai ra, ong phat bi€éu rang khong thé xay
dung nghiém phuong trinh bac ba chi bang thuéc ké va compa.
Omar Khayyam khong dua ra mot cong thiic cho nghiém ctia
phuong trinh bac ba gidong nhu cong thuc (3.2) cho phuong
trinh bac hai.

Phai cho dén thoi ky phuc hung, nha toan hoc Tartaglia, song
d Y vao thé ky thi mudi sau, méi dua ra cong thic téng quat
dau tién cho nghiém ctia phuong tinh bac ba

ax’* +bx* +ex+d =0, (3.3)
6 dang

x= -t (brct (3.4)

~ 3a c)’ )
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trong do

oAy + /AT — 1A
c:\/ 1t S (3.5)

VGi Ay, A, 1a cac da thie tuong minh véi bién s6 a, b, ¢, d.

Loi gidi cho phuong trinh bac ba qua la rac roi, nhung 16i giai
cho phuong trinh bac bon ctia Ferrari con rac réi hon nhiéu.

Nha toan hoc Joseph Lagrange, ngudi Y, la ngudi dua ra mot
phuong phap chung dé€ giai ca phuong trinh bac ba va bac bén.
Phuong phap ctia Lagrange dua trén khai niém giai thic ma
chung ta sé xem xét ky luong.

Ruffini da nghién cttu phuong phap ctia Lagrange va nhan thay
rang noé khong thé mé rong ra cho phuong trinh c6 bac nam va
bac cao hon nua.

Abel 12 ngudi dau tién dua ra chiing minh chit ché va khang
dinh phuong trinh bac nam téng quat khong thé giai duge bang
can thuc. Binh ly Abel-Ruffini cing dugc Galois, mot nha toan
hoc ngudi Phap, ching minh mot cach doc lap. Nhung ong di
xa hon Abel va dua ra mét khai niém cé tinh chat cach mang,
do la nhom Galois.

2. Ve phat biéu cua bai toan

Bai toan ta quan tam chinh 14 viéc bi€u dién nghiém ctia phuong
trinh da thuc
apx" + a x4+ =0, (3.6)

duéi dang mot biéu thic véi bién sb ag, a, ..., ma trong do ta
dugc quyén dung bon phép toan thong thuong va can thuc.

D€ hiéu ro6 thé nao la biéu dién dugce dusi dang mot biéu thic
nhu thé, ta sé can khai niém trudsng va mdé rong truong. Vi du
nhu cac bi€u thuc vé6i bién sé ag, ay, ...,a, ma chi dung bén
phép toan thong thudng va véi hé sé hitu ti, 1a truong sinh ra
bdi ag, ai, ..., an.

Cau héi biéu dién nghiém bang can thuc thuc ra van khong
chuan. That vay phuong trinh bac n ¢6 thé cé t6i n nghiém cho
nén dé hét map mad can lam ré ta mudn biéu dién nghiém nao
trong s6 n nghiém d6. Di nhién trong cong thuc (3.2), dau + cho
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phép ta biéu dién ca nghiém ctia (3.1). Trong khi d6, cong thtc
cua Tartaglia (3.5) duong nhu cho ta sau nghiém khac nhau
ctia phuong trinh bac ba, cai ro rang 1a khong thé.

Thuc ra ta khong c6 cach nao dé chon mot trong n nghiém ctia
phuong trinh (3.6). Khai niém nhom Galois sinh ta chinh la dé
lugng hoa su map md nay. Ngugc lai, nhu ta s€ phan tich, cau
truc ctia nhém Galois sé quyét dinh viéc phuong trinh (3.6) c6
thé gidi dudc bang can thiic hay khong.

3. MG rong bac hai

D€ gidi phuong trinh bac hai (3.1), ta thuc hién phép ddi bién
y = x + 2. Sau khi d6i bién, phuong trinh (3.1) d€ quy vé dang
don gian hon

Y —d=0. (3.7)
Ta c6 thé coi day 1a mot cai meo dé quy phuong trinh bac hai
tong quat (3.1) vé phuong trinh bac hai rut gon (3.7).
Ta cting c6 thé thay déi quan di€m: Khong quan tam dén viéc
tim ra dang chinh xac (3.2) ctia nghiém ntira, ma chi quan tam
dén viéc nghiém c6 th€ biéu dién dudi dang biéu thtc dai sb6
ctia v/d. Lap luan c6 thé sé phic tap hon, nhung sé mé ra cho
ta mot tam nhin mdi.
D€ lam don gidn van dé, gi st cac hé s6 a, b 1a s6 hitu ti. Ta
biét rang trong C, phuong trinh (3.1) ¢6 hai nghiém. Ta sé ky
hiéu «,; € C la mot trong hai nghiém cta né. Gia st «; ¢ Q, khi
do tap cac sb6 phuc c6 dang

L={m+no | m neQ},
1a mot khong gian vector hai chiéu trén Q. Tir dang thic
of = —(aoy +b),

ta suy ra rang néu u, v € L thi uv € L. Ta ctng c6 thé ching
minh rang néu u e L — {0}, thi u~! € L. Nhu vay L 1a mét truong
con cua C. Néu xem nhu khong gian vector trén Q, né c6 chiéu
bang 2. Vi thé ta noéi rang L 12 mot mdé rong bac hai ctia Q.

Ta d€ y thay nghiém con lai, ky hiéu la «,, ctia da thuc

P=x*+ax+b,
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cung nam trong L. That vay, da thic bac hai P da ¢c6 mot nghiém
oy € L, nghiém con lai o, cting phai nam trong L va cung khong
la s6 hitu ti. N6i cach khac, mé rong bac hai sinh béi «,, trung
v6i m6 rong bac hai sinh béi o,

{m+nay | m, neQ}.

Suy tir (3.2) ra thi cA mé rong bac hai sinh béi «; hay «, déu
trung v6i mé rong bac hai sinh béi can bac hai ctia biét thirc

QWdl = {m+n\/a | m, neQ}. (3.8)

DPay ctung la mot cach dé dién dat viéc cad «; va «, déu co6 thé
viét dugc duédi dang c6 dang m ++/d v6i m, n € Q.

Pinh 1y 3.1. Cho P € Qx] la mét da thitc bac hai bat kha quy,
L la mé rong bac hai cua Q sinh béi mét trong cdc nghiém ctia P.
Khi dé L = Q[vd] véid = a* — 4b.

Dé thay rang, néu L 1a mé rong bac hai ctia Q, khi d6 méi phan
t o« € L — Q la nghiém ctia mot phuong trinh bat kha quy bac
hai nao do. Vi thé ta c6 thé phat biéu lai dinh ly trén 6 dang co6
dong hon:

Pinh 1y 3.2. Moi md rong bac hai ctia Q déu c¢é dang L = Q[/d]
v6i d la mot s6 hitu t nao do.

M6 rong ra phuong trinh bac cao hon, ta cé6 thé dinh nghia ranh
rot khai niéem phuong trinh giai dugc bang can thic.

4. Phuong trinh giai dudc bang can thic

Tit nay tré di, ta sé€ thay truong cac s6 httu ti b6i mot trusng K
bat ky. Thay cho truong cac sb6 phtec, ta cho truéc mot truong
dong dai s6 chira K. Xin nhéc lai rang truong K dudc goi 1a dong
dai s6 néu moi da thiic P € K[x] bac n déu c6 dung n nghiém
trong K, néu ta dém ca boi. Ta sé chi xét t6i cac mé rong cua K
chua trong K.

ba thuc bacn
P=x"+ax""'+ - +aneK[x,
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dugc goi 1a bat kha quy néu né khong thé phan tich duge thanh
tich ctia hai da thic c6 bac nhé hon. Gia st P 1a mot da thic
bac n bat kha quy. V6i méi nghiém « € K ctia P, ta dat

Klod = {mg+myoc+ - +mu ™' | mg,...,mu1 €K}, (3.9)

St dung dang thiic o™ = —(a,«™ '+ - -+a,), ta chiitng minh dugc
rang néu u, v € Kl thi uv € K[a]. Ngoai ra, néu u € Klo] — {0}
thi u™! € K[od. N6i cach khac, K] 1a mot trusng con ctia K. St
dung gia thiét P 1a da thuc bat kha quy, ta chung minh dugc
rang K[a], xem nhu khong gian vector trén truong K, c6 chiéu
bang n. N6i cach khac, Kl 1a mot mé rong bac n cua K.

Ta néi nghiém « c6 thé biéu dién dudc bang bi€u thitc dai s6
v0Gi can th@e néu ton tai mot chudi mé rong truong lién tiép

K:K()CKlCKQC"'CKT, (310)

sao cho v6i moi i € {1, 2, ...,7}, K; la moét mé rong bac n; cta
Ki_; co dang
Ki >~ Ki_i[x]/(x™ — B3),

va sao cho K[x] < K,.

Khai niém md rong truong da cho phép ta phat biéu ranh rot
cau hoi lieu nghiém « ctia P ¢6 thé biéu dién duéi dang t6 hop
dai s6 va can thirc hay khong. N6 con cho phép ta dat ra nhimng
cau hoi khac, sau sac hon, vé nghiém ctia da thuec.

5. Phu thuéc dai s6 gitra cac nghiém

Nhu & trén, ta van ky hiéu P € K[x] la mot da thuc bat kha quy
bac n, va « la mot nghiém ctia P trong K, K[x] 1a mé rong bac n
ctia K bao gém cac t6 hdp dai s6 ctia o nhu (3.9).

Khac véi trudng hgp bac 2, khin > 3, néu «, va «, 1a hai nghiém
khac nhau ctia P, cac truong con Kl;] va K[a,] ctia K, c6 thé 1a
khac nhau, nhu ta thay trong vi du sau day.

Xét truong hop K = Q va da thiic P = x* — 2. Néu « € K 1a mot
nghiém ctia P thi hai nghiém con lai s€ 1a j« va j?«. O day ta st
dung ky hiéu
2 2
j:cos?ﬂ%—isin?ﬂ, (3.11)
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12 can bac ba nguyén so cia don vi. Dé thay Q[«] # Qfj«] vi néu
dau bang x4y ra thi ta sé co j € Q[a]. Mat khac, mdé rong Q[j] la
mdé rong bac 2 ctia Q vi j 1a nghiém ctia da thice bac hai x?+x+1,
cho nén no6 khong thé ndm trong mot md rong bac ba. That vay,
néu Q[j] = Ql«] thi Q[od sé 1a mot khong gian vector trén trusng
Qlj], cho nén chiéu ctia n6 nhu khong gian vector trén Q phai
la mot s6 chan. Trong trusng hgp nay, cac mé rong bac ba ung
v6i 3 nghiém ctia P = x3 — 2 1a d6i mot khac nhau:

Qlad # Qljad # Q% ed. (3.12)

Khi K = Q[j], P = x* — 2 van la da thuc bac ba bat kha quy trong
K[x]. Nhung khi dé cac md rong bac ba cta K ung v6i 3 nghiém
cua P = x3 — 2 1a trung nhau:

Klod = Kljod = K[j?«]. (3.13)

Ta nhan thay 6 truong hgp dau, « va jo khong phu thudc dai s6
v6i nhau so v6i truong co s6 K = Q. N6i cach khac jo khong thé
biéu dién dugc nhu t6 hgp dai s6 ctia « véi hé sé hiru ti. Tuy
vay, néu ta mé rong truong cd sé thanh K = QJj], thi « va jx tré
nén phu thudc dai so.

Vi du nay dua ta dén véi khai niém truong phan ra ctia mot
da thuc bat kha quy. Truong phan ra ctia mét da thuice 1la cong
cu d€ do su phu thudc dai sb gitia cac nghiém ctia né. Truong
phan ra sé 16n néu cac nghiém cé it quan hé dai s6, truong
phéan ra sé nhoé néu cac nghiém c6 nhiéu quan hé dai sé.

ba thuc bat kha quy P € K[x] bac n dugc goi 1a tach dude néu
noé c6 n nghiém doi mot khac nhau trong K. Trong truong hgp
dac s6 khong, moi da thuc bat kha quy déu tach dugce. Trong
truong hop dac sb p > 0, c6 nhiing da thuc bat kha quy nhung
khong tach duge. Trong bai nay, ta sé chi xét dén nhung da
thire bat kha quy tach dudgc.

Cho P € K[x] 1a mot da thuce bat kha quy bac n tach duge c6 hé
s6 dau bang mot. Ta ky hiéu «y, «y, ..., x, € K la cac nghiém
ctia P, va goi truong phan ra ctia K 1a truong con ctia K sinh
béi «y, oy, ..., x,. Trong vanh da thic L[x], da thic P phan ra
hoan toan

P=(x—o)...(x —an),

thanh tich cac thita s6 bac mot.
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D€ lam 1o y nay, ta thuc hién mot khao sat. Ky hiéu L 1a truong
phan ra ctia P, khi d6 L 1a trudng con cuc tiéu chia tat ca cac
truong con K], Klas] ..., K[x,], con goi la compositum ctia
Klou], Kla] ..., K[x,]. Ky hiéu L; 1a compositum ctia Kloy], K[oo]
..., Kletn, Khi d6 ta ¢6 chudi mé rong truong lién tiép

K=L[yclLjc---cL,=L.

Ky hiéu 1; 1la bac ctia mé rong L;/L; ;. Truong phan ra L 1a mé
rong bac L1, ...1, ctia K. Cac s6 nguyén 1, l,, ..., |,, phdn anh
muc do phu thuoc dai sb gitta cac nghiém o, «y, ..., &,. Ta c6
thé khéo sat chung tuan tu nhu sau

e Vi P la mét da thic bat kha quy bac n cho nén L, 1a mé
rong bac 1, = n caa L.

e Xét mdé rong tiép theo L,/L,. Pa thic P xem nhu phan t
ctia L;[x] khong con bat kha quy nita, ma cé thé phan tich
duogc thanh

P = (X — Oél)Q

Thanh phan Q c6 thé 1a da thiic bat kha quy, c6 thé khong.

e Néu Q la mot da thirc bat kha quy, bac n — 1, thi L, s€ la
mot mé rong bac l, = n — 1 caa L,. Trong truong hgp nay,
o va oy khong c6 quan hé dai sé gi v6i nhau.

e Néu Q e L;[x] khong phai da thic bat kha quy, ta c6 thé
phan tich né thanh Q = Q,Q; véi Q, 1a da thuc bat kha
quy c6 nghiém la «,. Khi dé6 L, 1a mé rong ctia L, c6 bac 1,
bang véi bac ctia da thie Q,. Trong truong hgp nay o, va
o, €6 phu thudc dai s6.

e Tiép tuc v6i mé rong Ls/L,. ..

Qua khao sat nay ta thay 1, > 1, > --- 1a mot day s6 nguyén
giam that su va tir d6 suy ra 1, -- -1, < nl. Day s6 nay do mic
d6 phu thuoc dai so gitra cac nghiém o, oy, ..., a, ctia P.

6. Nhom Galois cua moét da thic

Cho P e K[x] la mot da thiic bat khd quy bac n tach dugc.
Nghiém ctia n6 trong K la oy, oy, ..., &, d6i mot khac nhau.

22

https://tieulun.hopto.org



Ta ky hiéu L la truong phan ra, trudng con cuia K sinh ra béi
X1, X1y ooty K

Nhém Galois I x 14 nhém cac tu dang cadu mé rong L/K : Cac
tu dang cau ctia mé rong L/K 1a cac song anh o : L — L bao toan
cau truc vanh va ciu truc khong gian vector ctia L trén truong
K. Néu khong c6 nguy co nham lan, ta viét gidn luge chi sb va
ngam hiéu I' = I k. D€ nhan manh sy phu thuoc vao P, chung
ta ciing sé goi I' 1a nhom Galois ctia da thuc P.

Cho o € T'va « € L 1a mot nghiém cua P, khi d6 o(«) cing la mot
nghiém cua P. Vi vay nhom Galois I' tac dong 1én tap hgp cac
nghiém ctia P. VGi ky hiéu da chon {«;, ..., .}, cac nghiém ctia
P da dugc danh s6, tac dong ctia I' 1én chung dudce cho béi dong
cau nhom

pp:l— Ty,
vao trong nhom cac hoan vi cap n.

Pinh ly 6.1. Dong cau pp : I' — Y, la don anh. Tac dong ctia T
len tap {1, 2, ..., n} la tac dong bac cau. S6 phan tit cua I’ ding
bang véi bac ctia md rong L/K.

Chiing minh khing dinh thit nhat khéng khé. Néu o nim trong
hach cua pp, thi o(;) = «; v6i moi nghiém cuia P. Trong hoan
canh nay, o tac dong tam thuong lén toan bo L vi L dugce sinh
ra béi o, &, ..., xn.

Chiing minh khang dinh thit hai va thi ba khé hon mot chuit.
Trudc hét ta chiing minh rang moi déng cau K - dais6 &£: L — K
déu c6 anh la L. That vay moi dong cau nhu vay déu bao toan
tap {o«1, o1, ..., xn}, ma tap nay sinh ra L, chonén &(L) = L. Nhu
vay ta da ching minh rang

Autg (L) = Homg (L, K) (3.14)

Pé chiing minh khang dinh thi ba, ta chi con can ching minh
rang _

[Homy (L, K) | = degy (L). (3.15)
Mot md rong hiru han L ctia K goi 1a mé réng tach dudc néu
né thoa man tinh chat nay.
Néu L = K[x]/P v6i P € K[x] 1a mot da thuc bat kha quy bac n
tach dugc thi L 1a mé rong tach duge. That vay, trong truong
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hgp nay, cho mot déng cau o : L — K tuong duong véi cho o(x)
la mot nghiém ctia P trong K va c6 dung n nghiém khac nhau
nhu vay.

Co6 th€ chitng minh dudc rang compositum ctia mé rong tach
dudc Ky, Ky, ..., K, v6i K ¢ K; = K 1a mé rong tach duge. ! Vi
thé, truong phan ra ctia mot da thirc tach duge 1a mot mé rong
tach dudgc.

Ta quay lai chitng minh khang dinh thit hai: Tac dong cta T
lén tap cac nghiém {«, ay, ..., .} la tac dong bac cau. Ta sé
chiing minh ton tai o € Auty (L) sao cho o(x;) = xy. Trude hét ta
c6 dang cau G : K[x;] — K[x,] cho béi oy — xy Vi &1 va ay ¢6 cling
da thtc cuc ti€u la P. Ta can ching minh rdng © c6 thé thac
trién thanh mot tu dang cAu o: L — L.

D€ két thuc ching minh, ta can stt dung thém mot tinh chéat
nita cia mé rong tach duge: Néu L/K 1a mot mé rong tach dugce,
thi ton tai B € L 1a phan tit sinh ctia L. N6i cach khac ton tai
B € L sao cho L = K[B]. 2

M6 rong L/K[oy] cang la mé rong tach dude, cho nén ton tai
B, € L sao cho L = K[o;][;]. Ta c6 thé phat trién

0 : Kloy] — Kle],
thanh mot dong cau c6 dang
o : Kloy][B1] — Klewa] [Bal,
v6i B, € K dudc lua chon thich hop. St dung (3.14), ta co
Kloe][Bo] =L,

va o la mot tu dang cau ctia L nhu ta mong muén.

Ta c6 thé tom tat cac thong tin trong muc nay nhu sau. Méi da
thuce bat kha quy P ing mot nhém Galois I'. Néu cac nghiém ctia
P trong K dudc danh s6 thi ¢6 thé coi I' nhu mot nhém con ctia
nhom déi xing cap n, co tac dong bac cau lén tap {1, 2, ..., n}.
S6 phan tir cia I' dung bang bac ctia truong phan ra.

1Xem chung minh trong sach Algebra ctia Lang.
2Xem ching minh trong sach Algebra ctia Lang.

24

https://tieulun.hopto.org



7. Tuong wng Galois

Nhu ta da thay trong muc trude, néu L la truong phan ra ctia
da thurc bat kha quy tach duge P € K[x], thi mé rong L/K cé tinh
chat s6 phan tir cia nhém Auty (L) dang bang véi bac ctia mé
rong. Mé rong L/K dudc goi 1a mé rong Galois néu tinh chat nay
dugc thod man. Truong phan ra ctia mot da thuac bat kha quy
luon luon 1a mé rong Galois.

M6 rong L/K goi la mé rong tach duge néu ton tai mot da thic
bat kha quy P e K[x] tach dugc sao cho L ~ K[x]/(P), tat nhién c6
thé c6 nhiéu da thiic P nhu thé. Dé thay néu L = K[x]/(P) 1a mé
rong tach dugc nhu trén va la mé rong Galois, thi L la truong
phan ra ctia P. N6i cach khac mé rong Galois la truong phan
ra ctia mot da thic nao dé. Mat khac, né cé thé déng thoi la
truong phan ra ctia nhiéu da thic khac nhau.

Khong phai mé rong nao cung la mé rong Galois. Quay lai vi
du (3.12) mé rong bac ba Q[a] cua Q, véi « 1a mot nghiém ctia
x3 — 2. Néu o € Autg(Q[«) thi o(«) cing phai 1a mot nghiém ctia
x® — 2. Theo (3.12) thi o khong thé 1a mot tu dang cau ctia Q[«
tru truong hgp o = 1.

Noi cach khac Q[«] khong phai biéu dién Galois.

Ngudc lai, theo (3.13) thi K[«]/K 1a mé rong Galois v6i K = Q[j]
v6i j 1a can nguyén so bac ba ctia don vi (3.11). Téng quat hon

Pinh 1y 7.1. Néu x™ — a € K[x] la mgt da thitc bat kha quy tach
dudc, khi dé néu K chita can nguyén so bac n cua don vi, thi véi
moi nghiém « € K cua da thiic x™ — a, md rong L = K[a] ctia K la
md rong Galois.

Cac mé rong trung gian gitta K va L c6 thé dudce phan loai dua
vao I'. Pay thuong dudc coi la ménh dé quan trong nhat trong
ly thuyét Galois, va dugc goi twong wng Galois. Van dé cai gi
quan trong nhat luén luon cé thé ban cai.

Pinh ly 7.2. M6i mé rong trung gian K < L’ < L ting v6i mot nhém
con I’ cia T bao gom cac phan tity € T tac déng lén L nhu mot
anh xa L'-tuyén tinh. Tuong tting nguoc lai dude cho bgi L' = 1",
Hon nita, L’ la mé réong Galois ctia K khi va chi khi T’ la nhém con
chuan tac cuaT. ®

SNhom con I'" < T dudc goi 1a nhém con chuan tic néu véi moi y e T, ta
coyl’y=t=r".
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Trong truong hgp do, taco v x =T/T".

Trong muc 5, ta da khao sat truong phan ra L ctia mot da thic
bat kha quy P € K[x] thong qua chubi mé rong lién tiép

K:LOCL1CL2C~--CLn:L,

véi L; 1la compositum cta K], Klas], ..., Klxi]. Chudi mé rong
tuong tng véi chudi cac nhém con ctia T

r:rojrlj"'Drn:O. (3.16)

C6 thé chitng minh dudcrang Iy ='nY,_;v6imoii=1,2, ..., n,
trong do Y,,_; 1a nhém con cac phan tt cia Y,, ¢b6 dinh cac phan
ta 1,2, ..., itrong tap {1, 2, ..., n}.

Cac nhoém con Iy, Iy, ... n6éi chung khong phai la nhém con
chuan tac ctia T, va L, L,, ... khong phai la mé rong Galois
cua K. Trong mot muc sau, muc 8, chung ta sé khao sat ky
truong hgp chudi mé rong Galois.

.~ 2 2 e -
8. Tiéu chuan de giai dudc phuong trinh
bang can thuc
Xét vi du cho béi chubi cac mé rong can thirc nhu 6 (3.10)
K=KycK;c - cK,, (3.17)

v6i K; ~ Ki_;[x]/(x™ — B;). Gia thiét rang K chira cac can nguyén
so cua don vi bac ny, n,, ..., n,. Khi dé v6i moi i, K; 1a mé rong
Galois ctia K;_;, va tir d6 ta c6 thé suy ra K, 1a mé rong Galois
cua K. Ky hiéu I = T, ., ta sé ¢6 chudi cac nhém con chuan
tac nhu sau:
r:roDrlDrgD-'-

vGi

N1/l =Tk ki, =~ Z/MNZ.
Noi cach khac, nhém TI' 1a nhom giai dugc.

Pinh 1y 8.1. Cho P € K[x] la m¢t da thitc bat khd qui bac n tach
duoc v6i hé sb trong truong K cé can nguyén so ctia don vi 6 moi
cap r < n. biéu kién can va dii dé nghiém ctia P c6 thé biéu dién
nhu mot biéu thiic dai sé véi can thiic la nhém Galois ctia P la
nhém giai dugc.
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Cho « € K 12 mot nghiém ctia P. Nhu da phan tich trong muc 4,
« biéu dién dudc dudi dang biéu thiic dai sé c6 can thiic tuong
duong véi viéc ton tai mot chudi mé rong lién tiép nhu (3.17),
v6i Ki ~ Ki_[x]/(x™ — Bi), va K[a] = K,. Vi truong phan ra L ctia
P 1a mé rong Galois nho nhat chita K[o cho nén:

Kc L cK,.

biéu nay kéo theo s = I la thuong ctia I'. Véi diéu kién
truong co s I' chita di can nguyén so ctia don vi, ta da chira é
trén l1a I' la nhom giai duge. Vi vay nhém Galois Iy ctia da thuc
P cung la nhém giai dugc. I'p 1a nhém giai dugc 1a diéu kién can
dé « biéu dién dudc nhu mot biéu thiic dai sé v6i can thiic.

D€ ching minh diéu kién nay cung la diéu kién da, ta can
chiing minh rang néu K la mot truong c6 nghiém nguyén s cap
n ctia don vi va néu L/K 1a mé rong Galois c6 nhém Galois dang
cau v6i Z/nZ, thi tén tai B € K dé sao cho

L~ K[x]/(x™ = B).

Gida stt mé rong L la trudng phan ra ctia moét da thice bat kha
qui P € K[x] c6 bac n. Néu «y, oy, ..., an la cac nghiém ctia P &
trong K thi L 1a md rong ctia K sinh bdi cac nghiém nay.

Chon mot phan tt sinh o cia nhém Galois I x = Z/nZ. Vi tac
dong cua I sk 1én tap «,, «4,..., x, la tac dong bac cau, cho
nén o tuong ung véi mot hoan vi n - chu trinh. Ta c6 thé gia st

0(a1) = g, o(0ta) = oz, ..., 0(cxn) = 4.

Chon ( € K 1a mét can nguyén so cap n cua don vi va thiét 1lap
giai thwc Lagrange:

E=oy+ Qg+ -+ oy,

Lap luan nhu trong truong hop n = 3, ta thay &™ = B 1la mot
phan tt ctia K va tir dé suy ra rang

L~ K[x]/(x™ = B).
D€ biét mot phuong trinh c6 thé€ giadi duge bang can thiic hay

khong, ta “chi can” biét xem nhom Galois ctia n6 c6 thé gidi
dugc hay khong. Tinh nhém Galois ctia mot da thuc P tuy y
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hoan toan khong dé. Quy trinh khao sat trinh bay trong muc 5,
cho ta moét s6 thong tin vé nhém Galois, trong dé c6 mot chudi
nhom con (3.16), nhung do thuong la nhung nhom con khong
chuan tac. Trong trusng hop ctia da thiic téng quat

P=x"+ax" '+ - 4+a, e KK, (3.18)
v6i K = k(aj, a, ..., a,) la trudng cac phan thuac véi bién so6
ai, dy, ..., n, lap luan nhu trong 9, ta thay I'» = Y. Nhu vay

déi v6i phuong trinh téng quat, ta can tim hiéu v6i n nao thi
nhom déi xang Y, la nhom gidi duge. Ta sé chi ra rang cac
nhom Y3, Y, 1a gidi duge va nha dé co thé tim ra cong thuc biéu
dién nghiém ctia phuong trinh bac ba va bac bén. Trong khi dé
Y, la nhom khong giai dugc v6i moi n > 5.

9. Phuong trinh bac ba

Loi gidi phuong trinh bac ba cta Tartaglia kha phuc tap va né
giong nhu mot cai gi tir trén troi roi xudng. Loi gidi phuong trinh
bac bon ctia Ferrari con phuc tap hon nira. Sau nay, Lagrange
dua ra phuong phap rat dep dé tim ra phuong phap chung cho
16i giai cuia Tartaglia, Cardano va Ferrari. Ong sang tao ra mot
cong cu méi, goi 1a resolvent, ma chiing ta sé tam chuyén ngir
thanh “giai thuac”.

D€ minh hoa cho céng dung ctia phuong phap Lagrange, ta sé
trinh bay 18i gidi phuong trinh bac ba téng quat theo phuong
phap nay véi chut it hé trg ctia ly thuyét Galois. Mac du phuong
phap giai thiic clia Lagrange c6 thé dién giai dé dang bang ly
thuyét Galois, ta cing nén luu y la nhém Galois sinh ra sau
phuong phap giai thac Lagrange.

Trong dai s6 hién dai, ta c6 thé gan cho chu t6°ng quat mot
nghia chinh xac: Ta chon truong co sé

K =k(a,b,c) >R =k[a,b,cl,

la trudng cac biéu thic httu ti v6i bién s6 a, b, ¢ va hé s6 nam
trong mot trudng k nao do6. Pa thiic bac ba tong quat la da thiic

P=x*+ ax? 4+ bx +c € R[x].
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Ta sé gia st rang truong k c6 can nguyén so bac ba ctia don vi.
Noi cach khac da thtc x® — 1 € k[x] phan ra hoan toan thanh:

X3 —1=(x—1)(x—7j)x—i?),

v6i j € k 1a can nguyén so bac ba ctia don vi. Lay vi du, ta c6 thé
chon k = Q[j] v6i j nhu trong (3.11).

Cho K 1a mot truong dong dai s0 chita K, va goi «y, ae, a3 1a cac
nghiém ctia P § trong K. Truong phan ra ctia K :

L= k((Xl, X, 063) oS = k[O(l, X2, 063],

la truong cac thuong ctia cac da thuc cé bién sb oy, y, oz thoa

—a = ]+ X+ O3
b = X Xg + KXoz + X301
—C = K1XaX3

C6 thé ching minh dudgc rang S 1a module tu do cap sau trén
vanh R va L 1a khong gian vector c6 chiéu bang sau trén trusng
K. Nhu vay nhém Galois I' ctia P ¢6 sau phan t va vi vay no
chi c6 thé 1a toan bo nhém déi xing V3. D€ giai phuong trinh

bac ba téng quat, ta sé khao sat nhém déi xing Y. Ta sé thé
hién mot hoan vi cap ba nhu trong vi du sau: (2,3,1) la hoan vi
1 - 22— 3,3 - 1. Cac phan tit cia V3 c6 thé duge phan loai
nhu sau

e Phan tr don vi (1,2, 3).
e Phan tr c6 2-chu trinh (2,1, 3), (1,3,2), (3,2, 1).
e Phan tr 3-chu trinh (2,3,1), (3,1, 2).

bong cau dau sgn : Y3 — {£1} gan cho ba phan tit c6 2-chu
trinh dau —1 va gan cho ba phan t con lai dau +1. Hach cta
dong cau dau sgn : Y3 — {£1} la nhém luan phién ©3;. Nhém
nay c6 3 phan tu:

E.‘)3 = {(17 27 3)7 (27 37 ]-)7 (37 17 2)}
va dang ciu v6i nhém xich Z/3Z. Tém lai ta cé day khép
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v6i ©3 ~ Z/37Z. Nhom Y3 1a nhom giai duge.
Nhom con ©; tuong ing véi mé rong trung gian K, = L®: bao
gom cac phan ti ctia L ¢6 dinh dudi tac dong ctia ©3. Ta cé
chu6i cac mé rong lién tiép

Kc K, c L

véi K, /K 1a mé rong Galois cap hai c6 nhéom Galois Z/27Z, va
L/K, la mé rong Galois cap ba c6 nhom Galois Z/37.

Qua trinh biéu dién nghiém ctia phuong trinh bac ba phé qua
nhu biéu thuc dai s6 c6 can thic c6 thé chia thanh hai buéc:

e St dung day khép (3.19) dé xay dung mé rong trung gian.
K ¢ K; < Lvéi K, /K la mé rong Galois cap hai c6 nhém
Galois Z/27, va L/K, 1la mé rong Galois cap ba c6 nhém
Galois Z/37Z.

e Biéu dién cac md rong trung gian K, /K dudi dang

Ky = Kxl/(x* = 1),
va L/K, duéi dang L = K, [x]/(x® — B2).
Ta c6 th€ viét tuong minh mot phan tix ctia K :
& = (ot — ax)(og — az)(ox3 — otq).

Dé thay 6 l1a 6n dinh dudi tac dong ctia ©;. Ta cing d€ y ngay

thay 6% = —d véi
d=]]( — ),
i#j

la biét thure ctia P. Biét thirc d 1a mot phan tir ctia K va ta c6

K, ~K[xl/(x% + d). (3.20)
That vay, ta c6 dong cau trusng:

Kbd/(x* + d) — K,
xac dinh béi x — . Vi cd hai vé déu la khong gian vector hai
chiéu trén K, vi dong cau truong luon la don anh, cho nén né

bat budc phai la song anh.
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N6i cach khac, moi phan titr cia K déu c6 thé biéu dién mot
cach duy nhat dudi dang m + nd v6i m, n € K.

D€ chiing t6 phuong trinh tong quat bac ba c6 thé giai dudgc
bang can thtec, ta chi con can ching minh rang mé rong L/K,
c6 thé biéu dién dudgc duéi dang phuong trinh

L =K, /(x* = B),
v6i mot phan t B € L, nao dé. Ky hiéu o = (2,3,1) 1a hoan vi
tac dong lén cac nghiém ctia P nhu sau: o(o;) = oy, 0(xs) = a3
va o(az) = . Gidi thice Lagrange c6 dang:

E, = X1 +j0€2 +j2063.
Ta nhan thay rang:

o(8) =j'E va o*(&) =j%,

va tu do suy ra

B =Eo(&E)o’(8) =&

Phan tit B bi€u dién nhu tich £0(£)o?(€) hién nhién c6 tinh 6n
dinh duéi tac dong cta o. Vivay B € K,.

Ta khang dinh ring
L~ K x/(x* - B). (3.21)
That vay ta c6 dong cau vanh
b K X/(x* = B) - L

xac dinh béi x — £ vi &3 = B. Vi 0(§) # &, chonén & ¢ K, va anh
cua dong cau ¢ 1la mot mé rong trung gian

Kcim($) <L

véi K # im(¢). Ta nhan thay chiéu ctia im(¢) nhu khong gian
vector trén K phai bang ba vi mé rong bac ba L khong thé chiia
trong n6é mot mé rong bac hai.

No6i cach khac, dong cau ¢ la toan anh. Vi khong gian nguon
va dich c6 ciing sé chiéu, ¢ 1a dang cau. Nhu vay moi phan ti
cuia L, trong d6 c6 a4, oy, &3, c6 thé biéu dién mot cach duy nhéat
dudi dang

2 s
my + my& + meé&”, v6i my, my, my € K.
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Ban than & thod ma phuong trinh & = 8 v6i B € K. Moi phan
tlt ctia K, déu c6 thé biéu dién mot cach duy nhat dusi dang
m+nd véi m, n € K va 8% = d. Chiu kho tuong minh hoa cac hé
sO m, n, my, My, My, ta s€ tim lao duge cong thirc Tartaglia (3.5)
cho nghiém ctia phuong trinh bac ba téng quat

X+ ax?+bx+c=0.

10. Phuong trinh bac bon

Pinh ly 10.1. Nhém Y, la nhém giai dugc.

Ky hiéu S la tap {1,2,3,4} va ¥,(S) la tap cac tap con cta S cé
dung hai phan tr. Tap nay c6 6 phan tir chia thanh ba cap cac
tap con d6i nhau:

{1,2},{3,4}
{1,3},{2,4}
{1,4},{2, 3}

va goi @,(S) la tap cac cap tap con déi nhau nhu trén. Ta co
anh xa 2-1
Y, (S) — D5(S). (3.22)

Nhom Y, cac hoan vi cua S, tac dong mot cach tuong thich 1én
D, (S) va ¥,(S). Tac dong ctia Y, 1én @,(S) cho ta mot dong cau
Y4 — Y3. Khao sat ky hon tac dong Y, 1én @,(S) va ¥,(S) ta co
day khop

0— (Z/27)* > Y4 — Y3 —0 (3.23)
va tit d6 suy ra rang nhom Y, 1a nhom giai duge.
Ban doc c6 thé dung gidi thiic Lagrange dé tim ra biéu thic
can thic cho nghiém phuong trinh bac bén téng quat, giong
nhu truong hgp phuong trinh bac ba da trinh bay 6 muc 9.

11. Phuong trinh bac nam trd lén

Pinh ly 11.1. Véi moin > 5, Y, khong phdi la nhém gidi duoc.

Nhém déi xing YV, ¢6 dong cau dau véi hach la nhém luan
phién O,
0> 0n —Tn— {+1} >0 (3.24)
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Co6 thé ching minh rang v6i moi n > 5, nhém luan phién 6,
la nhom don, tic 1a mot nhém khong ¢6 nhém con chuan tac,
ngoai nhém tam thuong va chinh no.

Nhoém con chuan tic 1a hgp ctia mot sé6 16p lién hop va sé phan
tr cia nhém con bang vé6i téng sé phan tir ctia mot sb 16p lién
hop. Mat khac, téng s6 nay phai 1a uéc ctia s6 phan tit ctia ©;.
Bang cach liét tat ca cac 16p lién hgp ctia ©5 va luc lugng ciia
chung, ta nhan ra rang téng luc lugng ctia mot sb 16p lién hop
ciia ©; khong thé dung bang mot uéc thuc su ctia 60. Vi thé
nhom ©; khong ¢6 nhéom con chudn tac nao ngoai chinh né va
nhém tam thuong.

Ban doc c6 thé chitng minh bang qui nap rang ©,, 1a nhém don
v6i moi n > 5 xuat phat tir truong hop n = 5.
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Evariste Galois

Nguoi dich: Luu Trong Luan !
Dai hoc FPT

Evariste Galois 2 sinh tai Bourg La Reine (gan Paris) 1a con ong
Nicholas Gabriel Galois va ba Adelaide Marie Demante. Cha me
Galois déu la nhung tri thuac duge giao duc ky vé triét hoc, van
hoc c6 dién va ton gido. Tuy nhién, khong ai trong gia dinh
Galois boc 160 kha nang toan hoc. Me ctia Galois 1a ngusi thay
duy nhéat day dé ong cho dén nam 12 tudi. Ba day ong tiéng Hy
Lap, La tinh va ton gido, cung la ltuc ba bat dau gieo tu tudng
hoai nghi ctia minh cho con. Cha ctia Galois la ngudi c6 anh
huéng trong cong dong va nam 1815 dugc bau lam thi trudng
Bourg-la-Reine.

Thoi diém bat dau nhitng su kién lich st dong vai trdo quan
trong trong cudc doi Galois chinh la cuéc danh chiém nha ta
Bastille ngay 14/07/1789. Tix luc d6, vuong triéu Louis 16 bi lung
lay dir doi khi dong ddo ngusi dan Phap doan két lai nham lat
dd su cai tri dac quyén clia gido hoi va nha nuéc.

Bat chap nhiing nd luc théa hiép, vua Louis 16 da bi mang ra
xét xt sau khi tim cach trén khéi dat nuéc. Sau khi nha vua
bi hanh hinh vao ngay 21/01/1973, nuéc Phap roi vao tinh trang
kinh hoang véi nhiéu phién xét x(t chinh tri. Dén cubi nam 1793,
0 t6i 4595 ti nhan chinh tri bi giam gitt 6 Paris. Tuy nhién, tinh
hinh dat nudc cung bat dau sang stia hon sau khi quan doi
nuéc nay, dudi su chi huy ctia Napoleon da gianh hét chién
thang nay dén chién thang khac.

Napoleon tré thanh Dé nhat Tong tai vao nam 1800 réi 1én ngoi
Hoang dé vao nam 1804. Quan doi Phap tiép tuc chinh phuc
chau Au trong khi quyén luc ctia Napoleon ngay cang dudc ciing
c6. Nam 1811, Napoleon dat dén dinh cao quyén luc. Nhung dén

lNguén: www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Galois.html
2Nha toan hoc ngusi Phap (25/10/1811 - 31/05/1832)
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nam 1815 thi quyén luc dé sup d6. Cudc tan cong Nga nam 1812
that bai kéo theo nhiing cudc bai tran khac. Quan lién minh
tién vao Paris ngay 31/03/1814. Napoleon thoai vi ngay 6/4 va
Louis XVIII dudc lién minh dua lén lam vua. Nam 1815 chung
kién 100 ngay ndi tiéng. Napoleon tién vao Paris ngay 20/3, bi
danh bai tai Waterloo ngay 18/6 va thoai vi lan tha hai ngay
22/6. Louis XVIII duge khoi phuc ngoi vua nhung mat vao thang
9/1824. Charles X tré thanh vi vua mdi.

Galois luc nay dang di hoc. Ong vao hoc 16p 4 noi tru trusng
Lycée of Louis-le-Grand ngay 06/10/1823. Trong hoc ky dau tién,
mot cude noéi loan nhd né ra va 40 hoc sinh bi duéi hoc. Galois
khong lién quan dén su viéc nay. Nam hoc 1824 — 1825, ong dat
hoc luc gidi va nhan nhiéu gidi thudng. Tuy nhién, nam 1826,
Galois phai hoc lai vi mén hung bién khong dat yéu cau.

Thang 2/1827 la thsi difm mang tinh budc ngoac trong cudc doi
Galois. Ong vao 16p toan dau tién ctia minh, 16p ctia M. Vernier.
Ngay lap tirc, ong da bi toan hoc cuén hut va gidao vién hudéng
dan nhan xét:

Niém dam mé toan hoc da chi phéi cau ay, toi nghi tot nhat la ba
me cau Gy nén cho phép cau khong hoc bat kiy mén gi khac ngoai
trit mon nay. Cau ay dang lang phi thoi gian & day, lam phién
cac gido vién va chube lay nhiéu hinh phat.

Hoc ba ctia Galois bat dau xuat hién cac tir ca biét, ky di, lap
di va hudng noi. Cé 1€ day la nha toan hoc lap di nhat cia moi
thoi dai. Thay giao M. Vernier nhan xét:

Thong minh, tién b dang ké nhung chua dii phuong phap.

Nam 1828, Galois thi vao truong Bach khoa Paris nhung trugt.
bay la truong dai hoc danh tiéng & Paris va Galois muén thi
vao truong dé thuan 1gi cho viéc hoc. Péng thaoi ong cing mudn
vao trudng vi luc nay phong trao chinh tri trong giéi sinh vién 6
day dang dién ra rat manh meé trong khi Galois muén theo buéc
cha me 6ng tré thanh ngudi tich cuc ing hd phe cong hoa.

Tré vé lai Louis-le-Grand, Galois ghi danh vao 16p chuyén toan
cua Louis Richard. Tuy nhién éng lai tap trung ngay cang nhiéu
vao nhing nghién ctu clia riéng minh va it dé y dén viéc hoc
tai truong hon. Ong nghién cttu moén hinh hoc ctia Legendre va
cac luan an ctia Lagrange. Richard nhan xét:
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Cau sinh vién nay chi thich tap trung vao nhitng van dé dinh cao
ctia toan hoc.

Thang 4/1829 Galois cong bd cong trinh toan hoc dau tién vé
lién phan s6 trén Annales de mathématiques. Ngay 25/5 va 1/6
ong gui cac bai viét vé phuong phap giai cac phuong trinh dai s6
cho Vién han lam Khoa hoc. Cauchy la ngusi dugc phan cong
danh gia cong trinh nay.

Bi kich ap dén véi Galois vao ngay 02/07/1829 khi cha ong tu
ta. Linh muc x&t Bourg-la-Reine da gia mao tén ctia thi truéng
Galois trén nhing bai cham biém nhiam vao nhiing ngusi than
cua gia dinh Galois. Cha ctia Galois la nguoi toét va vu scandal
da vuogt qua stc chiu dung ctia ong. Ong da treo c6 tur sat trong
can ho ctia minh & Paris, cach Louis-le-Grand, noi con minh
dang hoc chi vai buéc chan. Galois da bi tac dong nghiém trong
béi cai chét clia cha minh va né da dnh hudéng 16n dén huéng
di sau nay cuia ong.

Vai tuan sau cai chét ctia cha minh, Galois tiép tuc dang ky
thi vao truong Bach khoa Paris lan thu hai. Lan nay ong lai
truct, c6 1€ mot phan do né roi vao thoi diém tdi té nhat ngay
sau cai chét ctia cha ong, mot phan do 6ng chua bao gio gioi
viéc dién dat nhing y tudng toan hoc sau sac ctia minh. Vi thé
Galois danh phai vao hoc tai Ecole Normale, mot nhanh ctia
truong Louis-le-Grand. D& vao dudgc day, ong da phai du ky thi
ta tai ma néu vao dude truong Bach khoa Paris thi Galois da
khong can dén né. Ong thi dau va nhan bang tét nghiép ngay
29/12/1829. Nguoi danh gia mon toan nhan xét:

Sinh vién nay déi khi dién dat 1 kién kché hiéu nhung cau ta théng
minh va béc 16 tinh than nghién cttu ddc biét.

Giam khao mon van thi nhan xét:

Pay la sinh viéen duy nhat co két qud rat té, cau ta tuyét déi chang
biét gi. Ho néi véi toi cau ta cé kha ndng toan phi thudng. That
ngac nhién vi sau buéi thi nay, téi tin la cau ta chi c6 mot chuit
thong minh.

Galois gtti thém cho Cauchy bai nghién ctru ve ly thuyét phuong
trinh nhung sau d6 nhan ra né trang véi mét phan trong cong
trinh dugce dang sau khi mat ctia Abel. Sau d6, Galois theo 16i
kKhuyén ctia Cauchy giri mot bai nghién cttu méi vé diéu kién
phuong trinh gidi duge bang can thuc vao thang 2/1830. Bai
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bédo dudc gtii cho Fourier, thu ky ctia Vién han lam Paris dé xét
duyét Gidi thudng 16n vé toan hoc. Fourier mat thang 4/1830 va
cong trinh nay ctia Galois khong bao gio dugc tim thay nira.

Galois, sau khi doc cong trinh ctia Abel va Jacobi da bat tay
vao viéc nghién ctu ly thuyét ham eliptic va tich phan Abel. Véi
su ho trg ciia Jacques Sturm, ong da cong bdé 3 bai bao trén
Bulletin de Férussac vao thang 4/1830. Tuy nhién, thang 6, ong
biét dugc rang giai thudng ctia hoc vién sé duge dong trao cho
Abel (sau khi mat) va Jacobi va cong trinh ctia ong da khong hé
dudc xem xét.

Thang 7/1830 nd ra cudc cach mang. Vua Charles X phai tron
khéi nuéc Phap. Bao dong dién ra trén cac duong phd Paris
va giam doc truong Ecole Normale, M. Guigniault, déong cong
truong dé ngan sinh vién ra ngoai tham gia bao dong. Galois
tim cach tréo tuong dé tham gia nhung khong thanh. Thang
12/1830 M. Guigniault viét mot s6 bai bao chi trich sinh vién
va Galois viét thu dap tra trén Gazette des Ecoles, chi trich M.
Guigniault vi hanh dong giam sinh vién bén trong truong. Vi la
thu nay ma Galois bi dudi hoc va gia nhap do6i phao binh ctia Vé
binh qubéc gia, mét nhanh dan quan tu vé theo phe cong hoa.
Ngay 31/12/1830, doi phao binh cia V& binh quodc gia bi hoang
gia ra lénh giai tan vi vua méi Louis-Phillipe lo ngai day la mot
moi de doa déi v6i ngai vang.

Hai bai cong bd nhd, mot ban téom tat dang trén trén Annales
de Gergonne (12/1830) va mot 1a thu vé viéc giang day khoa hoc
trén Gazette des Ecoles (2/1/1831) l1a nhiing &n pham cudi cing
trong doi ong. Thang 1/1831 Galois no luc quay tré lai v6i toan
hoc. Ong t6 chiic vai 16p vé dai s6 cao cap thu hut 40 sinh vién
dén du budi dau tién nhung sau doé con sé nay nhanh chong
giam xudng. Ong dugc Poisson moi giri phién ban tha ba cta
cong trinh ctia minh vé phuong trinh cho Vién han lam va ong
da thuc hién ngay 17/1.

Ngay 18/4, Sophie Germain viét mot la thu cho ban c6, nha toan
hoc Libri ké vé tinh hinh ctia Galois

... cdi chét ctia M. Fourier, la mat mdt qud I6n cho sinh vién Galois
ngudi ma cho du tinh tinh ky quadac, da boc 16 thién hudéng théng
minh. Nhitng bat hanh nay qud lén dén né da khién Galois bi
duéi khdi Ecole Normale. Anh ta khong tién bac. Ho néi anh ta sé
bi dién hoan toan. Téi sg diéu nay la that...
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Cudbi nam 1830, tat ca 19 si quan thudc doi phao binh ctia Vé
binh quéc gia bi bat va bi két toi am muu lat dé chinh quyén.
Ho dudc tuyén trang an va ngay 09/05/1831, ¢6 200 ngudi theo
phe cong hoa tap trung an téi miung viéc nay. Trong bua tiéc,
Galois nang ly trong khi tay cam con dao gam dang mé ra nhu
vé ham doa nha vua, Louis-Phillipe. Sau bita an t6i, Galois bi
bat va giam tai nha tu Sainte-Pélagie. Ong dudc tha ra sau
phién xit ngay 15/6.

Ngay 14/7, ngay dién ra cudc tan cong nha tu Bastille va Galois
bi bat tré lai vi da mic dong phuc ctia doi phao binh ctia Vé binh
quoéc gia von da bi giai tan. Luc dé ong cang dang mang trong
ngudi mot khau sung truong da nap dan, vai khau sung ngan
va mot dao gam. Galois bi dua trd lai nha tu Sainte-Pélagie.
Thai gian nay, ong nhan dudc tin cong trinh cia minh da bi bac
bd. Poisson nhan xét:

Lap luan ctia Galois chuta dii 16 rang va chua dugce phdt trién day
dil dé cho phép chiing t6i ddanh gid dudc tinh chinh xdc ctia né.

Tuy nhién, 6ng da khuyén khich Galois cong bé mot ban tém tat
day @ hon cong trinh ctia minh. O trong nha ti Sainte-Pélagie,
Galois da c6 dung dao tu tt nhung nhiing ban tu khac da ngan
ong lai. Khi say rugu trong tu1, 6ng boc 16 tam hon minh:

Ban cé biét toi thiéu gi khong? Toi chi tiét 16 véi ban théi: Po la
ngudi ma téi chi cé thé' yéu thuong va yéu thuong trong tam kham.
Toéi da mat cha t6i va khoéng ai cé thé thay thé dugc éng, ban cé
hiéu kchong?

Thang 3/1832, mot tran dich ta quét qua Paris va nhing tu
nhan, trong d6 cé Galois, dugc chuyén dén trai Sieur Fault-
rier. Noi day, duong nhu 6ng da phai long Stephanie-Felice du
Motel, con gai mot bac si dia phuong. Sau khi ra tu ngay 29/4,
Galois viét thu qua lai véi Stephanie va ro rang 1a cé nay da tim
cach né tranh cuodc tinh.

Cai tén Stephanie xuat hién nhiéu lan bén 1€ cac ban ghi chép
cua Galois. Galois dau sung véi Perscheux d’Herbinville ngay
30/5 ma ly do khong ai r6 nhung chac chan viéc nay co lién
quan dén Stephanie. Mot trong s6 nhing ghi chép nay c6 cau:

Cé gi d6 can bé sung trong chitng minh nay. Nhung téi lai khong

co thoi gian.
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Chinh diéu nay da dan dén huyén thoai rang 6ng da danh dém
cudi cung viét lai tat cA nhiung gi 6ng biét vé ly thuyét nhom.
Cau chuyén nay c6 vé nhu da dugc phong dai 1én.

Galois bi thuong trong cudc dau sung va bi d’'Herbinville va
nhiing nguai di theo bdé méac cho dén khi mét nong dan tim thay.
Ong mat tai bénh vién Cochin ngay 31/5 va dam tang dudc to
chiic ngay 2/6. N6 tré thanh tam diém ctia cudc néi loan ctia
phe cong hoa kéo dai nhiéu ngay.

Em trai Galois va ban ong, Chevalier, da sao chép lai cac bai
viét lién quan dén toan hoc ctia 6ng va gui cho Gauss, Jacobi
cung nhung ngudi khac. Galois cung tiing mad udc duge Jacobi
va Gauss nhan xét cong trinh ctia minh. Ngudi ta khong tim
thay nhan xét ctia nhiing ngusi nay. Tuy nhién, cac bai bao da
dén tay Liouville, ngudi vao thang 9/1843 cong bo trude vién han
lam rang ong da tim thay trong cac bai bao ctia Galois mot 16i
giai chinh xac.

... vtta chinh xdc vita sédu sac cho bai toan tuyét voi sau: Cho mot
phuong trinh bat khd quy véi bac nguyén tb, xét xem né cé giai
duoc bang can thitc khong?

Liouville xuat ban nhiing bai bao ctia Galois trén tap chi ctia
minh nam 1846. Ly thuyét ma Galois phac thao trong nhiing bai
bao nay ngay nay dudgc goi 1a ly thuyét Galois.
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NGHICH PAO MOBIUS

Ngo Quang Hung (Pai hoc Buffalo, My)

Phép nghich dao Mobius khéi nguyén la mot cong thuc trong ly
thuyét s6. Pén nhiing nam 1960 thi Gido su Gian-Carlo Rota
cho chung ta thay cong thuc trong ly thuyét s6 la mot truong
hgp dac biét cia mot cong thic ap dung trén cac tap thu tu ban
phan (poset). Cong thic Mébius tong quat c6 nhiéu tung dung
trong Toan va May Tinh. Trong bai nay ta rao qua ching minh
cua phép nghich ddo Mébius trén cac tap tha tu ban phan va
mot vai ing dung ctia no.

1. Ba vi du

1.1. Toan t& hop

Cong thtc inclusion-exclusion néi rang, d€ dém téng s6 nhoc ti
c6 Chi Phéo 1a b6 hoac thi Né la me, thi ta cong s6 con cua chi
Phéo véi s6 con cuia thi NG trix di s6 con chung. Né6i cach khac,
cho n tap hgp hitu han A,,--- , A, thi ta c6 thé tinh luc lugng
cua hoi ctia chung bang cong thic:

‘U?—l Ai = Z?:l |A1‘ - lei<j<n ’Al N A]| —+
Zl<i<j<k<n AL Ay N A =+ (-t A1 n - Ayl

Cong thic nay mot s6 sach noéi 1la cia Abraham de Moivre;
nhung c6 vé n6 xuat hién nam 1854 tit mot bai bao ctia Daniel
da Silva, va lan ntta nam 1883 trong mot bai bao cia Joseph
Sylvester [11].

Bai tap 1.1. Nam 1891, Francois Edouard Anatole Lucas (cha
dé bai toan thap Ha Noi) dat cau hoéi sau day: “cho mot cai ban
tron va m cap v chéng, c¢6 bao nhiéu cach dé€ xép ho ngdi nam
nit xem ké sao cho khong cap vg chong nao ngoi ké nhau?" Ta
c6 thé dung cong thiic IE dé tra 16i cau héi ctia Lucas.
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1.2. Ly thuyét s6
Trong ly thuyét s6 c6 mot cong thirc goi 1la cong thirc nghich dao

Mébius [10], xinh hon hoa hau! Coéng thiic nay phat biéu nhu
sau: Cho 2 ham s6 f, g bat ky trén mién s6 nguyén duong, ta co

f(n) = > g(d), \n>1

din

tuong duong voi

g(n) =) u(d)f(n/d), vn>1
din

trong do p(d) 1a ham Mobius dinh nghia nhu sau

1 dlatich cha mot sé chan cac s6 nguyén té6 khac nhau

u(d) =< —1 dla tich ctia mot s6 1é cac s6 nguyén td6 khac nhau

0  d cé udc so6 la binh phuong ctia mét sé6 nguyén to

August Ferdinand Mobius la moét nha thién van ngudi bBuc, tung
la trg ly ctia Gauss; 6ng cung la tac gia caa cai bang Mobius
Iting danh trong hinh hoc To6-po.

1.3. Hinh to-po

Cong thiic da dién Euler phat biéu rang v — e + f = 2, trong do
v,e,f 1a tong sb6 dinh, canh, va mat ctia mot khéi da dién ba
chiéu. Euler kham pha ra cong thiic nay nam 1752, nhung cé
vé nhu Descartes cung da biét n6 tir 1640. Tram nam sau, nam
1852, Schlifli phat biéu cong thiic téng quat cho cac da dién
16i trong khong gian n-chiéu, nhung ching minh dang phai cho
dén ngudi khéng 16 Henry Poincaré (1893, [4]).

Cong thuc Euler tong quat, ciing goi la cong thiic Euler-Poincaré,
phat biéu nhu sau. Goi F; 1a téng s6 “mat” i-chiéu ctia da dién
n chiéu (“mat” 0-chiéu la dinh, mat 1-chiéu la canh, van van).
Ta quy uéc F, = 1 va F_; = 1 d€ viét cho tién. Thi ta c6 cong thiic
Euler-Poincaré
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1.4. Gian-Carlo Rota

Nam 1964, trong bai dau tién ctia mot chudi bai bao kinh dién
dat nén mong cho ly thuyét t6 hop dai sb [5], Gian-Carlo Rota
cho chung ta biét ca ba coéng thic trén ching qua la trudng
hop dac biét ctia phuong phap tinh nghich ddo Mobius trén cac
tap hop thit tu mét phan (partially ordered set, hay poset). Ma
phuong phap nghich dado Mébius trén posets thi chdng qua chi
la phat biéu sau day: néu A 1a mot ma tran vuong kha nghich,
thi x = Ay tuong duong véi y = A~'x. Pai sb6 tuyén tinh muén
nam! Rota c6 quyén sach rat thu vi c6 nhiéu giai thoai ndi tiéng
trong giGi chuyén mon tén la “Indiscrete Thoughts” [6].

Duéi day chung ta duyét qua phuong phap ctia Rota, ching
minh ca ba cong thtic trén, va ching minh bé dé Sauer-Shelah
dé tu thudng cong.

2. Nghich dao Mobius trén posets

2.1. Tap hop thu tu ban phan (Poset)

Poset dai khai 12 mot tap hop ma ta c6 thé so sanh 16n nhé
gitta mot s6 cap phan tit nhung khong nhat thiét 1a so dugc tat
ca cac cap. Thut tu 16n nhd nay c¢6 tinh bac cau (transitive) va
khong tao ra thu tu luan quan.

Cu thé hon, mot poset (tap thi tu ban phan) 1a mot cap (P, <)
trong do P la mot tap hop va < la mot quan hé nhi phan (hay
quan hé hai ngoi) gitta cac phan tr ctia P théa man 3 tinh chat

1. x<yvay<zsuyrax < z, v6i moi x,y,z € P (tinh bac cau
— transitive)

2. x < x,Vx € P (tinh phan xa - reflexive)

3. x <yvay < x suy ra x = y (tinh phan xing - antisymmet-
ric)

Vi du 2.1. P = B, la tap tat ca cac tap con cua [n] va quan
hé nhi phan la <, nghia la X < Y néu va chi néu X ¢ Y. Cai
poset nay goi la dai sé Bool (Boolean algebra). Xem vi du trén
Hinh 5.1.
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DD
o X g

Hinh 5.1: Pai s6 Bool Bj

Vi du 2.2. P = D,, la tap tat ca cac uéc so duong ctia n, quan
hé nhi phan la quan hé “chia hét”, nghia la i < j néu va chi néu
i]j. Ky hiéu i|j nghia 1a j chia hét cho i (hay i chia hét j). Xem vi
du trén Hinh 5.2.

Hinh 5.2: Poset cac uéc sb cuia 60

Vi du 2.3. P la tap tat ca cac “mat” (faces) cia mot da dién
(polytope) trong khong gian n chiéu; va x < y néu mat x chaa
trong mat y. Mat réong cang 1la mot mat véi chiéu —1, va toan
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bo da dién 1a mot mat véi sé chiéu bang n. Poset nay con goi 1a
face lattice ctia polytope. Xem vi du trén Hinh 5.2.

(abode)

[eabIecbIeadIecd} [abcd}

ONONCREED
@)

Hinh 5.3: Face lattice ctia hinh Pyramid

2.2. Ham Moébius cua poset

Nhirng di€u ta viét sau day dang cho mot truong K tuy hi va cac
posets vo han (mién la né httu han dia phuong!). D€ cho don
gian, ta phat bi€u cac két qua véi K = C va cac posets httu han
thoi.

Goi (P, <) la mot poset httu han. Ta xét cac ma tran « kich thuéc
|P| x |P| sao cho «(x,y) = 0 néu x £ y. Khi x < y thi «(x,y) € C
tity hi. Tap cac ma tran nay goi la dai sé ké (incidence algebra)
cua P, ky hiéu 1a I(P). Trong dai s6 ké thi ma tran § dinh nghia

bang
1 x=
5(x,y) = {O ) 7&3

la ma tran don vi.

Pinh ly 2.4. Cho trudc poset (P, <) trong dé P hitu han. Xét mot
ma tran « € 1(P) tuy y thi « kha nghich néu va chi néu «(x,x) #
0,Vx e P.

INghia 1a s6 cac thanh vién nam gitta mot cap x va y la httu han véi moi
cap x,y.
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Chitng minh. Néu ta vé “d6 thi" ctia P bang cach xem P nhu tap
cac dinh va vé mot mui tén tit x dén y néu x < y (nhu trong
Hinh 5.1 va 5.2) thi ta ¢6 mot do thi c6 huéng nhung khong cé
vong tron (directed acyclic graph). Do do, ton tai mot cach liét
ké tat ca cac phan tir ctia P tir trai sang phai sao cho tat ca cac
mui tén déu tré sang phai hoac tré vao chinh né (loop trong do
thi). Thu tu nay goi la trat tu t6-pé (topological ordering) ctia do
thi, 1a mot bai tap co ban khi hoc cac thuat toan duyét do thi.

Néu ta viét cac ma tran o € I(P) ma cac hang va cot danh chi
s6 theo thu tu nay thi ta c6 cac ma tran tam giac trén (upper-
triangular). Do d6 « kha nghich néu va chi néu o(x,x) # 0, Vx,
nghia la cac phan tit trén dudng chéo khac khong. Luu y rang
ma tran nghich dao cing la ma tran tam giac trén, va do dé
cung thuoc vé dai so6 keé. O

Mot thanh vién quan trong ctia dai s6 ké I(P) la ma tran ¢, goi
la ham zeta ctia P, dinh nghia bang

1 <
S I

Pinh nghia 2.5 (Ham Mobius ctia mot poset). Ham Mébius ctiia
poset (P, <), ky hiéu la p, chinh la ma tran nghich dao ctia ham
zeta (. (Theo Pinh 1y 2.4 thi ¢ kha nghich.)

Ké dén ta mo ta mot cong thic dé quy dé tinh ham Mébius ctia
mot poset. Tir dinh nghia ctia phép nhan ma tran, véi «, 3 € I(P)
bat ky ta co

(B)(x,y) = Y, x(x,2)B(z,y) = D, «lx,2)B(zY),

zeP x<z<y

tai vi néu x £ z thi «(x,z) = 0, con néu z £ y thi B(z,y) = 0. Do
do, tu u¢ = 6 ta suy ra

syl = Y wx2)izy) = Y ulxz).

x=<zxy x=<zxy

Hay viét cu thé hon thi véi moi x,y € P ta c6

3 u(x,y)z{l neux =Yy (5.1)

0 néux#y.

x<zxy
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Pang thuc (5.1) suy ra cong thiic quy nap dé tinh p(x,y):

1 X =1
L, y) = = 2y BIX,2) X<y
0 x Xy

Tir cong thuc nay ta suy ra gia tri ham Mobius cho ba posets 6
trén. Hai déng thitc dau thi dé (lam bai tap), cai tha ba thi kho.

1. Néu P = B, la tap tat ca cac tap con cta [n] (dai s6 Bool),
thi
(—=1)BI-IAl A < B

”(A’B):{o AdB

2. Néu P = D,, 1a tap tat ca cac udc sb6 cuia n, thi

wlxy) = {(—1)T néu y/x la tich ctia r s6 nguyén t6 khac nhau

0 néu khong phai thé.

3. Néu P la face-lattice ctia mot da dién n chiéu thi

{(_Udim(B)dim(A) ifAcCB

A,B) = .
KA B) néu khong.

(5.2)

2.3. Nghich dao Mébius

Xét hai ham sé f, g : P — C bat ky. Ta c6 thé xem chung nhu hai
vectors trong khong gian CPl. Cong thiic nghich dao Mébius
trén poset néi hai diéu rat don gian:

f=0(g < g=uf, (5.3)

va, xoay ngang cac vectors ra thi

f=g(< g="fuL (5.4)

D€ hiéu y nghia t6 hgp clia su tuong duong nay, ta viét ro rang
hon mot chat vi ta biét {(x,y) va p(x,y) bang 0 néu x £ y. Quan
hé (5.3) noi rang:

fx) =) g(y),vxeP < g(x) =) ulxy)fly),vyeP. (5.5

x=<y x<y
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Pang thic nay ta hiéu nhu sau. Gia st ta c6 ham g gan mot
con sb g(y) vao moéi thanh vién y € P, va f gan vao moi x € P mot
con sb la tong cnia cac g(y) sao cho x < y, thi vé phai ctia (5.3)
cho ta cach tinh g dua trén f.

Dboéi ngau lai, quan hé (5.4) néi rang:

fx) =), g(y),vxeP < g(x) =) uly,x)f(y),vyeP. (5.6)

x>y x>y

Vi du 2.6. D€ c6 cong thuc Euler-Poincaré, ta ap dung (5.5)
trong do6 g(y) =1 v6iy =P va g(y) = 0 v6i moi y con lai trong P.
Khi d6, ro rang la tat ca cac f(x) déu bang 1. Dung (5.2), ta c6

0=g(@)= ¥ (~1amE-am@)gg) — 3 (_qjamE_ i .

mat B mat B i=-1

Vi du 2.7. Ap dung (5.6) cho poset P = D,,, ta c6 ngay cong thitc
nghich dao Mébius ¢6 dién trong ly thuyét so & trén.

Vi du 2.8. Con cong thitc inclusion-exclusion thi sao? Cach
hiéu sau day sé hitu dung trong nhiéu trusng hop. Gia st ta c6
mot tap “bive" U= A; u---UA,. Mdi vién bi ¢6 nhiéu mau. Cac
mau duge danh sé tir 1 dén n. Goi A; la tap cac vién bi c6 mau
i. V6i X < [n] tay y, goi g(X) 1a tap tat ca cac vién bi chi c6 diing
cac mau trong X ma thoi. Khi do,

f(X)= ) g(Y)

XcY
chinh 14 s6 cac vién bi ma méi vién c6 it nhat cac mau trong X,
va f(¢) = |U|. Do do,

(A
ieX
Ap dung (5.5) cho poset P = B,, ta két luan

N

ieY

f(X) =

0=g(@)= ), (-1

YZ[n]

Chuyén f() = |U| sang mot vé 1a ta c6 cong thic inclusion-
exclusion.
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3. B dé Sauer-Shelah

Chung ta tu thudng cong bang cach ching minh mot bé dé té
hop quan trong goi 1a bé dé Sauer-Shelah [7, 8]. B6 dé nay c6
ung dung sau sic trong ly thuyét hoc may, cu thé l1a ly thuyét
“chiéu Vapnik-Chervonenkis” (VC dimension) [13, 12].

Goi F la mot bo cac tap con caa [n]. V6i S < [n] bat ky, dinh
nghia “hinh chiéu” cia F 1én S 1a tap

Me(S) = {FnS|FeT).
Ta néi F “bam nat” S néu T4(S) = 251,

Bo6 dé 3.1 (B3 dé Sauer-Shelah). Cho truée F la mot bo cac tap
con ctia m]. Goi d la kich thudc 16n nhat clia moét tap S < ] bi F

bam nat, thi
d
n
F| < Og(n) = .
F] < Daln) E(i)

i=0

Chitng minh. Ta ching minh bd dé nay bang “phuong phap
chiéu” (Pai S6 tuyén tinh van tué!). Goi (2‘;) la tap tat ca cac tap
con cua [n] véi kich thuée bé hon hodc bang d. V6i méi F € 7,

dinh nghia mot ham sé hg : (2‘;) — R nhu sau:

1 XcF
hF(X):{o XEF

Cac ham hr 1a cac vectors trong khong gian R®«(™), C6 tat ca |7
vectors hg, do d6 néu chung doc lap tuyén tinh thi |F| < ®4(n).
Gia st chung khong doc lap tuyén tinh, nghia la ton tai cac hé
sb6 ar sao cho

Z OCFhF =0 (57)

FeF

va cac hé s6 nay khong cuing bang 0. P& cho tién, ta mé rong
dinh nghia va gan ax = 0 v6i moi X € 2M\F.

Tit (5.7), v6i X e (1) bat ky ta c6 Y 5 arhr(X) = 0, hay néi
cach khac véi X e () tuy y ta ¢6 Yyoy ay = 0. Dinh nghia

<d
Bx = Xxey 9(Y), thi ta vira thay rang fx =0,VX € (2‘&)
Goi Y la tap con nho nhat ctia [n] sao cho By # 0. (Néu ta lay tap

F € F ¢6 kich thuéce 16n nhat sao cho of # 0 thi o = Br # 0, do
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do6 ton tai tap Y nhoé nhat nhu dinh nghia.) Di nhién |Y| > d + 1.
Ta chiing minh rang Y bi § bam nat, tir d6 dan dén diéu vo ly.
D€ ching minh Y bi bam nat thi ta can ching minh, v6i Z € Y
tuy y, tén tai F € F sao cho F n Y = Z. D€ ching minh diéu nay
thi chi can ching minh

Z O(A750.

AC[n],AnY=2Z

la xong, tai vi xa = 0,VA ¢ F. Dén day ta xét poset B,, gom tat
ca cac tap con cta Y — Z (dat m = |Y — Z|). Poset nay la dai so
Bool bac m. Vé6i méi phan tt W € Y — Z, dinh nghia

g(W) = Z xx.

X:XNnY=ZuW

Va dinh nghia, véimoi V< Y - Z,

fVi= >  gw).

VewcyYy-Z

(Luu y rang ta sé dung dang (5.5) ctia nghich ddo Mdobius.) Dé
thay rang
f(V) =Bzov, VVeEBn.

Do Y la tap nhé nhat véi By = 0, ta c6 f(V) =0,VV # Y - Z, va
f(Y — Z) = By # 0. Theo nghich ddo Moébius ta co

Yo =@ = Y (—DVIE(V) = (~1)Y gy 0.

AcCn],AnY=Z VcY-Z

4. Chu thich

B0 sach cuia Stanley [10, 9] 1a tham khao quan trong nhat cho
toan t6 hgp dém bao gobm nghich dao Mébius, t6 hdp to6-po. Sach
cua Vapnik [12] néi vé ly thuyét hoc may xac suat va ly thuyét
chiéu Vapnik-Chervonenkis. Mot tham khao tuyét voi khac cho
toan T hop la quyén sach ctia van Lint va Wilson [11]. Trong
nganh may tinh, nghich ddo Mdébius cé tng dung trong cd sé
dit lieu [2], thuat toan [3, 1].
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