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LOI NOI PAU

Trudce khi viét mdt chuong trinh mdy tinh, cho di1 don gian nhat,
bit cu ai, du & trinh d¢ nao, cang déu phai suy tu it nhidu vé THUAT
TOAN. Trong tong thé kién thic vé TIN HOC, ciac Thuit toan
(Algorithms) cung véi Cau tric Dt ligu (Data Structure) duge xem
la nhing tri thuc quan trong hang dau vi khong thé thiu doi véi bat
ky ngudi Iap trinh (ing dung hay hé théng) nao muén dat myc dich
v8i hidu qua cao nhat.

Tuy nhién, cho dén nay, trong hau hét cac 4n phim va giso trinh
Tin hoc, cac thuat todn déu trinh bay & dang qua “ném na” hay
rutm ra qua vai vi dy bing loi hay cdc lvu do (flowcharts); hofie lai
qud tritu tugng khi ding dén cic khai nidm cda Iy thuyét va 4 phic
tap thult toan. Do d6, ngutti doc cling nhy ngudi 14p trinh deu cam
thiy thi€u cic cin aif tin cily vé cac thuat todn - nhing “diém tya”
wing dé tao ra thé gidi cac chudng trinh, phin mém ... nhu thé nha
béc hoc Archiméde cd xua timg mo udc dung cho “don biy” n: Ang
bong ca trii diat. Cac khieém khuyét d6 da duge khic phuc tron ven
trong cudn sich nay. N6 duge djch tron ti nguyen ban tiéng Anh
cubn “Algorithms™ [cGa Robert Sedgewick, Princeton University
(USA), Second Edition}, do Addison-Wesley Publishing Co. tdi ban
nhiéu lan; vh nghy nay da tré thanh mdt trong cdc tu libu “kinh
dién” ca vé 1y thuyét lin thyc hanh, cho ngudsi lap trinh trén the gidi.

Muyec tiéu chi chot cia cudn sach nay 1a téng hdp cé he théng cic
phuong phap cd ban, tit nhidu lanh vuc ¥ng dung riéng bidt, nhim
cung cAp cac giai thuat tot nhat di duge kiém chuing va cong ba, dé
giai cdc bai todn cy thé bang may tinh.

Cudn sich gom 45 chuung, chia thanh tim phan theo cic pham
tra Wng dung ldn. Cic chuong duge trinh bay theo trinh ty tir can



ban dén cao cip. Tuy vy, ban doc c6 thé sit dyng tirng phan tuong
d6i doc 1ap, theo nhu ciu riéng cua minh.

Cudn siich duge djch va xuit ban thanh hai tap:

e Tap I (da xuit ban) : Cac thuat toan théng dung, gom 23
chuong, thuoe bon phin dau caa nguyén ban;

e Tiap II (thp nay) : Cac thuiit toan chuyén dyng, gom 20
chuong trong bon phin cudi cua nguygn ban [cac chuong
44 va 45 da k& d muyc lyc cia Tap 1 chiing tbi khong dua
vao Tap II vi xét thay khong thiét y2u cho déng dao ban
doc - Nhom bién dich].

Cubn siach duge dung cho cdc sinh vién nganh Tin hoe hoic céc doi
tugng khac da lam quen vdi may tinh va cé k¥ niing nhit dinh vé lap
trinh. Ho cin biét vain dyng mét ngd trinh ndo 46, it nhit 1a Pascal
chuan, vi cic thuit toin ¢ diyy duge trinh bay dudi dang “tya
Pascal™). Sach ciing htu ich cho cic thay va 110 cdce truting Trung
hoc hé dio tao chuyén Tin.

Véi tu ciich mt tid ligu tham khao nghiém tie, cudn sich cling
hiu ich cho cic cian bd nghién aiu nginh khie, hay cho nhing ai c6
nhu ciu phiit trién cic phan mém h¢ théng hodic cac trinh ing dyng;
bdi 18, ngoai ndi dung thuiit todn né con cung ciip chi tiét cic thong
tin htru dung vé cii dat v hidu qua st dyng ching.

Mac dit nhém dich thuit da of ging bim sit nguyén ban, song
khong khoi con thidu s6t (nhAt 1a vé cdc thuit ngt tiéng Viet cdon
nhiéu ban cii); song chung toi va Nha Xuit Ban van hy vong cuén
sach s& dip wng ding nhu chu va duge dong dao ban doc quan tam
dén Tin Hoc don nhim, nhu mdt cudn Cam Nang tra au.

TP HCM. 30/4/1995
Gs.Ts. HOANG KIEM
Cv.Ks. NGUYEN PHUC TRUGNG SINH
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CAC PHUONG PHAP
HINH HQOC CO BAN

May vi tinh nghy cing duge sit dung phidu hon 48 giai quyét cac van
dé c6 quy md Idn vé hinh hoc. Cac d5i tugng hinh hoc nhy diém,
duting thing, da gisc 1a nguon gbc cia mdt tap ding ké céc bai todn
va cAc thudt todn.

Cac thuat todn hinh hoc rit quan trong trong cic h¢ thdng phan
tich va thiét k& kiéu ddi tugng vat 1y. Mot thic't k& vizn lam viée vdi
cac 401 tugng vat Iy o6 trye gisic hinh hoc kid o6 thé dap dng trong
may vi tinh. Nhiéu ap dyng khic lién quan truc tiép dén vide x@ ly
dd ligu hinh hoc. Nhiéu ing dung khéc trong tosn va thong ka, vé
cic linh vige ma trong d6 o6 nhidu loai viin dé ¢6 thé dua ra mbdt cach
ty nhién béng hinh tugng hinh hoc.

Hau hét cac thuat toan ma ching ta da nghién ciu déu tap trung
vao van ban va cic con s8, ching duge thist k& va xi Iy sin trong
phiin 1dn cac méi trutng lap trinh Thyec vay, cdc phép todn od ban
can thiét déu duge cai dat trong phan cing cua da sd cic hé may
tinh. Ching ta sé thiy d8i véi cic van dé hinh hoc thi tinh huéng
khdc hin, ngny ca cic phép todn so cip trén diém va doan thing
cing co6 thé la mdt thich thue vé tink todn.
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Céc van dé hinh hoce thi d& hinh dung, nhung chinh diéu do lai o6
the 1a médt trd ngai. Nhiéu bai toan o6 thé giai quyét ngay lap tic
bang cach nhin viio mot manh gify (vi du nhu: mot diém o6 nam
trong mét da gidc hay khong) lai 4ot hoi nhing chuong trinh khong
don gian. Dai vdi cac van dé phuc tap hon, trong nhiéu ing dung

khac nhau, phuong phap ding trén may vi tinh c6 thé hoan toan
khace véi phuong phap st dung bdi con ngudi.

Ban chat thiét k& ¢ia hinh hoc cf dién va cdc dng dung hitu ich
da rat pho bién lam cho ngudi ta cd thé hoai nghi ring cac thuit toan
hinh hoc phai 6 mbt lich silau dii. Nhung thit sy hau hét céc cong
viée trong lanh vige nay lai hoin ton mdi. Tuy nhién, cong trinh cua
ciac nha todn hoe ¢b dién lai thudng riit hiu ich trong viée xay dung
cac thuat toan cho mdy tinh hién dai. Cae giai thujt hinh hoc la mét
lanh vye rit dang nghién ciu bdi vi ngit canh ljich s manh mé cta
né, vi cde thuat toin cin ban van con dang duge phat trién va vi
phitu ing dung quy md 16n, quan trong cin cic thuft todn nay.

DIEM, DOAN THANG VA DA GIAC

Hau hét cde chuong trinh ching ta sé nghién cuu thue hién trén cic
doi tugng hinh hoc don gian trong khong gian hai chiéu, tuy nhién
ching ta cing sé xem xét mot s6 thuit toan khéc trong khong gian
nhieu chieu. Déi tuong co s6 la mt diém, ma ching ta sé xét bing
mét cap s& nguyén - toa d6 cua didm do trong hé tryc tpa 46 Descart
thusng dung. Mot doan thing kx mat cap diém duge ndi vdi nhau bai
mot phin ctia duiing thing. Mot da giie la mdt danh sich cic diém,
vdi hai diém canh nhau duge ndi bdi mdt doan thang, va diem dau
noi vai diém cudi tpo thinh mét hinh dong.

Lam viée vai ciie doi tugng hinh hoc niy, chung ta can phai quyét
dinh thé hién ching nhu thé nho. Thong thudng, ta dung mdét mang
dé bidu dién mot da gide, du fing trong mdt s0 truong hgp ching ta
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c6 thé ding danh sich lien két hay cdic kifu khic. Hau hét cAC
chuong trinh cua ching ta d day sé dung kiéu luu trit don gian, dé
hiéu nhu sau:

e ——eee e e e— e e —— e
type point = record x, y : integer end;

line = record pl, p2 ! point end;
var poiygon : array {0. Nmax] of point;

Chi ¥ rang cic diém duge gidi han 1a o6 toa dd nguyen. Clang o6
thé st dung kiéu real (s8 thue) nhung dung tea dd nguyén Llun cho
cac thuft toan hi¢u qua va don gian hon, ma ching cing khong dén
n6i han ché nhu ta tudng. Nhu da dé cap & chudng 2, lam viéc vdi cic
sd nguyén khi ¢6 thé chinh la sy tiét kidm thii gian dang ké trong
nhiéu méi trudng tinh todn, bdi vi cic phép tinh s nguyén thuing
hiéu qua hon cdc phép tinh trén kiéu chdm dong. Do d6, chiing ta s&
su dung cac sd nguyén khi ¢6 thé d& khong phai lim phite tap hod
van de.

Nhitu dbi tugng hinh hoc phite tap s& duge bidu dién dua trén cac
thanh phin co sé nay. Vi dy nhu da giic 13 mot mang cic diém. Dé
¥ ring néu dang mdt mang cic doan thing sé lam cho mdi dinh cia
da gidc duge luu trd hai [an (db ring cach nay 6 thé lam bidu dién
tiy nhitn hon trong mét s thuit toin). Trong mot vai ung dung, dé
tién lgi hon, ta cung c6 thé them thong tin cho médi diém hay doan
thang bang cach thém vao truiing info trong record.

Chuing ta s diing tap hgp cac diém trong hinh 24.1 trang sau dé
minh hoa cho thao tic cia nhiéu thuat giai hinh hoe.

Trong d6 16 diém béen trdi duge dinh dau biang che ky ty don dé
giai thich cdc vi dy, chiing 06 cic tpa dd nguyén trong hinh 24.2 (cic
ky ty gin cho cic diém theo thit ty khi nhap di€ém vao). Chuong
trinh thutng khong tham chiéu eic diém bing tén, ching chi don
gian luu tri ching trong mdt mang va tham chiéu dén bang chi &
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Elinh 24.1 Cac tip diom mdn cho r;fr:hrg thugt toan hinh hoc
tuong wng. Thi ty cac diem trong mang o6 thé la quan trong trong
mot s& chuong trinh, vige sip thit ty ciae di€m theo mbt kidu nao do
cing la myc tidu cua mdt s6 thuit giai hinh hoc. Bén phai hinh 24.1
la 128 diem, duge tao ra mot cdch ngiu nhién véi toa dd nguyén
trong khoang tir 0 dén 1000.

Mot chudng trinh tiéu bidu dang mdt mang p{1..N] céc diém, va
don gian nhip vao N cip sd nguyén, gin cip thit nhit cho x va y clia
pl1], ciip that hai cho pf2J,... Khi p bi¢u dién mot da gidc, d& thuan Igi
hon thi thutng dung thém cac gia trj “linh canh”: p{0]=p{N] va
pIN+1]=p{1] |

GIAO CAC POAN THANG

Trong bai toan hinh hoc sd ¢iip diu tien, ching ta sé xét xem 2 doan
thing c6 gino nhau hay khong. Hinh 24.3 minh hoa mét s tinh
huéng cé thé cé.

Trong truong hop dau tién, cdc doan thing giao nhau. Trudng
hop 2 thi mot diém dau cta doan thing nhm trén doan thing kia,
ching ta s& xem nhu Ja gino nhau nu xét doan thing la “déng”
(nghia Ia 2 diim diw cing la mdt phitn cta doan thing). Khi 46 cic
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A B C D EF G H I J K L M NIOFP
x 3 11 6 4 85 R ) 7 9 M 10161513 3 12
y & I & 3 151 68 4 7 5 1313 2 U6 12 M

1inh 24.2 Toa d¢ cdac diém mdu (v theo bén trai cria hink 24.1

doan thing o6 mdt diém dau chung la gino nhau. Trong ca 2 trutng
hdp cudi, cdc doan thing khéng giao nhau, nhung chiing khac nhau
khi chiing ta xét dén giao diém cia chc dudng thing do cédc doan
thiing xdc dinh. Trong truong hgp 4, gino diém nay roi trén mbt
doan thiing, con trugng hgp 3 thi khong. Ngoii ra, cac dudng thang
con o6 thé song song nhau (mdt trudng hgp dic bigt thudng xay ra
la khi 1 hay ca 2 doan thiing chi la 1 diém).

KA /1A

Hinh 24.3 Bdn treome hop giao nhou ctia hai dogn rhﬂ}fg

Mbt phuong phip dé hiéu dé giai quyét bai toan nay la tim giao
diém cua cic duong thang xac djnh bdi cidc doan thing d6 roi kiem
xem no ¢6 nim gita 2 diém dau cia ca 2 doan thing d6 hay khéng.
Mot cach de dang khdc 6 co sG dya trén mdt s8 cdng cu ma sé rat
hiu ich sau nay, nén ching ta sé xem xét chi ti€t hon. Cho 3 diém,
chung ta mudn biét ring néu di tit diém thd nhat sang diém thi hai,
roi diém thi ba thi nguge hay thuan chitu kim dong ho. Vi dy xét
hinh 24.1, n&u 3 diém la A, B va C thi cAu tra loi 1A nguge, con A,B,D
thi thuin. Ham nay riit dé tinh tif cic phuong trinh dudng thing
nhu sau: :
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———— e e
function ccw (p0, p1, p2 : point) : integer;
var dxl, dx2, dyl, dy2 : integer;
begin  dxl'=plx; dyl:=pl.y-pO.y;
dx2;=p2.x; dye: =p2.y-pO.y,
if dxl * dy2 > dyl * dx2 then ccw:=1;
if dxl1 * dy2 < dyl * dx2 then ccw:=-1;
if dxi *dy2 = dyl * dx2 then
begin
if (dxI * dx2 < 0j or (dyl * dy2 < 0) then ccw:=-1
else

if (dx1*dxl + dyl*dyl) >= (dx2*dx2 + dy2*dy2)

then ccw; =0 else ccw:=1;

end;

end; o
T
Dé hiéu duge chuan g trinh thyc hién nhu thé nao, dau tién ta gia

su tat ca cac gid tridxl, dx2, dyl va dy2 déu duong. Sau d6 nhan xét
rang 6 doc cua dutng ndi p0 vdi p1 la dyl/dxl, cia dudng ndi p0 véi
pe la dy2/dx2. Do 46, néu dd ddc cua duding thit hai lén hon cla
dutng thit nhat thi di tir p0 sang pI i p2 1a nguge chigu kim dong
ho; nguge lai 1a thuan chidu kim dong ho. So sanh do doc trong
chudng trinh hoi bit tign boi vi dudng thing c6 thé theo phuong
ding (dxl hay dx2 = 0), ching ta tinh tich dx1*dx2 d& tranh truong
hgp nay. Do dd, do doc khéng can phai duong méi ding. Tuy nhién,
néu dd doc bang nhau (3 diém thing hang), moi ngudi o6 thé ty dat
ra nhiéu kiéu gid trj tra ve cho ccw. O day, ching ta chon 3 gid tri:
thay vi dung true hay false, ching ta dung 1 va -1, dé gia tri 0 cho
trucmg hgp khip2 & trén doan thang néi p0 va pI; néu 3 diém thing
hang vap0 & gitap2, p1, ching ta cho ccw biing -1; ndu p2 § gitra po,
p1, chung ta cho ccw bang 0; va néu pl d gita p0, p2, ching ta gan
ccw bang 1. Cach lya chon nay lam don gian cdc chuong trinh su
- dung ccw trong chuong nay va chuong ke,
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Chung ta ¢ thé ding tryge tiép cew dé cai dat ham intersect (xét
gino nhau). Néu ca 2 diém dau cua mdt doan thing ¢ hai “béen”
duong kia (nghia la 6 gia trj ccw khéc nhau), thi ching phai giao
nhau.

function intersect (11, 12 : line} : boolean;
begin
intersect: =((ccw(ll pl,l1.p2,12.pl)*ccw(il pl,ll.p2,i2.p2))<=0)
and ((ccw(l2.pl,i2p211.pl)*ccw(l2pl,i2.p2,l1.p2))<=0)

enc:

(3iai phap nity c6 ve da ding mdt s8 lugng I6n tinh todn chi dé giai
quyét mot bai todn don gian. Ngudi dee hay manh dan thu tim médt
phudng phap don giin han, nhung phai chi y bao dam xét du tat ca
cac trudng hop. Vi du néu ca 4 diém dau (cia 2 doan thiing) thang
hang thi o tit ca 6 trung hgp xay ra (khong ké khi 4 diém trung
nhau) ma chi c6 4 trong s dé 1a giao nhau. cac trudng hgp dic biét
nhuy viy chinh la nhing khé khan cua cac thuat toan hinh hoc, .
chiing ta khong thé tranh khoi nhung ¢ the lam giam téc dyng theo
kieu nhu trong ccw.

Néu xét nhidu dusng thing, tinh hudng trd nén phic tap hon
nhitu. Trong chuong 27, ching ta s& thiy mdt thult gidi ric roi
dung d& xdic dinh hai dutmg thing bit ky trong tip hgp N duing
thang cé gino nhau hay khong.

PUGNG KHEP KIN BON

bé thay duge dac diem riéng cua cac bai todn ing véi tap hdp cac
diém, chiing ta xét bai toan tim mot dutng di, qua mit thp hgp N
didm xac dinh, qua tit ca cic dieém, khéng giao nhau va cudi cung trg
vée diém bit diu. Duong di nhu trén goi 1a dudng khép kin don. Ta
¢ thé nghi ra nhidu Ung dyung cho bai todn nay: cdc diém co thé
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tugng trung cho nhing cin nha, va dutng di tim dugc la con dudng
ma ngudi phit thu c6 thé dung dé di dén méi cin nha ma khong phai
di qua duting da di. Hay la ching ta c6 thé don gian mudn tiny mdt
cach vé cdc diém bling plotter sao cho hgp 1y. Bai tosn nay rit od ban,
bai vi né chi doi hoi mot duimg di khép kin bat ky néi cic diém. Bai
todn tim con dudng t5t nhit trong nhitng con dudng nhu t1ren thi laj
rit khé, goi la bai todan “hanh trink cia ngudi ban hing”, v ching
ta 52 xem xét n6 cy thé hon trong vai chuong cudi cing. Trong
chuang ké, ching ta s& xem bai todn tuong ty nhung dé hon nhisu
2 tim dudng di ngfin nhit qua N didm x4c djnh. Trong chuong 31,
chiing ta sé thily lam th& nao d¢ tim duge con dudng ngin nhat két
ndi mdt tap hop cic diém.

Mot cach dé dang d€ giai quyst ngay bai todn cd ban t1én 14 nhuy
sau: Chon mdt trong cic diém lam “didm goc”. Sau dé tinh géce tao
bang cich vé mdt dusng tir mbi didm trong tip hop d&n gée, i tix
goc vé ra theo phuong ngang. Sau dé, séip thit ty cic diém theo thi
tu tang dan clia ge twong vng. cudi cing ndi cic didm canh nhau
lad. Két qua chinh la simple closed path néi cic diém, vidy nhu hinh
24.4 la dng véi cic diém trong hinh 24.1. N&u chon B lam diém ghc

f

Hinh 24.4 Breong khép kin dom
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thi cdc diém s& duge sip theo thi ty nhu sau:
BMJLNPKFIECOAHGDB

va ta tao duge mot da gidc dong don.

Goi dx, dy 1a khoang cach tit diém goc d8n mot diém khéic theo
tryc x (hoanh) va y (tung), thi gdc can tinh trong thudt giai nay la
tan-! dy/dx. Mac du arctongent a mdt ham thiét k& sin cla Pascal
(v mdt s& mdi trudng lap trinh khac), nhung né ¢ vé cham, va dan
tdi it nhit hai didu kién khé chju khi tinh 1a: dx c6 bing 0 hay khong
va diém dang xét niim trong géc vudng (phéan tu) ndo. Bai vi goc chi
dung d€ sip thi ty trong thuit todn njy, nén ching ta cb thé si
dung mdt ham khédc dé tinh hon nhung vdn 6 cung thudc tinh thua
tu nhu ham arctangent (cho nén khi sip thi ty, chiing ta vAn nhan
duge cung modt két qua). Mot ham kha tdt o6 thude tinh nhu trén la
dyf(dy+dx). Vite kiém tra cic diéu kién ngoai 12 viin cin thiét nhung
don gian hon. Chuong trinh sau diy tra va gia trj trong doan 0 d&n
360, khong phai 1a goe tao bdi p1 va p2 so vii phudng ngang, nhung
c6 cung thudce tinh tha ty nhu gic do.

function theta (pl, p2 : point} : real;

var dx, dy, ax, ay : integer;

begin du=p2x-plx; au= abs{dx);
dy:=p2y-ply; ay:= abs(dy);
if (dx=0) and {(dy=0) then {:=0

else ( =dy/(ac+ay);

if de<0 then ¢:=2-f
else if dy<0 then &:=4+¢
theta ;= t¥90.0

end;

Trong mdt 0 mdi truong lnp trinh, viée st dung cic chuong
trinh nhu vy thay cho ciac ham lugng giic chuin o6 thé khong dang
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ké; trong cdc mdi truong khac thi né co thé tao ra sy tigt kiem dang
ké. (Trong mdt s§ trudng hgp, vige thay ddi cho theta c6 gia tri
nguyén, tranh viée phai dung hoiin toan cic 88 thute, c6 the rit cé ¥
nghia),

PIEM NAM TRONG DA GIAC |

Tiép theo, chiing ta s& xét modt bai todn rét ty nhigén: cho mot didm
va mpt da gidc bidu didn bing mdt mang cdc d:'m, xdc dinh xem
di€m nhm bén trong hay bén ngoai da gidc. Mot giai phdp d& hiéu cho
bai todn nay la: vé mot doan thang dai bit dau tir didm dé, theo mét
hudng bat ky (dai dé di cho diém dau cbn lai phai bao dam nhm
ngoai da gidc) va dém s8 Iugng doan thing tao dude do né cht qua da
giac. Néu la s 18, diém a6 nim trong da giac, néu chin thi diém nhm
ngoai. Ditu nay dé thiy néu ching ta theo doi nhing gi xay ra khi
di tir diém dau doan thiing bén ngdai da gidc: sau doan thing thd
nhat, ching ta d bén trong da gidc, sau doan thing thit hai, talai &
ngoal da gidc v.v.. Néu chiing ta thyc hién trong 8 fan chin, diém
ma chiing ta két thic (nghia la diém can xét) phai & ngoai da giac.

Tuy nhién, khéng phai chi don gian nhu thé, bdi vi mot s& giao
diém o6 thé tring véi dinh cua da giac. Hinh 24.5 dua ra modt 8 tinh
hudng phai duge x ly. Trutng hgp dau tien rd rang la “bén ngoai”;
- trudng hgp thu hai thi dé& thay la “bén trong”; trudng hgp tha 3,
doan thang dé kiém tra két thiic tai mot dinh cua da gisc (sau khi di
qua 2 dinh khdc); va trong truong hgp thd tu, doan ki€m tra trung
khdp vdi mot canh cla da gide trude khi két thic, Trong mot s&
truong hop khi doan ki€ém tra giao véi mét dinh cda da g14c, nd phai
duge dém la mot gino diém vdi da giac; nhung trong cic trudng hgp
khdc, lai phai dém 1a 0 (hay 2). Nguisi doc o6 the giai tri biing cach
thu tim ra mot cich kiém tra don gian ¢ thé phan bidt duge cac
truong hgp nay trude khi xem tigp tue.
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AW/
DA Wy

Ninh 24.8 M1 xd tinh lutdhg phai diwge xaé ly bang thudt toan
Nhu cau xt ly cde tinh hudng khi cic dinh cua da giac rdi trén
doan th’mg kiém tra bude ching ta phai lam nhigu hon la chi dém
s& doan thang do da giac giao vdi doan kiém tra. Thyc chat, ching
ta mudn di vong quanh da gidc, ting mdt bién dém khi nao ta di tu
mot bén clia doan kiém tra sang mdt bén khac. Mot ciach dé thyc

hién 1a don gian bé qua cac diém roi trén doan kiém tra, nhu trong
chuong trinh sau day:

m’-ﬁ_

function inside (f:point) : boolean,
var count, i, j @ integer;
It, Ip : line;
begin count:=0; j:=0; p{0):=p{N]; pIN+1]:=p[1];
It.pl:=t; It p2:=t; {t.p2.x:=maxint;
for i;=1 to N do
begin Ip.pl:=pfi]; ip.p2:=pli);
if not intersect {ip,it) t.hen
begin  Ip.p2:=plj}; j:
if intersect(ip,it) then ccaunt **ﬂ::nunt+1
end;
end;
inside:={{count mod 2)=1);
end;

ﬁm

Chudng trinh nhy dung dudng thing kiém tra theo phuong
ngang dé dé tinh toin (cho ring hinh 24.5 quay 45 dd). Bién ) dlrt;lc |
ding dé heu trit chi s cha diém cudi ciing cua da gidc ma khong nam
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trén doan kiém tra. Chuong trinh gia st rang p{1] la diém cb toa 40
x nho nhit trong s& tat ca cic diém c6 toa d0 y nho nhit, vi vay néu
p{1] nam trén doan kitm tra thi p[0] khong thé. Cung mot da gidc
c6 the biéu dién bang N mang khac nhau, nhung dig¢u nay cho thay
viec ap dat mot quy luat chudn cho pl1]a6i khi lai tién 1gi (Vi dy nhu,
vdi cung quy luat nay, p/1] rit thich hgp dé lam diém goe cho tha tuc
néu trén dé tim mot da gisc déng don). Néu didm k& ti€p trén da giac
ma khong nim trén doan kiém tra, & cung mt phia nhu diém tha
J 48i véi doan kiém tra thi ching ta khong cAn phai ting bign dém
giao diem (caunt), Nguge lai, ching ta o6 duge méx giao diém. Nguwi
doc c6 thé kiém tra thuat toan hoat don g chinh xdc trong cic tnirong
hgp cua hinh 24.5.

Néu da gidc chi c6 3 hay 4 canh, thuting gip trong nhidu ¢ng
dung, thi mdt chuong trinh phdc tap nhy viy sé khong duge s
dung, mdt tha tye dun gian, dat cd s trén viéc goi ccw sé thich hap
hon. Mot trusng hop dac biet quan trong khdc la d6i vdi da gidc lai,
dugc xét trong chuoung k&, né c6 dac diem Ia khong cé doan kiém tra
nao c6 hon 2 giso ditm vdi da giac. Trong trudng hgp nay, mot tha
tuc nhu tim nhj phan ¢6 the diing dé xdc dinh trong OflogN) budce dé
biét duge diém 6 & ben trong hay khong.

BAN LUAN

Chi tit mdt vai vi du, thi syt khé khin trong viéc giai quydt cac bai
toan hinh hoc riéng bigt trén mdy tinh rit dé bj danh gia thap. Con
¢ nhiéu tinh todn hinh hoc so cip khdc ma chiing ta chua ban luan
tal. Vi du nhu, chuong trinh tinh dign tich caa mot da gidc cing la
mot bai todn ding chd . Tuy nhién, cic bai toan ching ta da xét
cung cap mot s5 chHng ey od bin ma sé rit hiu ich trong nhing phan
sau d2 giai quyét cdc bai todn khé hon.

Mot s8 thuit todn chiing ta s& nghién citu ham chia viac XAy
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dung cic ciu trdc hinh hpe tir mdt tip xdc dinh cac diém. “Da giac
dong don” 1a mdt vi du cd ban. Chiing ta s8 can phai lya chon trong
cic cach biéu dién thich hgp cho cac ciu tric nhu viy, tao ra cac
thuat toan dé xay dung chiing, xem xét cong dung cta ching trong
cac ung dung riéng biét. Thong thudng , cac vdn dé nay lan vao
nhau. Vi du nhu thuit toan ding trong thu tuc inside cua chuong
nay chu yéu dya trén eich biéu dién da gidac dong don bing mét tap
hdp cac diem oo thit ty thdn la mdt tap cac doan thang khong thu
tu).

Chung ta sé& nghién cdu nhiéu thuit toan vé truy tim hinh hoc:
chiing ta mudn biét diém nho trong mot tap hgp ka gin vai modt diém
cho trude, hay &iém nao rdi trong mot hinh chit nhat, hay diém nao
la gan nhat so voi mdt diém khac. Nhidu thuat giai tuong dng cho
cac bai toan truy tim nhu viy lién quan méit thiét vdi cie thuit giai
da nghién citu trong cic chuong 14 - 17, Sy tuong ung kha ré rang.

Mt vai thuat todn hinh hoc ¢ thé duge phan tich chi tiét dé dua
dén cac khiang djnh chinh xic vé tinh nang cua ching. Nhu ching
ta da thiy, thoi gian thye hién cia mot thuit toan binh hoc cd thé
phuy thude vao nhiéu thi: sy phan bd cua cde diém, tha tif cta ching
trong di liéu nhilp, va cic haim luge giac duge st dung co tac dong
dang ké trén thai gian thyc hién cua cic thuit todn hinh hoc hay
khong. Tuy nhién, thong thudng trong cac tinh trang nhu vy,
. ching ta sé dua ra cac thuit todn tot cho cac dp dung riéng biét.
Ngoai ra, nhiéu thuit todn xuilt phéit tif nhing suy nghi phic tap va
duge thiét ke cho viée thye hién tot nhitng trudng hgp xiu nhit,
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BAI TAP

1. Xde dinh gia trj cua ccw cho ba truting hgp khi hai diém la dong
nhat (va diém thd thi ba thi khae), va ¢ho trusng hgp khi tat ca
cac diem trung nhau.

i ]

2. Viét thuat 573 nhanh a8 xdc dinh hai doan théng 14 son g song hay
khong, khong dung biat ki mot phép chia nao.

3. Viét thuiit giai nhanh dé xic dinh bdn doan thing o6 tao nén mot
hinh vuong khong, khong dung bét ki mot phép chia nao.

4. Cho mot mang cic doan thang, lam th& nao dé kifém tra xem
chung 6 tao thinh mdt da giac déng ddn hay khong ?

. Vé cic da gidc dong don o6 duge khi dung A,C, va D trong hinh
24.1 lam ditm gde trong phudng phdp néu trén.

6. Gia st rang chung ta dung mot didm tuy v Lam “dicm goc” cho
phuang phip néu trén dé tinh mot da gisic dong don. Hay dua ra
cac dibu kign ma diem phai thoa dé phudng phip thue hign tot.

7. Ham interseet tra vée gia trj gi khi duge goi vdi hai bin sao cia
cung mot doan thing ?
8. Inside goi dinh cua da gidc Ia bén trong hay bén ngohi da giac?

9. Gia tr] toi da co thé dat dude cho cont 1 bao nhicéu khi inside
ditge thyc hién trén mot da giac ¢6 N dinh ? Cho modt vi A thd
hién cau tra 1oi cua ban.

10.Viét mot chuong trink hidu qua dé x:ic djnh mot diém cho trude
cé nim trong mot. t giic hay khong?
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L ]
Thong thutng, khi xi Iy mot s8 1dn cdc diém, ta chid y d&n bién cia
tap cac didm nay. Ding trude bidu d6 cac diém duge vé trong modt
mat phiing, ngudi xem sé khé khan khi phan hiét nhing diém “nam
trong” véi nhitng diém trén bign. Piy cing ia thude tinh co sd dé
phéan biét cic tap diém; trong chudng nay, ta sé xét cdc thuat toan
dé Iy ra “bién ty nhién” cua cic diém.

Phudng phap todn hge dé€ dinh ra bién ty nhién cia mot thp diem
thi dua viio mdt tinh chat hinh hoce - tinh [6i. Day 14 mot khai niém
don gian ta da ghp trude day : mit da gidc 161 o6 tinh chat 1a bat ky
2 diém nao nim trong da gidc nay thi doan thing ndi 2 diém trén
phai néim hoan toan trong da gidc dé. Vi dy, da gidce don khép kin ma
ta xét trong chuong trude 1a khong [Bi; mat khée, moi hinh tam gide
hay hinh chit nhat la Ioi.

Trong toin hoc, bién ty nhién cua mot tap diém duge goi 1a bao
foi (convex hull). Bao [6i clia mdt tip diém duge @¢jnh nghia 1a mot da
giac [6i nho nhit chita toan bo tap diém nay. Mot cach tuong dudng,
bao 16i 1a duong ngin nhit bac quanh mot tap diem. Mot tinh chat
hién nhién cua bao [bi 1a cac dinh cua da gidc [6i xdc djnh bién thi
thudc vao tip diém da cho. Bai todn & diy 1a: cho tap N diém, tim tap
con cac diém xac dinh bao [6i cua N diém da cho. Trong chuong nay,
ching ta s khao sit mot s8 thuat tosin quan trong dé tim bao [oi.
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Winh 25.t Bao 161 ctia cac ip diém & hink 24.1
Hinh 25.1 cho thiy cac tap diém va bao bi ciia ching. Cé 8 diém
trén bign cla tap it diém (bén trai) va 15 diém trén bidn cua tap
nhiéu diém (bén phai). Tong quat, mdt bao 16i o6 thé chia t8i thidu
3 diem (xdc djinh mot tam gide chida tit ca cac diém khac) va t3i da
la toaan bd tap dieém (néu tat ca cic diém cia tap nay lam thanh mot
da gidc Idi). S5 cic diem trén bao [6i ciia mét tip diém ngiu nhién,
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nam dau dé ¢ cdc diém ngodi cing, nhy ta s thily sau nay. Mot s
thujit todn Lam vige tot khi 6 nhiéu diém trén bao [6i; mot 8 khéc
lam vigc tot hdn khi chi o6 it diém trén bao [6i.

Mot tinh chit oo ban cta bao 16i 1a bt ki dutng thing ndo nhm
ngoai bao, khi duge ddsi vé phia bao, $& cham bao tai mdt trong cée
dinh cua né. (Day 1a mét djnh nghia khic vé bao 1di: ta tap diém ma
moi diém duge cham t6i bang cich doi mot dutng thing tif xa vd han
vao) Trong thyc t&, oo thé dé dang tim vai diém chic chin nim trén
bao [6i bing quy thc trén vdi nhdng dutng thing ngang va doc:
nhing diém cd toa do x hay y 16n nhat va nho nhit déu nam trén bao
[6i. Diéu nay duge dung lam khai difm cho vigc xem xét cée thuat
toan dudi day.

CAC QUY LUAT TiNR

Diu vao cia thuit todin tim bao [6i di nhign 1a mdt mang cdc didm;
ching ta o6 thé dung kiéu point duge dinh nghia trong chuong
trude. Dau ra la mdt da gidc, cing duge biéu dién bing mot mang
cac diem vdi tinh chét 1a khi [in theo cdc di€ém vdi trit ty ma ching
xuét hién trong mang sé do lai. vién cua da gidc trén. Diéu nay o6 vé
doi hoi them mot diéu kién vé trat ty khi tim bao [6i (tai sao khdng
tra vé cic dieém co trit ty bt ki cia bao ?), nhung 16 rang 1a dau ra
cb <ip xép 32 dé i dung han, va ta sé thiy rfing cic tinh todan khong
dé y dén trat ty cac diem cing khong dé dang gi hon. Khi xét céic
thuat todn, s& thuiin tién néu dung phép thay th€ : mang ding cho
tap diém ngudn cing duge diung & Ivu cic két qui. Mot cich don
gian, cac thuit todn nay sip x&p lai cic diém trong mang ban dau,
bao [6i s& la M diém dawu tién (6 tha ty) trong mang.

T nhing didu trén, ré6 rang vide tinh bao 8 ¢6 quan he gan gii
vai vige sip xép. Thyc t&, thuat todn tinh bao [6i ¢6 thé dung 48 sép
xeép nhu sau day. Cho N s& dé sfip, ta chuyén ching thanh cédc diém
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(trong toa do cyc) bang cich xem cac s6 nhu la cdc gde vdi mdt ban
kinh khong d6i. Bao i clia cic diém nay 1a mot da gidac N dinh chis
tat ca cac diem. Vi két qua la duge shp theo thd ty xuit hién cic dinh
trén da gidc, nén két qua nay c6 thé dung 4& tim thit ty ctia N s da
cho.

Két qua trén khong phai I co sd dé cho raing viéc tinh bao [oi 1a
dé dang hon viée sip x&p; vi du phai k& dén phi tén cho cac phép tinh
lugng giac khi chuyén cdc s8 thanh diém. So sanh thuat toan tim bao
[bi (chata cdc phép tinh lugng gidc) véi thuat toan sAp x&p (chuia cac
phép so sanh khod) cing gitng nhu so sanh trii tdo véi trai cam.
Nhung ta s& thay riing c6 thugt todn tinh bao I6i c6 o phuc tap o
NlogN nhu thuit toin sdp xép (du ring cic phép tinh la hoan toan
khéc nhau).

Thyc t&, cic thuit toan tim bao [6i khomg phitc tap hon vige sAp
xép: 06 nhiéu thuit todn c6 thai gian thi hanh ti 12 vdi NlogN trong
truong hgp xdu nhat. Tham chi, nhiéu thuit todn con dat t68i mnic
thtri gian thi hanh c6 ti 1¢ nho hon N, vi thai gian thyc hién cta cic
thuat todin nay phu thude vio sy phan bé cia cic diém va vao 8
diém trén bao.

Cing nhu nhi¢u thuit todin hinh hoc khac, ta phai chi ¥ dén cac
truong hgp dic biét o6 the c6 trong dau vao. Vi dy, néu cde diém nhiim
trén cing mit dutng thing thi bao [di la gi? Tuy theo ung dung, bao
[07 c6 the la tat e cic diém, ¢6 thé la hai diém bién & 2 dau, hoac la
mot tap diem bat ky co chua 2 diém bién. Mac du day o6 vé 1a mot
vi dy cyc doan, viéc 6 nhiéu hon 2 diém rdi trén cung mot canh cua
bao [6i cua tip diem da cho thi khong phai 1a hiém.

Trong cic thuit todn dudi day, ching to6i khong nhiin manh vao
truting hgp cac diém d trén cung mdt canh ciia bao, vi phai lam
nhiéu vieéc hon (ching tdi sé trinh bay khi c6 djp thich hgp). Mat
khac, ching toi ciing khdng bo qua chung, vi c6 thé phan tich tinh
trang nay khi o6 yéu cau.
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Hinh 25.2 Thudgrt Toan Boc Goi

THUAT TOAN BOC GOI

Thuit toan tim bao 16i ty nhién nhat, giong nhu cach mot ngudi vé
bao [6i cua tap diém, la phuong phap “bao quanh” tap diém da cho.
Bat dau tir mot diem chic chin nam trén bao [6i (c6 thé lay mot
trong cac diem c6 tung dd y nho nhit), dung mot tia quét nguge
chiéu kim dong ho cho dén khi dung mot diém khac : diém mdi nay
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phai thudc bao. Lay diém vita tim duge lam chét va ti€p tuc “quét”
cho dén khi dung mét diém khéc... cho tdi khi “g6i” dude “boc” hoan
toan (gap lai diém dau tién). Hinh 25.2 cho thdy cich tim bao theo
thuiit toan nay. Diém B la diém c6 tung dd nho nhit va 1a diém bt
dau. Sau d6 M la diém dau tién bj tia quét cham phai,...

Di nhién, ta khong can quét tit ca cac géc c6 thé, ta chi lam cac
phép tinh toi thieu dé tim diém bj cham k& tigp. Véi mbi diém thude
bao, ta can xét cic diém chua duge dua vao bao. Nhu viy, phudng
phap nay hoan toan tuong ty viéc sép x&p bing cach chon: ta chon
lién ti€p cac diem “tot nhiit” con chua duge chon. Sy di chuyén cta
dd ligu duge md ta trong hinh 25.3: dong thit M cho biét tinh trang
sau khi diéem thd M duge chon vao bao.

Chuong trinh sau tim bao [oi cia mang p/1...N] cic diém duge
biéu dién nhu trong phan dau Chuong 24. Co s3 ciia viee cai dat nay
laham theta (pl1, p2 : point) duge trinh bay trong chuong trude, tra
lai goe gita pl, p2 va truc hoanh. Cai dat sau la trye tiep tir cic dieu
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vira dude xét. p/N + 1] duge ding 1am bién cAm canh.

function wrap ! integer;
var i, min, M integer;
minangle, v ! real; t : point;
begin
mins=1’
for i:=2 to N do if pfi]y<p{min]y then min:=i;
M:=0; p{N+1]:=p[min]; minangle:=0.0;
repeat
M:=M+1; t:=p/M]; p(M]:=p{min]; pfmin]:-=t,
min:=N+1; v:=minangle; minangle:=360.0;
for i:=M+1to N+1 do
if thetalp{M]pfi]) > v then
if thetapfM],p{i}) < minangle then
begin min: =i; minangle: =thetalp{M].pfmin])

end;
until min=N+1;
wrap:=M;
end;

Dau tieén, ta tim digm co6 tung 46 y nho nhit va luu trong p/N+1]
dé lam chd cham dut vong lap (sé noi sau). Bién M cho biét sd diém
thudc bao, va v la gia trj hién thoi cua géec “quét”™ (la goc gida tryuc
hoanh va duimg thiing néi pfM-1] va p/M]). Vong lap repeat dua
diém vira duge tim vio bao bang cich ddi chd diém nay véi diém thi
M, va dung ham theta (6 chudng trude) dé tinh gée gitta truc hoanh
va dudng thang ndi diém trén vdi moi diém cdn lai chua dua vao bao,
tim diém o6 géc nho nhat trong s6 cic goe 16n hon v. Vong lap két
thiic khi diém dau tién (thyc ra 1a ban sao cua diém dau tién duge
dua vao pf{N+1]) duge gap lai.

Chudng trinh nay ¢b thé tra lai hojic khéng tra lai cac diém roi
trén mot canh ctia bao [di. Tinh thé nay xay ra khi ¢é nhiéu hon mot
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diem ¢6 cung gia tri theia vai pfM] trong qua trinh thyc hién thuat
todn; sy cai dat trén tra lai diém dau tign duge gap trong s cac diém
nhu viy, mac di c6 thé cé nhing diém khac gan véi p{M] hon. Khi
cAn tim cdc diém roi trén moét canh clia bao [0, ta ¢6 thé thay ddi
ham theta dé 1y khoang cich gita 2 diém da cho trong ddi sO cua
ham va gin gid tri nho hon cho diém gin han khi 2 di€ém nay c6 ciing
mot goe,

Nhuge diém chinh clia thuit todn “bpc g6i” Ia trong trusng hgp
xfa nhit, khi tat ca cac diém déu thudc vao bao, thai gian thi hanh
se ti [¢ vii N*N (giéng nhu viec shp xép bang cach chon). Mat khao,
phudng phap nay ¢6 thé téng quéat hoa cho trudng hdp nhidu chidu
hon. Bao [8i ciia mét tap diém trong khong gian k-chiéu la mot hinh
[6i nho nhit chia tap diém nay (mot hinh [8i 1a hinh ma moi doan
thang ndi 2 diém trong hinh thi hoan toin nim trong hinh d6). Vi dy
bao [6i cua tap diém trong khang gian 3 chigu la mot vat thé 1ai 3
chiéu ¢6 c:ic mit bén la phiing. Bao i dude tim bang cach “quét”
mot mit phiing cho dén khi chom bao, r0i rho cic canh bén cia cic
mat phang. chot cie dutng bien khic ciia bao cho dén khi “goi” duge
"boe” (co lé trong nhiéu thuat toan hinh hoc, giai thich didu téng
quit thi dé hon 1a bé sung ).

PHUONG PHAP QUET GRAHAM

Phuong phip sau ciia R.L.Graham (1972) ding chd y la vi hau hét
cac tinh toan danh cho vige sitp x€p: thuat toan ¢ chita mot siip x&p
KnOng ton kém laim. Thudt todn bat diu bang viée xdy dung mét da
giac don khép kin tir cie diém da cho. Viec xay dyng nay dung mat
ham cua chudng trude: sip ic diém theo khoa la gid trj cia ham
theta tudng dng vai goe gida truc hoanh va dutng thing ndi mbi
diém vdi diem chdt pf17 (diém o6 tu ng dd y nho nhat), va khi [an theo
plL1Lpl2],...p{N], p[1] ta si duge mot da giac khép kin,
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Hinh 25.4 Vi breoe ddu tién cria phép quét Graham

Bao 16i duge tim bing cich di vong: thi dit mot diém vio bao va
kidm tra nhing diém trude diy cd con thude bao hay khdng. Vi dy,
ta xét cic diém theo thi ty BMJLNPKFIECOAHGD; vai
budc dau tieén duge chi trén hinh 25.4, Khi bit dau, ta biét B, M la
thude bao. Khi xét J, né dude dua vao bao va tao thanh mot hinh tam
gidc, Sau d6, khi xét L, ta nhin thay ring J khong thé thude vao bao
(vi no lot trong tam gdac BML).

N6i chung, khong o6 khé khin trong viéc kiem tra cé loai mdt
diém khoi bao hay khong. Sau khi théem vao mdt diém, ta sé [an
quanh cac diém da dua vio bao va xét xem o6 loai diém nao hay
khong. Khi lan quanh bao, ta chd sy queo trai ¢ mdi dinh caa bao.
Tai didm mdi thém, néu cé queo phai, thi ta loai diém nay vi da gide
[6i dang 6 di chita trong dicém wita thém. Chi tiét hon, ta s& dung
thii tuc cew trong chudng trude d8 kiém tra vide loai mdt diem. Gia
sit sau khi xét cac diém pf1...i-1], ta da xde dinh duge pf1...M] 1a bao.
Khi xét diem mdi pfi], néu-ccwip{M], pfM-1], p{ij) la khong am, ta
loai pfM] ra khoi bao. N&u khong, pfM] vian thude bao.

Hinh 25.5 cho thiy qud trinh thye hién cach xu 1y nay trén tap



24 PHUCNG PHAP QUET GRAHAM
-—ll_—_-: _—__*——v'—___‘—

diém. Mbi diém mdi dugc x Iy nhu sau: diém mdi nay duge dua vivo
bao va ding lam “nhin ching” cho vide loai bé cace didm ob shn trén
bao. Sau khiLNvﬁPduqicth_émvhohao, P bj loai bo vi khi xét tdi
K (vi NPK Ja mét queo phai), roi F va I duge thém vao. Khi xét E,
diém 1 bj loai vi FIE la mdt queo phai; r6i F va K bj loai vi KFE va
NKE ia cic queo phai. Nhu vay, o6 nhigu hon mét diém bj loai khi
xét mot diém mdi. Tiép tyc theo cach nay, sau cing thut todn quay
vé diém B.

Sy sp xép ban dau bao dam mdi didm duge xét [An lugt déu o
kha nang thudc bao, vi moi didm duge xét trude A6 o6 gia trj theta
nho hon. Mdi duiing thiing né; pl1] va p[i], ton tai sau cic phép loai
trt, o tinh chit 1a mei diém duge xét triude d6 deu nhm vé ciin g mot
phia cua duimg thing nay. Vi viy khi xét tdi didm p/N7 (cing phaj
thude bao do thit ty siip xép), ta da tim di cdc diém trén bao

Nhu phudng phap boc-goi, cic diém trén mét canh ciia bao o6 the
dutc hodic khong duge ké dén du rhng o6 2 trudng hgp ddi vai cac
diém edmg tuyén. Trude tién, néu c6 2 diém cong tuyén vai pl1] thi
nhtt da néu, viee siip xép dung ham theta ob thé hodic khong thé lay
ching theo thd ty cin ching trén duting thing chung. Cac diém
khong dung triit ty sé bi loqi trong qua trinh quét. Thd hai, co thé
xuiit hién cic difém cdng tuyén trén cdc bao thi nghiém (va khong
thé khu cdc diém nay).

Viée chi dat khéng 6 gi phic tap, nhung cin chi ¥ mdt s chi
tiet. Dau tién, diém cé gia tri x 16n nhat trong s cac diém c6 y nho
nhiit duge dbi chd vai p[1]. Sau A6 shellsor? duge dung dé sdp ki cic
diém (hay bt ky phép sip xép nao cung duge), bang cich dung gia
tr] theta cua cde diem nay vai pf1]. Sau khi sip, p/NJ] dugc chép vao
pl0] d& Iam bién cam canh trong trudng hgp pf3] khong thude bao.

Sau cung, tién hinh viee quét nhu di néi trén. Chuong trinh sau tim
bao Ioi cua tip diém pll. N
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Winh 25.5 Qua mrinh thiee hién cach xai Iy cria phép quét Graham
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funclion grahamscmn @ integer;

var i, j, min, M integoer;
l:line t: point;
begin
niin:=1:
for i:=2 to N do |
if pfily < pfmin]y then min:=i;
fori:=] to N do
if (plily=piminiy)and (pfi]x>p{min]x} then min:=i;
te=pll1]; pl1):=pfmin]; pfmin]: =t
shellsort;
plO]:=p{N};
M:=23;
for i:=4 to N do
hegin
while cewfp{M], pfM-1], p{i]) = 0 do M:=M-1;
M=M+1; .
t:=pfM]; p{M]:=pfi]; pfi].=t;
end;
grafiiomscan = M;
endd:

- Vong lap luu g bao trong mang pf1...MJ. Véi mbi gia tr i dang
xét, M duge ginm néu o cic diém bj loai khoi bao, sau do dua p/i] vao
bao biing cich ddi chd véi pfM + 1]. Hinh 25.6 cho thay ndi dung cua
mang p sau moi fan xét mot dieém méi.

Thuat toin nay ly thd d cho né la mdt dang don gian cia
backtracking - ky thuit thiét k& thuat todn kiéu “thd Iam mot diéu
gi do, ni'a khong thanh edng thi laj thad modt didu khac”.

LOAI BO PHAN TRONG

Hau nhu moi phuung phdp tim bao [6i o6 thé duge cai tign nhieu



TIM BAO 1.OI 27

0123 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16
ENJODNFERENER O ®E QGO
EMUZO0O000CDOO0O0000c
BEMUNPOOQRBODOO0000O0C
FMIUNPFEOOODOOCCOOBO00
EMINKEDEODDOSCOO00RO
EMIUNKNEBREODOONGEOODEO
BMUNKAEADOBEIOODOED
EMIUNEBONUEBROCSOODOO
SIMLUNECDNUEEBEOO000C
EMUNELOINURKERGOZODO
BEMUNERNREEEKEEDODODO
EMUNERRARHEHREKERCND®OIJ
EMLUNEPRDGCGHENEQDEAD
EMOUNECEDPAREEDE R ®

Winh 25.6 Di chuyén dit liéu trong phép quét Graham
bang cich dung mot ki thuat don gian dé nhanh chéng loai bo ngay
tir dau phan ldn tap diém. Y tudng tong quat rit don gian: iy 4 diém
da biét trén bao, roi bo di moi diém bén trong tu giac do 4 diém trén
tao thanh. Diéu nay lam giam kha nhiéu s& diém phai xét, sau dé cac
diém con lai duge xut 1y bing quét Graham hay ky thuit boc-goi.

Bén diém da biét trén bién nén duge chon theo cac thong tin vé
tap diem da cho. N6i chung, viée chon céc diém tdi wu phai phi hgp
vdi sy phan bd nhitng phan tu cia tap diém da cho. Trong hai tap
diém vi du trén hinh 25.7 cho thily ky thuit nay loai bo da s6 céc
diem khong thudc bién.

Khi cai dit viée loai bo phan trong, c6 mdt vong lap dé kiém tra
moi diém cua tap diém da cho ¢6 nam trong ti giic kiém tra hay
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Hinh 25.7 [.ogi b6 phdn trong
khong. Toc 4o thuit toin cé the tang nhanh hon mat chiit bang céch
dung mét hinh chi nhat ¢6 cic canh song song véi tryc x vay. Dé la
hinh chit nhiit ldn nhat chia trong t gidc néi trén. Ta dé dang tim
toa dd 4 dinh cua hinh chd nhit nay tit cdc toa dd dinh cia tu giac
trén. Dung hinh ch& nhat nhy, s8 diém trong bj loai it hon, nhung
lam toe do kieim tra nhanh hon.

KET QUA THUC HIEN

Nhu da luu y trong chuong tiude, cde thuit toin hinh hoc thi khé
phin tich hon cice thuit toin trong nhing linh vye khic ma ta da
nghién ciu; vi khé mo ta dic diém cta dau vao (va dau ra) hon. Cac
thudit toan da xét phy thudce vio dic diém phan bd cua cac didm va
nhu vy khong thé so sinh cie thuit todn véi nhau; bai vi sy so sdnh
chung yéu ciu o6 mot sy hitu bidt vé cic tic dong qua lai rat phie
tap gida cac dic tinh duge hiéu bigt it oi cia cdc tap diém. Nhung
cing co mot. vii difu vé viée thue hidén cic thuat toan trén, gitp ta
chon lya thuiit toin thich hgp trong cic ung dung cy the.

Tinh ch&t 25.1 Sau khi sap xdp, quét Graham la mot tién trinh co
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thoi gian tuyén tinh.

Can phai suy nghi dé chitng minh tinh chat nay la ding, vi c6 mét
“vong lap trong vong lap” trong chuong trinh. Tuy nhién, dé thay
rang khong diém nao bj “loai bo” hon mot [an, nhu vay phan ma
trong vong lap kép duge Lap lai it hon N [an. Thai gian tdng cdng dé
tim bao [6i bang phuong phip nay la O(NlogN), nhung vong lap
trong ty ban thin né la mot phép sfip x&p, cb thé duge lam hidu qua
hdn bang nhirng ky thuat trong cic chuohg 8-12.

Tinh chiit 25.2 Néu bao cé6 M dinh, thi thubt toén boc-gdi yéu ctm
khoang MN bwoe lp.

BPu tién, ta phai tinh N-1 goc dé tim géc nho nhit, [an 1ip k& tiép
can N-2, roi N-3,.. nhu viy tong cong s0 phép tinh géc la
(N-1)+(N-2}) +...+(N-M+1) = MN - M(M-1)/2

Tinh chit 25.3 Phép loai bo phan trong la tuyén tinh veé thoi gian
trung binh
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BAI TAP
1. Gia sit ban 4i biét trudée bao [bi cua mot tip diém 1a hinh tam gidc.

Tim mot thudt toin dé& xdc djnh nhanh chéng tam gidc nay.
Tudng ty, tim bao [6i néu bigt trude né 1A mdt i gidc,

ke
L

2. Tim mét phuong phap hi¢u qua dé xic dinh xem mdt di€m 6 nhim
trong mt da giac [6i hay khong.

3. Hoan thién thuft toan tim bao [6i giong nhu thuat todn sip x&p
chen, dung phuong phip cia ban trong bai tip trude.

4. Trong quét Graham, c6 that sy can thiét bit dau tit mot didm
duge biét chilc la ¢ trén bao? Giai thich tai sao o6, tai sao khong.

3. Trong phuong phap boc-goi, cé thit sy can thiét bit dau td modt
diem duge biét chiie 1a @ trén bao? Gidi thich tai sao c6, tai sao
khong.

6. Tim mot tip diém sao cho phuong phap quét Graham tim bao [6i
mat hi¢u qua.

7. Phuong phap quét Graham ¢ tim dude bao 16 ciia mot tap diém
tao ra cac dinh cua mit da gise don bat ky khong? Giai thich tai
sao va cho m{t phan vi du chung to tai sao khong.

8. Tim 4 diém dé dung cho phudng phip loai bo phin trong néu tap
diém dudge cho la phan b3 ngiu nhién trén hinh tron.

9. So sanh theo kinh nghiém phudng phéip quét Graham va phuong
phap boc goi cho mot tap nhiéu diem véi cic toa dd x, y trong
khoang O dén 100.

10. Cai dat phuong phéap khu phin trong va xac djnh theo kinh
nghiém N nén l6n bao nhigdu dé loai duge khoang 50 diém khi
dung phuong phap nay trén tap diém vdi x va y xAp xi nhau trong
khoang 0 va 100.
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TIM THEO KHOANG

Cho mot tap diém trong mét phang, mot ciu hoi ty nhién la tim cde
diém roi trong modt vung di cho nao d6. “Liét ké tit ca cic thanh phd
trong pham vi 50 dam ké tir Princeton” 13 mét ciu hoi thuée loai nay
vdi tap diém la cac thanh phd trén ban dé My. Khi dang hinh hoe clia
ving tim duge gidi han 1 hinh ch@ nhat, van dé nay dé dang duge
ma rong cho cic b todn khéng hinh hoe. Vi dy, “Ligt k& nhing
ngudi tit 21 dén 25 tudi vdi thu nhap tir 600003 dén 100000$” tim
nhiing “diém” trong tap tin dd lidu chiia tén-tudi-thu nhap rvi trong
mat phang tudi-thu nhap.

Viéc md rong ngay trude mét la cho nhigéu chidgu hon. Néu ta
nudn ligt ké tit ea nhang ngdi sao trong pham vi 50 niim anh sing
U mat tros, ta oo bid todn 3 chiéu, Va néu ta mudn tim nhing ngusi
@iy o6 tre tudi nhu trén ma ki cao va la phai nd, ta ¢d bai toan 4
chitu, Trong thyc té, s6 chiéu cla nhing bai todan nhu vy o6 thé ritt
cao,

Tong quat, gia su ta o mot tap cic ban ghi vdi nhang thude tinh
nhat dinh 6 gia tri sip xép duge (doi khi duge goi Ia od sd dia lidu,
dit nhing dinh nghia hoan chinh va chi tiét hon cho thuit ngi quan
trong nay da dude trinh bay). Tim kiem vang la tim tit ca nhithg
ban ghi thoa man cic han ché pham vi cho trude trén mbt tap cac
thuje tinh. Day 1h modt bad todn khé va quan trong trong cac vng
dung thye té. Trong chuong nay, ta sé tip trung trén bai toan hinh
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hoe 2 chidu; trong do cdc ban ghi la cic diém va cac thude tinh 1a cac
truc toa dd cua diém.

Ta s& xét mdt phuang phap duge téng quat hoa tryue ti€p tir cac
phuong phap da biét vé viéc tim kiém theo nhitng khod don (modt
chidu). Ta coi ciac cau hoi 1a duge dat trén cing mdt tap diém, nhu
vay bai todan o6 thé chia lam hai phan : ta cin mdt thuit toan tién xuw
ly dé dua cac diém da cho vio mdt cllu tric hd trg ©6 hiéu qua cho
viéc tim ki€ém vang va mét thuit todn tim ki€m ving, dung ciu tric
trén dé tra vé cac diém rdi trong vang (nhiéu chiéu) da cho. Sy phan
biét nay )a dé so sanh ciac phuong phap khac nhau vi tdng chi phi
khong chi phu thugc vao sy phan b8 cla cic didm méa con vao s8
htgng va ban chat cua cac ciu hoi.

Bai todn tim theo khoang nghia la tim tit ca cic diém rdi trong
khoang cho trude. Diéu nay o6 thé lm duge biing cach sip cac diém
va dung phép tim nhj phan dé do cac diém cudi cia khoang da cho,
roi tra lai tit ca cac diém roi trong khoang trén. Mot bign phap khice
la xay dyng ciy tim kiém nhj phan va thue hién mét phép duyét dé
quy trén ciy, tra vé cic diém trong khoang tim va bo qua cic phan
cua ciy nam ngoai khoang tim. Trong chuong trinh & trang sau 6
chita m{t phép duyét cay dé quy don gian (xem Chuong 4). Néu
diém cudi bén trai cia khoang tim rdi vio bén trid cliia mit goc, ta
tim (dé quy) theo ciy con bén trii, va tuong ty cho bén phai; vdi moi
nut ta ghp, kiém tra xem gia trj cia nit ob rdi :l:mng khoang tim hay
khong.

Chudng trinh co thé duge cai tién hitu qua hon chit it biang cich
dung mét bién toan cuc int dé luvu khoang tim hon Ia truyén bign cho
cac loi goi dé quy ma khdng thay ddi gia trj cua né. Hinh 26.1 cho
thay cic diém tim duge khi chuong teinh van hanh trén ciy vi du.
Chi y rang cac diém tra vé khong cin lién thdng vdi nhau trén cay.

Tinh chiit 26.1 Tim kiém theo khoang cé thé dicge thire hién vdi
O(NlogN) bicoc xu ly trude va O(R+1logR) d@ tim kiém viing, d diy
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type interval = record x1, x2 ;intcger end;
procedure freerange (t:link, int:interval);
var fxl, tx2 : boolean;
begin
if f< >z then
begin
ixl :=tt.key >= int.xl;
x2 := t1.key <= int.x2;
if txl then ireerange(t t .1, int);
if £l and &x2 e
then t.key is within the range
if fx2 then éreerange(t 1.r, int);
end
end;

R la sb cée didm thuc sic rdi trong khoang tim.

Nhitng dizu nay trge tiép ti cac dac tinh oo ban cta ciu tric tim
kiém (xem Chuong 14 va 15). Néu mudn, ta cing cb thé ding cay
can bang.

Muc dich cua ching ta trong chudng nay la sé dat tdi cung thui
gian thye hién nhu trén khi tim kiém trén ving nhieéu chigu. Tham
sd R riit quan trong : tao thuan lgi dé sinh cdc ciu hoi ving, ngudai
diing c6 thé dé dang phit biéu nhitng cau hoi yéu cau tit ca hofic hau
hét cic diem. Kiéu ciu hoi nay duge dung trong nhidu @ng dyng,

Elinh 26,1 {un theo KMiodang (mat chicu) bang mdt edy tim kicm nli phén
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ngoai ra sé khong can dén cdic thuit giai phie tap néu moi ciu hoi
thudc vio kitu trén. Ta sé xét cdc thufit toan duge thidt k& 6 hidu
qua cho cac ciu hoi khéng tra v& mdt sd 1dn cic diém.

CAC PHUGNG PHAP CO BAN

Trong truting hgp 2 chidu, “vang” Ia mét mién phing. Dé don gian,
ta sé xét bai toan tim tat ca cac diém b toa dd x, y 19i trong cac
khoang cho trudc; nghia la ta sé tim cdc diém rdi trong mot hinh cha
nhat cho trude. Nhu vay, ta s& gia thiét ring kiéu rectangle la mot
ban ghi cua 4 sb nguyén cho cic diém cudi theo chidu doc va chidu
ngang. Thao tdc od ban cua ching ta 1A kiém tra xem mot diém o6
rdi vio hinh chd nhat di cho hay khéng, nhu vay ta sé dung ham
insiderectip:point; rect:rectangle) dé kiem tra didu nay, tra vée true
neu diém p rdi trong rect, Muce tidu cia ching ta 1a tim tit ca cdc
diém 10i trong hinh ch@ nhit @i cho, dung cang it 18i goi ham
insidercet chng tot,

Phuang phip don gian nhat dé giai bai toan nay la tim kigm tuan
fu: quét tat ca cac diem, kiem tra xem moi diém o6 rdi trong khoang
da cho hay khong (bang cich gm insiderect cho tung diém). Trong
thue té, phuong phap nay duge dimg trong nhiéu cd s6 dit lidu vi né
de dang duge cai tién biing cich “kun thanh dgt” cde ciu hoi viing,
kiém tra nhitéu cAu hoi khic nhau trong ciing mat Iin quét qua cae
diem. Trong cd sd dit lidu vt 1dn, noi mi cic di ligu duge luu trong
c:ie thiét bi ngoai va thai gian doe da liéu 13 vugt xa chi phi cho cde
“au hol, eac ¢fa hoi duge gom lai trong bd nhd trong va tim cice diém
thon cde cau hoi trong mot [an duyét tip tin di litu ngoai. Tuy
nhién, néu c¢ich lam thanh dgt khéng thuiin tién hay cd sd dd litu
nho hon, thi ¢6 nhung phuong phip tét hon nhidu.

Mot cai tién don gian dau tién cua phuong phap tim kiém tuan tu
la dp dung trye tiep phuong phap cho viing mét chiéu trén cdc chidu
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1inh 26.2 7im theo khodng hai chiéu
dude tim kiém. Hinh 26.2 cho mot vi dy tim céc diém trong mot
hinh chit nhit.

Mot cach lam 1a tim cic diém c6 hoanh d9 x rdi trong khoang tim
x cua hinh chit nhat, roi kiém tra tung @0 y cua cac diém nay dé xét
cac diém cd thudc hinh chi nhat da cho hay khéong. Nhu vay, cac
diém khéng thude hinh chi# nhit, do hoanh dd x cua ching ¢ ngoai
khoang tim, s khong bao gio duge xét dén. Ky thulit nay goi la phép
chiéu; 10 rang ta cing ¢ thé ding cich trén cho tung d6 y. Trong
vi dy, ta kiém tra ciac diéem E C H F va [ khi chigu theo x va ta cing
c6 thé kiem traO E F K I’ N va L khi chigu theo y.

Néu cae diém phan bd déu trong mdt mién hinh ch@ nhat, dé tinh
duge sd trung binh cac diém duge kiém tra. Phan cic diém ta mudn
tim trong hinh chir nhit da cho la t1 06 cua viang hinh chit nhiit vdi
toan mién; phan cac diém ta kiém tra theo chiéu x la ti sO gita be
rong cua hinh chit nhat vdi chiéu rong ciua toan mién; va tudng ty
theo chiéu y. Trong vi du, ta dung hinh cht nhiit 4x6 trong nuén
16x 16 nghia la ta trong 6 3/32 diém trong hinh chit nhat, 1/4 ching *
trong phép chidu x va 3/8 ching theo phép chiéu y. Rd rang, dudi



36 PHUCING PIHAP LU

nhitng tinh hudéng nhu vay, tot nhat la chiéu lén tryc ing vdi chidu
nghn hon cua hinh ch nhit. N6i cich khae, ta dé dang xay dung
nhing ¢inh hudng trong d6 ky thuit chigu la t& hai; vi dy, néu tap
diém o6 dang L va vige tim kiém vdi vung tim chi bao duge cac diém
d gan goc cua “L”, sau 46 phép chidu trén ca hai true loai bo chi duge
mot nua cac diém.

Nhin ludt qua [an diu, o6 ve 13 ki thuat chidu duge cai tign dé cho
cac diém roi trong khoang tim x va cdc diém rdi trong khoang tim
y la “cat nhau”. Hay c6 giing lam didu nay ma khdng xét téi truding
hgp xau nhat 1a tit ca cac diém trong khoang tim x hofic tit ca cac
diém roi trong khoang tim y, sé giip hiéu ™ hon cic phusng phap
phuc tap ma ta nghién ciu sau day.

PHUCONG PHAP LUGI

Mot ky thuat don gian nhung hitu qui la duy tri quan hd gin nhau
gifta cic diém trong mit phimg dé ciu tric thanh mdt ludi, chia
ving dugce tim thanh nhiéu 6 (vi dy, ky thuat nay duge dung trong
khao ¢o hoc). K& tiép, khi cic diém nim trong hinh chi nhat tim
kiem duge xét, ta chi xét cac 6 ¢6 giao vdi hinh ch@ nhat. Trong vi
dy, chi cic diém E, C, F va K la duge xét (nhu trong hinh 26.3)

Trong viée cai dat phuong phap nay, diéu quyét dinh cha y&u la
xac dinh kich thude cua ludi : néu qua to, méi & ludi s& chia qua
nhiéu diém, va néu quad nho, phai tim ki€m trén qua nhidu 6 ludi
(phan ldn cac 6 1h rong). Mot ciich nhiim vao sy cAn doi gitda hai cyc
doan trén la chon kich thude 6 sao cho s6 cdc & 1A mdt phan so trén
tong i cie diem. Nha vy 0 cic diém trong mét 8 dude hy vong la
x{p xi mot hiing 6 nhd nio do. Trong vidy, ta dung 1udi 4x4 cho tap
16 diém nghin 1 mdi 6 ¢d thé chda mot dién.

Sau day I mét cai diat don gian cua chuong trinh xay dyng ludi
chita cic diém trong mang pf0...NJ] cdc diém theo type dudc dinh
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Winh 26.3 P’lurong phap Licoi détim theo khodng
nghia trong phiin dau Chuong 24. Bién size dung dé xac dinh 3 ctia
6 luéi. Dé don gian, ta gia thiét cdc toa dd cia diém trong khoang 0
va mot gia trj max nao dé. Vi bién size duge lay lam cd cia 6 ludi nén
ta co (max/size)*(max/size) & WuGi. Dé tim 8 ludi chita mot diém nao
do, ta chia cic toa do cua diém cho size, nhu trong cai dat d trang
sau:

Chuong trinh nay dung cich biéu dién danh sach lien két chuén,
véi nit rong z & cudi. Bign max duge cho 1am bign toan cuc, cb gia
trj ban diu la gid trj toa d9 16n nhit trong s8 cac diém dugc nhap

Vao.

Nhu da mé ta & trén, gia tri bién size phu thude vio s& cic diém,
Iugng bd nhd st dung vaa ving cic gia tri toa do. Mot ciach ude chirng,
dé c6 M diém trong méi o, ta nén chon size la s6 nguyén lén nhit gan
vai max/sqrt(N/M). Diéu nay din dén c6 khoang N/M 6. Sy ude lugng
nay khong chinh x:ic cho cic gis trj nho ciia cac bién, nhung né dung
dugc trong hau hét trusng hgp, va nhiing wéc lugng tuong ty co thé
dé dang cdong thic hoa trong cac ung dyng dac bidt. Gia trj udc
lugng trén c6 thé khong can chinh xdc va trong cai dat nay, ta dung
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const nmaoxG=20;
type link =node;
node = record p:point; next:link end;
var grid: array [0..maxG, 0.maxG] of link;
size: integer; z: linR;
procedure preprocess;
procedure insert (p:point);
var £:link; :
begin
new(t),
tt.p:=p;
t 4} .next := grid [p.x div size, p.y div size);
grid [p.x div size, p.y div size] := {;
end;
begin
new (z);
size = 1;
while size*size < max*max/N do size := size+size;
for i:=0 to maxG do
for j:=0 to maxG do grid{ig/ =z
for i:=0 to N do insert (pfi])
end; :
size la luy thira cia 2 biing cich nhan va chia véi size, sé hidu qua
hon rat nhieu trong hau hét cic modi trutng lap trinh,

Mot ciach chon thong thubng la lay M =1 va ta dung gia tri M nay
trong cai dat. Néu khoang trdng qua nhiéy, o6 thé lay gia tri M Idn
hon, nhung gia tri M nho hon thi it duge dung ngoai trif trong nhing
tinh huéng dic bigt.

Liic nay, ta da niam duge hau hét cong viéc dé tim kigm vung theo
chi mye trén mang grid:

Thai gian thyc hién cia chudng trinh nay ti 1@ voi s0 & duge xét.
Vi ta da than trong sip x&p sao cho mdi & chia (vé trung binh) mot
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procedure gridrange (rect ; rectangle);
var (& link;, ij:integer;
begin
for i:=(rect.xl div size) to (rect.x2 div size) do
for j:=frect.yl div size) to (rect.y2 div size) do
begin
L=grid{ijh
while t< >z do
begin
if insiderect (t 1 .p.rect)
then point ¢ t.p is within the range
t:={¢1.nexi;
end
end
end;

hang s6 cac diém vi 8 cice & duge xét cang ti 18 (vé trung binh) vdi
88 cac diem duge xét.

Tinh chiit 26.2 Tinh trung binh, phuwtong phéap Lesi c6 thai gian
tuydén tinh doi pai s6 cae diém trong vimng tim, va tuyén tinh d&i voi
tong so diém trong truong hop xim nhit.

Néu so diem trong hinh cha nhit tim kigm la R, thi s8 8 duge xét sé
t1 1¢ vai R. S6 6 duge xét, ma lai khéng roi tron trong hinh chi nhat
tim kiém, chic chiin s& nho hdn R; nhu vay tdng so thoi gian thyue
hién (vé trung binh) la tuyén tinh véi R. Véi R ldn, s8 cac diém
khong roi trong vang tim, ma vin dude xét, thi kha nhd: tat ca
nhing diém nhu vily rui trong cde & ¢6 phan giao vdi hinh chi nhat
tim kiém va s6 nhitng 0 nhu thé t1 e vdi ciin bac hai cua R khi R 1dn.
Chu y lis lap fuén naty €6 phan sai néu cice 8 qua nho (cé qua nhidu &
rong trong hinh chia nhat tim kigm) hoiic qua lén (chia qud nhiéu
diém trong ciic & nium trén chu vi cua hinh chi nhat tim kiém) hoiic
néu hinh chd nhat tim kiém manh hon cdce 8 (né 6 the giao véi
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nhidu 6 nhung chi ¢é it diém roi trong d4).

Phudng phap Iudi lam viée t8t néu cac diém rai déu trong viing
tim, nhung sé tbi té néu cic diém cym lai thanh dam (vi dy, tit ca
cac diem cb thé roi trong mt 8, nghia la cac 6 khdc sé khdng chia
gi ca). Phuong phap duge xét k& ti€p Jam cho trusng hop xiu nhat
nay khéc han di bang cich chia nhé khéng gian tim theo nhiéu cich
khac nhau, phu hgp vdi tap diem.

CAY HAI CHIEU

Cay hai chiéu 1a mdt chu tric dir lidu dong, rdt gidng vdi ciy nhj
phan ngoai trr didu 1a né chia khéng gian hinh hoc theo mét cich
thuén tién cho viée tim kiém vung. Y tudng ¢ day la xay dyng cay
tim kidm nhj phan vdi cac di€m duge chita trong cac nit, dung cdc
toa do x va y cua cic diém nhu a cic khoa theo mét trinh tu thay doi
nghiem ngat.

Cung ciing mét thuat giai duge dung dé chen cic diém vio ciy
2D nhu trong cay tim kieém nhj phan thong thuong; nhung ¢ niit
goc, ta dung tung d9 y (néu diém dugce chen c6 tung dd y nhod hon
diém g nit goe, thi sang trdi; néu khong sang phai), sau 46 & muie
tiép theo ta ding hoanh &6 x, roi 6 muic tiép theo nia thi diung tung
dd y, ... cd luin phién nhu vay cho dén khi ghp nit ngoai cung. Hinh

Hinh26.4 Aot cdy hat cliéu (21))
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26.4 cho thily cay 2D tucng ung vdi tip diém trong vi dy.

Sy dang chd ¥ cla ky thuit nay la viee chia mit phing mdt cich
don grian: tit ca nhiing didm dudi nit gbe thude ciy con bén trdi, tat
ca nhing diém & trén thudc cily con bén phai; sau dé tit ca nhing
diém J trén nut gdc va ¢ bén trai diém thudc cAy con bén phai thi
thudc cily con bén trai cua ciy con bén phai cua mit gbc, ...

i——-—_—.—_l________!t...__.—_____—_i

16nh26.5 Chia nho magt phing bang mot ey 2D (bat ddu)

Hinh 26.5 va 26.6 cho thiy mat phing dude chia nho theo cfiu
truc cay trong hinh 26.4. 'rude tién, mot duong ngang duge vé qua
diém A (1A mit dau tién duge dua vao). Sau d6, vi B ¢ dudi A, ta
chuyén sang city con bén trdi A, vi nita mat phiing dudi A bj chia bai
dudng thang doc & hoinh dd x cia B (s¢ do thid nhi & hinh 26.5). Ké
tiép, vi C 0 dudi A, ta qua trdi mit goc, va vi C 6 ben tréi B, ta qua tréi
B va chia phan mit phiing & dudi A va bén trai B bang duting thing
ngang tai tung dod y ctia C (so d6 thit ba ¢ hinh 26.5). Vige chen D 1a
tudng ty, ké tiép 1a E duge chen d bén phai A vi E ¢ trén A (so d6 dau
tién trong hinh 26.6), ...

Mai nut ngoai cua ciy tudng Wng mot hinh ch@ nhit nao 46 trong
mit phiAng. Méi viing tucng ung vdi mot mit ngoai cua cay; mdi
diém niim trén modt doan thang doc hodic ngang xic dinh phép chia
tai didm d6

Trinh xiy dyng cay 2D 1 mdt thay ddi don gian cia trinh tim
ki¢m trén cAy nhj phan chuin dé thay doi viée tim theo x va y tai mdi
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Winh26.6 Chia nho mat phang bang mét cdy 2D (cdc bude tiép theo)
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type link = Y node;
node = record p:point; Lr :link end;
var & head, z: link;
procedure irecinsert (p:point; t:linkj;
var f: link; d, td : boolean;
begin
d = true;
repeat ,
ifd thentd:=px it.px;
elsetd:=p.y ttpy
fr= i
if td thent:=t¢t%t.]
else t ;=tt.r;
d:= not d;
until ¢=2;
new (Lt p:=p; ¢t l:i=ztt.r:=2
if td then ft.i:=telse ft.r:=1
end;

—________._.——l—'—_

Nhu thuiing I¢, ta ding mot nit diu head vdi diém gia (0, 0). Nut
head “nhd han” moi mit khac dé chy lui qua lien két phai cua nut
head, va nut gia z duge dung dé biéu dién moi mit ngoai. Loi goi
treeinsert (p, head} chen mdt nit mdi chia diém p vao cly. Bién
logic d ding dé thuc hién viéc kiém tra luan phién cic toa dd x va y
khi di xudng trén cay. Ngoai ra, thi tyc nay I gidng nhu thu tyc
chuin d Chuong 14.

Tinh chit 26.3 Viéc xay dimg cay 2D tir N diém ngdu nhién doi
hoi trung binh 2NInN phép so sanh.

Thue vily, vdi cic diém phian bd ngau nhién, ciy 2D c6 cing cach
bidu dién diae tirung nhu ciy nhj phian. Ca hai toa 46 git nhigm vu
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Hinh 26.7 Tim theo khodng nho mér cdy 21D
nhu la cic khod ngiu nhién. Dé tim ki€m viing bang cay 2D, trudc
tién ta xay dyng ciy 2D tir cic diém trong giai doan tién xi ly:

e
procedure preprocess;

function initialize:link;
var t: link;
begin
plO0].x := 0; p[0].y := 0; pl0].info := 0;
new(t) tt.p:=pl[0]; tt.r:=z
initialize := t;
end;
begin
new(z); head := initialize;
for i:=1 to N do treeinsert(p[i],head);
end;

e —————————————————————————————eeeseeese s 4L

Tiép theo, dé tim kiém viing, ta kiém tra diém & mdi nit vd; viing
tim vdi chiéu duge diing dé chia mit phiing cia niit dé. Trong vi du,
ta bat dau bang cach qua phai & niit goc va qua phai 6 mit E, vi hinh
chi nhat tim kim hoan toan d trén A va & bén phai nit E. K& d6, ¢
nut F, ta phai [an xudng theo ca hai cAy con vi F rdi trong viung (theo
chiéu x) xac dinh bi hinh ch@ nhat (chi ¥y can thin rang diéu nay
khdng dong nghia véi F roi trong hinh chit nhat). K& tiép, cac cay
con bén trii cia P va K duge kiém tra, tuong dng vdi viee kiém tra
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1hah 26.8 1im theo Khoang nite mot cady 21 (chia pho mat ph(irlgj
cac vung phu fén hinh cha nhat tim kiém. (xem hinh 26.7 va 26.8).

Viéc cai dat tién trinh nay la dé dang véi sy mad rdng don gian tit
thu tuc range 1D da duge xét ¢ dau chudng nay:

proccdure range (t:link; rect:rectangle; d:boolean);
var t1, t2, fxl, tx2, tyl . ty2 : boolean;
bepin
if tz then
begin ixl = rectxl tt.px; tx2 .=t} px rectx2;
tyl ;= rect.yl tt.py, ty2:=tt.py recty2;
ifd then begin ¢ := fxl; 12:=1x2; end
else begin ¢l (= tyl; t2:=ty2; end;
if t1 then range(t 1.1, rect, not d);
if insidercct (t1.p, rect)
then point tt.p is within the range;
il 12 then range (¢ 1 .r, rect, not dj;
end;
cnd;
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1linh 26.9 1im theo khoang nho mgt cdy 21 fom
Thu tuc nay [an xuéng hai cAy con chi khi duong phan cach cét
ngang hinh chit nhit, diéu nay thuting khong xay ra véi nhiing hinh
chi¥ nhat tusng doi nho. Hinh 26.8 cho thdy cac [an chia nhé mat
phiing va cac diém duge xét trong cic vi dy.

- Tinh chat 26.4 Tim kiém ving bing cay 2D ding khoing R+1logN
bude dé tim R didm trong cde khoang tim trong midn clhuta N didm

Phudng phap nay vin con dang duge phan tich va tinh chit néu trén
la mot ude dodin hoim toan kinh nghiém. Di nhién, sy thye hién (va
sy phan tich) ludn phu thugc vao kitu cta vimg duge ding. Nhung
phuong phip nay rat ding ké so vdi phuong phép luéi, va phan nao
it phu thudce vao “tinh ngiu nhién” cia tap diém. Hinh 26.9 cho thay
cay 2D cua truting hgp o6 nhiéu dién.

TiM KIEM TREN VUNG NHIEU CHIEU

Phuong phap ludi va ciy 2D tong quat hod tryc ti€p duge cho nhisu
chiéu han: sy md rong don giin cha cde thuat toan trén tde khic cho
cac phuong phiip tim kiém lam viée trén viing ¢ s chiéu 16n hon 2.
Tuy nhién, ban chat cua khong gian nhigu chidu doi hoi phai than
trong va tinh nang cua cic thudt todn nay ¢ 1 khé ma néi trude
dudc cho mit dng dung cu thé nao dé.

Dé cai dat phuong phiip ludi cho vige tim kidm trén viing k chisu,
ta tpo mot ludi 1a mang k chitu v dung mdt chi muc cho méi chigu,
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Vin dé chinh la tim mot gia tri hgp 1y cho bign size. Van dé nay hoan
toan ro rang khi & dn: kidu ludi gi duge dung khi tim kiém trén ving
10 chitu? Ngay nhu néu ta chi*ding 3 [an chia cho mbdi chiéy, ta
cing ¢an den 3 lay thita 10 & ludi, hiu hét cic 6 nay la rong véi
nhing gia trj N binh thudng.

Viéc tong quat tif ciy 2D thanh cay kD cing don gian: xoay vong
fan lugt qua cdc chiéu (nhu ta da lam trong trudng hgp 2 chiéu bing
cach thay ddi luan phign gita x va y) khi [an xudng cay. Nhu trén,
trong truong hgp ngiu nhién, chy két qua cé cung cac dic trung nhu
cAy timx kiém nhj phan. Cing nhu trén, 6 sy tuong \ing ty nhién
gilta cac cay va cac xu ly hinh hoc. Trong trutng hgp 3 chiéu, sy
phan canh d mbi mit tuong ing véi viec ding mdt mit phang cit
mién tim kitm 3 chieu; mét cich tdng quat, ta cit mién k chieu bang
mot siéu phang (k-1) chiéu.

Néu & rit 1on, o6 sy chi y nhiéu ve syt khong cin biang cua chy kD,
vi ciic tap diém cu thé o6 thé khong du 16n de biéu 10 dudge sy ngiu
nhién trén mot s6 1dn cace chicu. Dac bidt, tat ca cac diém trong mot
ciy con e6 thé se ¢d cung mot giid try trén nhicu chiéu, diin dén mot
sb cac cinh mét hudng trong cay, Mot cich lam giam van dé nay, la
thay vi xoay vong qua cic chiéu, ta ludn chia cic diém theo chidu tot
nhat. Ky thuit nay cing ap dung duge cho cay 2D. N6 doi hoi o
thong tin md rong (dé chon chidu) duge luu trong mdi nit, nhung né
lam giam sy khong can bang cua ciy, die bigt 1a trong cic cay co N
chiéu cao.

Tom lai, mac du dé o6 duge sy tdng quat cic chuong trinh nay
trong bid todn tim kiem trén vung nhiéu chiéu, nhung bién phap
nhut vily khé ap dung hitu hi¢u cho mot ing dyng lén. Nhing cd so
A YHéu 1dn, véi nhigu thude tinh trong mot méu tin, od thé la nhing
doi tugng it phidc tap; va mot sy hiéu biét rd rang vé cac dic trung
cua cdf s dit ligu 1 dieu can thigt dé phat trién mit phuong phap tim
kiém vung o hidéu qua cho mot ing dung cy the. Diy 1a bad todn rat
quan trong van con dang duge nghién cdu,
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k. Vigt ban khong dé quy cho chuong trinh tim ki®m trén viung 1
chiéu

2. Viét chugng trinh in tit ca cic didm trong ciy nhj phan ma cic
diém nay khong roi trong khodng tim

3. Cho s6 1dn nhit va nhé nhit cac 6 duge xét trong phuong phap
ludi nhu la cie hiim theo s8 chigu cta luéi va hinh chit nhat tim
kién.

4. Khao sat y do tranh sy tim kit'm & ciic 6 réng bang cich diung danh
sach lien két: méi o ludi co the lien k&t véi mot a khong rong ke

tiep cing hang va mdt & khong 1dng k& can cung cdt. Dung so db
nhu vy anh hudng nhu thé nio dén kich thude cua 8 ludi?

5. Ve cay va cic [an chia mat phiing néu ta xay dung cay 21 cho tip
diem Wit dau véi duisng chin doe. (Nghia I, goi range vdi tham
bitn thit ba la false thay vi true)

6. Hay cho mot tap diém diin dén cay 2D xAu nhat, trong d6 khong
nut nao ¢6 hai con; hiy chi ra cic Ian chia mat phing

7. Mo ta ciich thay d6i nhu the ndo trong mdi phuong phap dé tim
cac diém roi trong mot vong tron cho trude.

8. Vdi tat ca hinh chi nhat tim kigm trong cung mot viung, dang nio
1am cho méi phuong phip c6 sy thiye hién kém nhit ?

9. Phuong phdp tim ki€m ving nao duge ua chuéng hon khi céc
diém co cum thanh cic dim 16n cich xa nhau

10. Ve cay 3D do vide chen cic diém (3,1,5), (4,8,3), (8,3,9), (6,2,7),
(1,6,3), (1,3,5), (6,4,2) vio ciy réng ban dau



27
GIAO CUA CAC POI TUQGNG

Mot bai toan thutng gip trong cic ung dung lién quan dén cac di
liéu hinh hoc la: “Cho mot tap N doi tugng, c6 hai ddi tugng nao giao
nhau khong ?”. “Déi tugng” c6 thé la dutng thang, hinh ch nhat,
hinh tron, da gide hay bat ky kidu ddi tugng hinh hoc nao. Vi dy,
trong hé thong thiét ké va xu ly mach dién tich hgp hoic in céc tim
mach diém, ditu quan trong la xét xem c6 hai day nao giao nhau gy
ra sy doan mach khong. Trong nghién ciu san xuiit, cdng thic todan
hoc caa nhieu vin dé quan trgng ciing din dén bai todn giao hinh
hoc.

Giai phéip hién nhién cho bai todn tim giao 13 kiém tra mdi chp doi
tugng o6 giao nhau hay khong. Vi o6 khoang N4/2 cap d6i tugng, thoi
gian thyc hién cua thuit todn nay la ti 18 vdi N2, Véi mot vai ap dung,
diéu nay khong ding ké vi 6 nhing hé s8 gidi han s8 d6i tugng duge
xut ly. Tuy nhién, nhitu ing dung thong thudng khac, phai gidi quyét
hang trim, hang ngan va thim chi hang tridéu doi tugng. Thuit todn
thi thién od N* thi 10 raing khong thich hgp cho cic ing dung nhu
vay. Trong chudng nay, ta sé nghién odu moét phuong phdp tong
quit dé xic dinh o6 2 ddi tugng gino nhau hay khong trong mot tap
co N doi tugng; phuong phdip niy dya trén cic thuit todn cua
M.Shamos va D.Hoey.

Trude tién, ta sé khao sat thufit todn tim tit ca cde cip giao nhau
trong tap cic doan thing doc v ngang, Diéu nay lam vin dé o6 vé
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dé hdn (cic dogn thing dgc va ngang 1a cac doi tugng hinh hec don
gian} va khé hon (tim tat ca cde cip giao nhau khé hon la xéc djnh
Xem €0 cdp nao giao nhau khéng). Ta sé cai dat thuat toan nay bang
cich ¥ng dung city tim kigm nhj phan va trinh tim kigm viing da xét
¢ chudng trude trong cung mdt tha tye dé quy kép.

Sau do, ta sé xét bai toan tim mdt cap giao nhau trong tap N doan
thang c6 phuong ty do. Chign luge tong quat duge ap dyng ¢ day la
tidng ty nhu chién luge trong truang hop cac doan thang
doc-ngang. Thyc ra, ﬂec tim giao cua cac ddi tugng hinh hoc khice
dugc thyc hién theo cliing mit y tudng co ban. Tuy nhién, vdi cic
dogn thing va cic d8i tugng khac, vite md ron g dé tra vé tat ca cac
cip giao nhau thi hoi phie tap hon trudng hgp cic doan thing
doc-ngang.

CAC DUGNG THANG DOC VA NGANG

D& bt daw, ta gia thigt la tit ci cic doan thiing 14 doc hoic ngang:
doan thimg duge xde dinh bang hai dau muit hoae c6 cung hoanh dd
hojic c6 cung tung do (xem vi dy trong hinh 27.1). (Dieu nhy thuting
duge goila hinh hoe Manhattan vi thainh phd Manhattan gom nhiéu
dutng ngang vadoc). (ia thiét han ché vé cic doan thimg khong lam
bai toan tra thimh vo nghia. Thyc viy, sy han ché nay la nham vao
ciac ung dung cy thé: vi dy, vige thitt k€ cac mach dién tich hop rat
lon. Trong hinh 27.1 bén phai, cac doan thiing tuong doi ngan la diéu
thuung xay ra trong nhiéu ung dung (dd riing o6 thd c6 mot s doan
rat dai).

5o do tong quat cua thuat todin tim mdt giao diém trong thp cac
doan thiAng la ding mot duting thing ngang quét tir dudi 1&n trén.
Chiéu len duiing quét nay, nhitng doan thing doc bign thanh cac
diém va nhiing doan thing ngang bién thinh cic khoang. Khi duting
quet ngang di tU dudi lén, aic diém (biéu dién cac doan thang doc)
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. Iinh 27.1 Nluing bdi todn giao cria hai dicong thang
xuéit hién rdi bien mat va cac doan thang ngang thi xuét hién cach
quang. Giao diém xuAit hién khi mdt khoang trén dusng quét (biéu
dién modt doan thing ngang) chita mét diém (biéu dién mot doan
théng doc). Bang cich nay, bai todin 2 chiéu tim giao diém cua mdt
ciip dudng thiang duge thu lai thanh bai todn tim kigm vang 1 chiéu,

Di nhién, khong thuc sy can thiét phai quét duong thang ngang
qua toan bd tap cic doan thing. Vi chi can thao téc véi nhing diém
cudi cua c:ic doan thang nén ta bt dau bang cich sip xép cic doan
thiing theo tung d9 y, réi xi ly ching theo thi ty nay, Néu gip dau
thap cliia mot doan thing doc, ta thém hoinh dd x cia doan thang
nay vao ciay tim kiém nhj phén (& day goi ka cay x); n&u gap diau cao
ciia doan thing doc, ta xoa dban thang d6 khoi cay va néu gip doan
thing ngang, ta thue hién vige tim kigm vung theo 2 hoanh dd. Nhu
ta thay, cin mot 0 chu y khixa Iy cac dau nnit doan thing c6 toa dd
bang nhau.

Hinh 27.2 cho thity cie bude dau tién cua vige quét tim cac giao
diém trong vi dy bén trii hinh 27.1. Vigée quét bit dau tir dieém oo
tung dé y thiip nhat, la dau thip cua dogn thing C. Sau dé tdi E, roi
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Ihah 27.2 Cde bueoe déu ticn ciia viée quét tim cae giao diéin
D. Hinh 27, 3 cho thiy phan con lai cia tign trinh: doan thing ngang
G duge xu ly ké tigp, duge kiém tra o6 giao v6i C, D va E hay khong
(la cac doan doc cit duang quét ngang)

Dé cai diat vige quét, ta chi can sip cac diém cudi cia cdc doan
thang theo tung dd y. Trong vi dy, ta duge danh sich
CEDGIBFCHBAIEDHF

Trong danh sich nay, méi doan thing doc xuit hién 2 [An va méi
dudng thiing ngang xuit hién 1 lan, Danh sich da sap nay duge coi
nhu médt day cac lénh insert (khi xét dau thip cua cic doan thing
doc) va delete (khi xét dau cao coa cic doan thang doc). Tat ca
nhing “lénh” nay la cdc 16i goi don gidn dén cac thi tuc ciy nhj
phén chuin trong Chuong 14 va 26, diung hoinh 46 x 1am kho4.

Hinh 27.4 cho thay vige xut ly ciiu tiic cay x trong sudt qua trinh
quét. Mai niit trong cay tuong éng vdi mot doan thing doc va trong
qua trinh ciu tmic cy, khod dude dung la hoanh 40 x. Vi E ¢ bén
phai C, né kx cay con bén phai cia C. Dong dau tién trong hinh 27 4
tuong ung vdi hinh 27.2 va phan cdn lai tuong dng véi hinh 27.3.

Khi ghp mét doan théng ngang, né thuong duge ding @€ thue
hién vigc tim ki®m ving trén ciy : cic gino didm sé tudng ung vdi tat
ca doan thiang dypc & trong vung tao bai dogn thing ngang. Trong vi
du nay, ta tim dugc giao diém gita E va G; roi I, B va F dugc them
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Hinh 27.3 Cac biecre day dii cria viée quét tim cac giao diéin
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Hinh 27.4 Cdu tric dit ligu trong qua tring quét : kién thiéi cdy x
vao. Roi C bj xo4, H duge thém, va B bj xo4. Liic nay, A dudce xét va
vige tim kiém viung trén khoang xédc dinh bai A duge thye hién. Viée
tim kiém nay phat hién giao diém gita A véi D, E, H. Sau d6 khi xét
dén dau muit cao cua I, E, D va F, cic doan doc nay bj xo4 khoi cay.

CAl DAT
Trong cai dat nay, bude dau tién la sip cac diém cudi clia cic doan
thing theo tung do. Nhung vi cic ciy nhj phan, sé duge dung dé duy
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tri trang thai cla cic doan thing doc ma vén gi@ nguyén cic doan
thing ngang, cic ciy nay cing duge dung @€ khdi tao cho vige sip
xép theo y! Dic bigt, ta sé dung 2 cAy nhj phan “gian ti€p”, vdi niit
dau iy va hux. Cay y s& chia tit ca diém cudi cic doan thing va cac
diém nay duge xu ly timg cAi mot theo thi ty trén. Cay x chida cac
doan thang dang cit dudng quét ngang. Ta khdi tao ix va fry b khod
la 0 v cAc con tro chi dén mdt nut rong (nhu trong Chuong 14). Sau
do, ta xay dung cAy Ay bang ciach thém vao tung dd y cua cic doan
thiing doc va ngang:

procedure buildytree;
var xl, y1, x2, y2 : integer;
begin
hy := bstinitialize; N:=0;
repeat
N =N+1;
react (x1, v1, x2, y2); if eoln then readin;
linesfNiplx:= xl; linesfNjply:= yl;
lines{N]p2.x := x2; lines{N]p2.y := y2
bstinsert (N, v1, hy);
if y2<>yl1 then bstinsert (N, ¥2, hy);
until eof; |
end;

Chuung trinh nayy doc nhom 4 s8 (tuosng ing véi mit doan thing)
va mang cic s0 nily viao mang lines va vao ciy tim kiém nhj phan
theo y. Ta dung thu tuc chuan dstinsert trong Chuong 14, vdi khod

la tung do y, va lap chi myc cho mang lines theo trutng info. Hinh
27.5 minh hog vige xiy dung ciy.

Bay giv, viée siip x€p cd hiéu qua theo y duge thye hign béing cich
diung thu tue duyét cay theo thi ty gida (xem chuong 4 va 14). Ta
thiim tAt ca cic mit theo thit ty y tang bang ciach tham tat ca ndt cua
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cay con trii, thaim goc va tham tit ca nit cia cay con phai cia ciy
hy. Cung lic, ta duy tri mot cay khac (goe la hx) nhu da néi trén, dé
iam phép duydt theo duting thing quét ngang.

e we— e
procedure scan (next : link);

var ¢, x1, x2, y1, y2 : intcger; int : interval;
begin -
if next< >z then
begin
scanfnext/\l};
xl:=linesfnext t.infolplx; yl:=linesfnext t.infolpl.y;
xz:=linesfnext 1.infol p2.x; y2:=lines{next t.infol.p2.y;
iIf xZ2<xI then begin ¢:=x2; 22:=x1; x1:=¢ end;
if y2<yl then begin t:=y2; y2:=y1; yl:=¢; end;
if next t.key=yl then bstinsert(nextt.info.x1 hx);
if neat t.key=y2 then
begin
bstlelete(next t.infoxl hx);
int.xl:-=x1; int.x2;=x2;
bstrangefhx 1.r, int);
end:
scan (next1.r);
end;

end:
_'—‘_'__h—n—-——___

TU ma ta trén, dé dang viét thu tuc tham mot nidt. Pau tien, cic
toa do cua dau miit doan thing tuong ing duge Jay lai tir mang lines
(da lap chi muc theo trutng info cia mit). Kbi dem so sinh truing
key cua mit véi cac toa 46 nay dé€ xdc dinh xem nut nay tuodng ung
véi dau cao hay dau thip cia doan thiing : ndu la dau thap, nut nay
duge dua vao ciay hx va néu la dau cao thi xoa khoi cay hy; sau d6 ta
tién hiinh tim kiem vung. Cach ci dat hoi khic véi md ta nay ¢ chd
cédc dogn thang ngang duge chen thyc sy vao cay Ax, i dude xo4
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Iinh 27.5 Sdp xép € quét bdng ey y
ngay lap tue va viéc tim kiém ving duge thue hign cho khoang “dai
1 diem” cua cAc doan thiing doc. Dieu nay lam chuong trinh van
hanh dung dan trong ca truong hgp cac doan doc phu lén nhau (duge
xem la giao nhau).

Cach tiép cin trdn cic thii tye & quy thao tac trén x va y la rét
quan trong trong cac thuit todn hinh hoe. Mot vi du khac 1a thuat
toan cay 2D trong chuong trudce, ya ta sé xét thém mot vi dy trong
chuong sau.

Tinh chiit 27.1 C6 thé tim tit ca giao diém cua N doan thing doc
va ngang trong thoi gian i 1é véi NlogN + [ (v6i l la 56 giao didém).

Tinh trung binh, thiji gian thao tdc trén ciy ti 1é véi logN (néu cay
cin bing duge diung, trudng hgp xdu nhit ton thai gian 3 logN),
nhung thdi gian tieu ton cho bstrange cing phy thudce vao téng s8
giao diem. Noi chung, s gino diém c6 thé rit 16n. Vi du, néu ta o6
N/2 doan thing ngang v N/2 doan thing doc duge shp theo kidu cac
dutng chéo song song, thi tdong s6 gino diém la N2,

Cung vdi tim kiém vang, néu da bigt trude s8 giao diém Ja rit 16n,
thi m{t s tiép cin dun gian cing nén duge dung. Dién hinh, cdc ing
dung thude kieu “mo kim day bién” ¢6 rit nhieu doan thang duge
kiém tra nhung chi ¢é vai giao diém.
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GIAO CUA CAC DUGNG THANG
TONG QUAT

Khi cho phép cic doan thiang co dd ddc tuy ¥, tinh thé trd nén phuc
tap hon, nhu trong hinh 27.6. Pau tién, cic doan thing 6 phuong
tuy y dan dén sy can thiét phai kiém tra tudng minh xem mot cap
doan thang la o6 giao nhau hay khong - ta khong thé tim giao diém
chi bang mot phép kiém tra khoang don gian. Thi nhi, quan he thy
ty gita cac doan thang trén cay nhj phéan la phifc tap hon trude day,
vi né phu thudc vao viang y dang xét. Thit ba, cac giao diém bat ky
lam nay sinh vide thém cdc gid trj y mdi ma o6 thé 1a s& khac vdi tap
cac gia tri y ta liy ti cic dau nnit doan thing.

Thanh ra nhirng van dé nay co6 thé xir ly trong mot thuit toan vdi
cung ciu tric ¢ ban da néu. Dé viéc thao luan duge don gian, ta sé
xét thuit todin xiac djnh ¢6 hay khong mot cip giao nhau trong tip
N doan thang va thao luim viée md rHng thuat todn nay nhu thé nao
dé tim tat ca gino didm.

Nhu trén, trude tién ta sip theo y dé chia khong gian thanh cac
dai khong chua cac dau muit doan thang. Rbi ta cing duyét qua danh
sich cdc diém, thém cdc doan thing vio cdy tim kiém nhj phan khi
gap diu mdt thitp vi xoa né khi ghp diau nnit cao. Cang nhu trén, cay
nhj phan cho bitt thii ty cic dogn thing xuat hien trong dai ngang
gitta hai gia tri y lién tiép. Vidy, trong dai giva dau thap cua D va dau
¢ao cua B trong hinh 27.6, ciac doan thing sé xudit hién theo thi tu
F BD H G. Ta gia s riing khong ¢6 giao diém nao trong dai ngang
dang xét: mue tibu cua ching ta la gid nguyén cau tiric ciy va dung
nd dé tim giao diém.

Deé xay dyung cay, ta khang thé chi don gian dung hoanh d6 cia
cie dau muit doan thang lam khoa (trong vi du trén, thiye hién dieu
nay sé lam sai thua ty cua B va D). Thay vao 46, ta dung mdt quan hé
thi ty phite tap hon: mot doan thang x duge dinh nghia la 6 bén phai
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16uh 27.6 Hai bai 10an giao cia cdc dwong thang 16ng quar

doan thing y néu ca hai diu nuit ctia x déu & cing mot bén cia y nhu
la mdt diem xa vé ben phai; ta cing dinh nghia tuwong ty cho ben trai.
Nhu vay, trong so do trén, B @ bén phai A va B ¢ bén phai C (vi C &
bén trai B). Néu x khong d bén trii ma cang khong & ben phai y, thi
ching phai giao nhau. Thao téc “so sanh doan thing” téng quat
dudc cai dit bang cach dung thi tyc cew & chuong 24. Cace tha tuc
vé cay tim ki#m nhj phan chuin cing duge dung (k& ca cAy can bang
néu can thiét). Hinh 27. 7 cho thay stf thay d6i clia cay khi gap doan
thang C, roi gip D. Thyc t& mbi thao tdc duge hoan thanh trong
subt thu tyc xut ly cay la mot phép kiém tra giao diém céc doan
thiing: néu thil tuc cay tim ki¢m nhij phan khdng thé quyét dinh sang
trai hay phai thi edc doan thimg nay la phai giao nhau.

Nhung day chua phai la tiat ca, boi vi thao tic so sanh tdng quat
chua duge chuyén doi. Trong vidu trén, F dbén trai B (vi B A& bén
phai F) va B la ¢ bén trdi D, nhung F khong d bén tréi D. Can chi
y digu nay, vi thi tuc xoa trén cAy nhj phan gia thiét rhing phép so
sanh Ia da thay doi: khi B bj xod trén cay cudi cing trong day trén,
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Hinh 27.7 Cdt srvic dii licu (cdy X) trong bai toan fong qudt

cay trén hinh 27.7 duge tao thanh ma khong cb bit ky sy so sinh
tuong minh nao cua F va D. D& thuit toan tim giao diém nay lam
vigc ding dan, ta phai kiém tra tudng minh cdc phép so sanh la hgp
I& moéi khi ta thay déi ciu tmic cay. DPac bigt, mi lic dat lien két bén
trii cua mit x chi dén nut y, ta kiém tra mot cich o rang theo djnh
nghia trén xem dogn thang tuong tng véi x 1a c6 & bén trii doan
thing tuong ung véi y hay khdng; va tudng ty cho bén phai. Di
nhién, sy so sdanh ndy duge dung dé tim giao diém.

Tom lai, dé tim mot giao diém cta N doan thing, ta dung lai
chuwong trinh trude, ngogi trir 16i goi range duge bé qua va mé rong
thi tyc cay nhj phan bang cich ding sy so sénh téng quéat nhu da
noi. Néu khong c¢6 giao diém nao, ta bit diu biing cay rdng va két
thiic bang mot ciy rong khong 6 viée tim bit ky nhing doan thing
nao khong thé so sinh duge. Néu o6 giao diém, thi 2 duong thang
phai duge so sanh véi nhau trong tién trinh quét va sé tim dudge giao
diem.

Tuy nhién, moi khi tim duge gino diém, ta khong thé chi chu y va
hy vong tim duge mot giao diem khic, bdi vi hai doan thang gino
nhau sé d0ichd theo thd ty ngay lap tic,cich xi ly vandé nay
la dung mot hang chd c6 40 uu tién thay cho chy nhj phan trong viee
sap theo y: dau tien, dit cic doan thing vio hang dgi ¢6 wu tién tuy
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theo toa 49 y cia cdc diém cudi cua ching, i chuyén dan duong
quét 1eén bang cach iy lién ti®p toa 4 y nho nhit tir hang chd va thye
hién vige thém, xod cAy nhj phan nhy da néu. Khi tim thiy giao
diém, cic thinh phan mai duge them titng ci mdt vio hang chis,
dung giao diém nay lam didm thip hon cho mdi cai.

Mt cach khsac dé tim tat ca giao diém, chi thich hgp néu khong
cO qua nhidu gino diém, la chi dan gian bd di cic doan thing giao
nhau khi gino diém duge tim thay. Rbi sau khi vigc quét hoan tit, ta
bidt ring tit ca ciip giao nhau phai dinh liu 4&n mét trong cic doan
thang do va ta c6 thé dung mdt phuong phap don gian dé liet k& tit
ca giao diem.

Tinh chit 27.2 Té ca giao diéni cua N doan thing c6 thé tim
trong thoi gian £ 18 vdi NlogN+1, d day 1 la s3 coc giao didm.
Diéu nay duge suy tryc tiép tif cac thao luin @ trén.

Dac diém thu vi cua thu tue trén 1a né ob thé duge 1am thich hgp
biing cich chi thay doi thu tuc so sdinh tdng quit d& kiém tra sy dn
tai cua mot cip giac nhau trong tip cic dang hinh hoc tdng quét
hon.

Vi du, ta cai 43t mdt thu tuc so sanh 2 hinh chd nhit ma cic canh
cua chung la doc hoc ngang. Hai hinh ch® nhat duge so sinh theo
quy tac binh thuong la hinh ch@ nhit x 1a ¢ bén trai hinh chi nhat
y néu canh phai cua x g bén trai cua canh trai cua y. Nhu vy ta ob
thé ding phuong phdp trén dé kiém tra sy giao nhau cia tip céc
hinh chit nhit nay.

Véi dutng tron, ta c6 thé ding hoanh 9 x cua tAm @6 sip tha ty
va kiém tra tuong minh sy giao nhau (vi dy, so siinh khoang cich
gita hal thm va tong bin kinh cua ching). Lan nida, néu thi tuc so
sanh nay duge dung trong phudng phap trén, ta 6 mt thuit toin -
tim giao diém trong tip cic duong tron. Bai todn tim tit ca giso
diém trong nhing truing hop nhu vy thi phic tap hon rat nhidu
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mac di phuong phip don gian d2 cap trong chuang trudc vin diang
dugc néu chi co vai giao diem. Mot ti€p cin khic da ding cho nhidu
ing dung kbéc 1a xem xét nhing ddi tugng phic tap nhu tap cac
doan thing va dung thi tuc tim giao diém cic doan thang.
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BAl TAP

1.

a.

e

Tim cach xac dinh hai tam giic c6 giao nhav khdong? Hinh
vudng? Da gidc n canh vdi n>47?

. Trong thuat todn tim giao cic doan thing doc-ngang, & trung

hgp xdu nhit cb bao nhidu cip duge kiém tra nhung khdng cb giao
didm? Cho mdt so d minh hoa ciu tra 16 cua ban.

. Diéu gi xay ra khi tha tuc tim giao cic doan thang doc va ngang

duge ap dyng cho tap cic doan thang ¢6 phuong tuy ¥?

. Viét chuong trinh tim s6 cap giao nhau trong tap N doan thing

doc va ngang ngiu nhién, mdi doan thing duge tao vdi cac toa 40
nguyén ngiu nhién tir 0 d&€n 1000 va mdt bit ngau nhién dé phan
biét doan thing la doc hay ngang.

Hay cho mét phuong phap dé kiém tra xem mdt da giac la dan hay
khong (da giac khong ty cat)?

6. Hay cho mdt phuong phap dé kiem tra xem mot da gidc ka 6 chia

9.

mot da giac khac?

(Giai bai todn tim giao cla cac doan thing tdng quat véi gia thidt
su phan cach tdi thiéu gita hai doan thing la chiéu dai 16n nhit
cua chung.

. Cho ciu tric ciy nhj phan khi dung thuit toan tim giao cac dogn

thang cho tap cac doan thang trong hinh 27.6 dugce quay 90 dd.

. Cac thu tyc so sanh cho cac vong tron va ciac hinh chd nhit

Manhattan nhu mé ta trong chudng nay b chuyén doi vdi nhau
dude khong ?

10. Viét chuong trinh tim cac cap giao nhau trong tap N doan thing

ngau nhién, moi doan duge tao véi cice toa dd nguyén ngau nhién
ta O dén 1000.
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Cdc bai todin hinh hoc thutng xét dén cac khoang ciach gitta cic
diém. Vi dy, modt bai todn quen thudc trong nhidu ung dyng la bai
toan tim lang giéng gan nhat: tim diem gan nhit cia mot di€m cho
trude trong mét tap cho trude. Didu nay o6 1@ bao gom viée kiém tra
khoang cich giita diem duge cho vdi mdi diém trong tap diém da
cho, nhung 6 nhimg cach giai quyé&t khac tdt hon. Trong doan nay,
ta s& xem xét mt vai bai toan khéac v khoang cadch, mdt thuat toan
mau va mét ciu tric hinh hoc cd s6 1a bidu do Voronoi duge ding
co hiéu qua trong céc bién thé cita nhitng bai toan nhu vay. Céach tiép
cén cua ching ta la sé thao luan mot phudng phép tong quat dé giai
cac bai toan diém ghn nhat thong qua viéc xem xét ky ludng mot cii
dat mau giai quygt mdt bai toan don gian.

Mot 6 bai todn trong chuong nay tuong ty vdi cdc bai toan tim
kiém vung cua Chuong 26, va cdc phuong phép luéi, phuong phép
cay 2D cung duge trién khai thich hgp cho bai todan lang giéng gan
nhat va cac bai toan khdc. Tuy nhién, thi¢u st 16n nhat cta nhing
phuong phap nay la ching dya vao tinh ngiu nhién cta tap diém:
ching sé lam viec rit toi trong trudng hgp xdu nhit. Muc dich
ching ta trong chuong nay la khao sat mot ti€p cin tdng quat khac
ma van biao dam sy thue hién t5t trong nhidu bai todn, khong phu
thudge o litu vao. Mot vad phuong phap qua phie tap dé cai dat day
du, va ching doi hoi tbng phi da dé cic phudng phap don gian hon
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lai cd the lam viée tot hdn trén nhitng tip khéng 16n lAm hoac khi
tap diém nay duge phan tian da tét. Tuy nhién, sy nghién cdu cac
phuong phap nhu vay vdi viée thyc hién trong nhirng trutng hgp
xéu nhat sé cho thiy mat vai dac tinh co ban can duge hidu o cla
cac tap diém, ngay nhy néu cdc phuong phap don gian la tot hon
trong cdc tinh huéng dac biét.

Ta s& xét mdt ti€p cAn téng quat, dung cic tha tyuc 4@ quy kép dé
lién két ciac xu ly theo hai tryc toa ). Hai phuong phap trude da xét
(cay kD va giao diém) dya trén ciy tim ki€m nhi phan; phuong phap
¢ day la “chia dé trj” dya trén mergesort.

BAI TOAN TiM CAP PIEM GAN NHAT

Bai toan cap diém gan nhat tim hai diém gin nhau nhat trong mot
tap diém cho trude. Bai todin nay c6 quan hé véi bai todn tim lang
giéng gan nhat; mac du khéong duge ung dung rong rii bang.

Co vé nhu ta phai tinh khoang cich gitta moi cip diém dé tim
khoang cach nhd nhait : cho N diém sé c6 thai gian thyc hign ti 18 véi
N2, Tuy nhién, ta ¢ thé dung mdt thuit toan sip x&p d& chi phai
tinh chitng NlogN khoang cich trong trudng hdp xau nhit (vé mat
trung binh sé it hdn nhigu) va thii gian thyc hién trong trudng hgp
xau nhat la NlogN (vé mat trung binh sé t6t hon nhiéu). Troug doan
nay, ta sé xem xét chi tiét mot thuit toan nhu vay.

Ta s& ding mét thuit toan dya trén chién lude “chia @8 tri”. ¥
tucong ¢ day la sip x8p cdc diém theo méot truc toa 43, nhu tryc x
chiang han, roi ding thi ty nay dé chia tap diém thanh hai phan.
Trong toan bd tap diém da cho, cip diém gan nhat hoic la cip gan
nhiit trong cung moit bén nao d6, hoic 1a mdt cap diém cit ngang
duong thing phan gidi gita hai tap diém thinh phan. Di nhien,
truing hop dang chid y a khi ciip diém gin nhat cit ngang dubng
phan gidi. Cap diém ghn nhit trong mdi nida bén rd rang 1a tim duge
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bang cic I8 goi dé quy, nhung cdbn nhitng cap o6 mbi diém & mét bén
dugng phan gidi sé duge kiém tra nhu thé nao?

Vi dang tim ciip diém gin nhit trong mot tap diém, ta chi can xét
nhung diém trong khoang cidch min ¢ hai bén dudng phan gidi, véi
min la khoang cdch nho hon gitta cac caip diém gan nhat & mbi nira
bén. Tuy nhién, sy nhiin xét nay la khdng du trong trudng hgp xau
nhit, vi o6 thé c6 nhidu cap diém gan vii dudng thing phan giti; vi
dy tit ca cdc diém ¢ mdi nita bég o6 the sip thanh mdt hang ngay
canh duong thing pban gidi.

P& xu Iy nhitng tinh-hudng nhu vay, c6 vé nhyu can phai Ap cic
diém theo y. Vay thi, ta cd the gidi han s8 cac khoang cach phai tinh
nhu sau: xd 1y cac diém theo chiéu tang cla y, kiém tra xem moi
diém c6 nam trong dai ding chyta cic diem trong pham vi min ké tit
dutmg phan gidi. Véi mai diém trong dai trén, tinh khoang cach gia
diém nay vdi cac diém cing trong dai va o6 tung 49 y nho hon tung
dd cua diém dang xét nhung khong nhd qua min. Do khoang cach
gitia chc diém & mdi nira bén t5i thidu ka min nén s8 diém phai kigm
tra sé it hdan.

Trong tap diém & bén trdi hinh 28.1, dutmg phan q]c:h thing
dung tudng tugng & ngay bén phai diém F; ¢6 8 diem ¢ bén trai va
8 diém ben phii dudng phan cach. Cap difm gan nhat & rad tidi la
AC (hoac AQ), cap diem gin nhéat 8 nia phai la JM. Néu‘cic diém
dude siip theo y, thi cap diém gan nhit bj chia bdi duing phan gidi
duge tim bimg eich xét eic cip HI, CI, FK (cip gan nhit trong toan
bo tap diem), va EK. Vdi tap nhigu diém hon, dai chia cac cip didm
gan nhit cit ngang dutng phiin gidi s& hep hon (xem: phan phai cua
hinh 28.1)

Mzc du thuat toan nay don gian, cé mot vai chi v dé cai dat b
hiéu qua. Vi dy, co thé sé tra gia dat 42 siip cdc diém theo y bang mot
thu tuc dé quy. Ta da xét nhiéu thuéat todn ob thai gian thi hanh duge
md ta bang bidu thic quy nap Cy = 2Cyp + N, dandén Cy la ti k@
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Winh 28.1 Tiép cdn “chia-dé-mi” dé'fim cap diém gin nht
vai NlogN; néu ta siip theo y thi biéu thic quy nap s 1a

CN = 2*CN/2 + NlogN, din dén Cy ti 18 v6i Nlog 2N (xem Chuong
6) . Dé loai b diéu nay, ta trinh sip theo y.

Loi giai van dé nay thi don gian nhung tinh vi. Phuong phap
mergesort trong Chudng 12 dya trén viéc chia nhitng phan tit duge
sip, cling giong nhu viéc chia nhing diém da néu trén. Ta 6 hai vin
dé va c6 chung mot 16i giai cho ching, nhu vay ta c6 thé giai ching
dong thai ! Dac bigt, ta sé viét mot tha tuc dé quy dé vira sip theo y
va vifa tim cip diém gan nhat. Thi tyc nay sé chia dbi tap diém, roi
goi lai chinh né dé sip hai nida bén theo y va tim cip diém gin nhat
trong méi nia, sau d6 trdn hai nita bén dé hoan tit viec sip theo y
va ap dung lai thu tyc trén dé hoan tit vigc tinh ciip diém gan nhat.
Trong cach nay, ta tranh duge chi phi cho sy thém viéc séip theo y
bang cich tron dit litu duge yeu chu trong viéc sip xép vdi dit lidu
dugc yeu cau khi tinh ciip diém gin nhat.

Khi sap theo y, viéc chia dbi c6 thé duge lam bing bt ky cach

nao, nhung vdi phép tinh ciip diém gan nhit, viée chia ddi yéu cau c6
mot nua bén c6 hoanh do x nhé hon nita bén con lai. Diéu nay duge
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cai dit dé ding bang cich sip theo x trude khi chia dai tap diém.
Thye t&, ta c6 the dung cing thi tyc nay dé shp theo x ! Khi da hiéu
dy dinh tong the, viec chi dat khong con khé khin nita.

Nhu da luu y & trén, viée cai dat s& diung cac thd tyc sort va
merge d@ quy ¢ Chuong 12. Budc dau tien la thay doi cac ciiu tric
danh sdch dé luu cic diém thay cho cic khod, va thay déi thi tyc
merge dé kiem tra bi¢n toan cyc pass dung cho viée chon cich so
sanh. Néu pass=1, ta sé so sinh hoanh d9 x ctia hai diém; néu
pass=2 taso sdnh tung do y gitta hai diém. Trinh merge duge cai dat
nhu sau:
function merge (a.b : link) : link;

var c: link; comp: boolean;

begin

=2

repeat

if pass=1
then comp = atpx <btpa

else comp := at py <b1.py
if comp
then begin ¢} .next:=a; c:=a; a:=a? .next: end
else begin o 1 .next: =b; c:=b; b:=b6 t.next; end
until ¢c=z;
merge:=z t.next;
zt.next:=z;

end:
__"-__——_l——-—_-—,____

Nt rong z d cuo6i danh sich lam diém c¢am canh véi toa dd x, y
gia. Ta dung mdt thu tyc don gian khac dé€ kiém tra khoang cach
gitta hai diém da cho ¢ nho hon bién toan cuc min hay khong. Néu
nho hon, bién min sé luua Lai khoang cach nay va cac didm nut duge
luu vao hai bién toin cyc epl va cp2.
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procedure check(pl, p2 : point);

var dist : real;

begin if (pl.y <> z1t.p.y) and (p2.y <> zt.p.y) then
begin
dist:=sqri((pl.x-p2.x)*(p1.x-p2.x)+(pl.y-p2.y)*(p1l.y-p2.y));
if (dist < min) then
begin min:=dist; epl:=pl; cp2:=p2; end;
end;

end;

Nhu vy, min ludn chita khoang cach gitta cp1 va cp2, la hai diém
gan nhat duge thay téi lic nay.

Bude thit hai la thay déi tha tyuc sort dé quy 8 Chuong 12 dé tim

diéem gan nhat khi pass=2 (Xem chuong trinh ham sort & trang
sau),

Néu pass=1, day chinh la thu tuc mergesort dé quy 6 Chuong 12:
né tra lai mdt danh sich két ndi cic diém duge sip theo hoanh dd x
(vi merge dugc thay doi nhu da néu trén dé so sdanh theo x trong
passl). Diém hay cua cai dat nay 1a khi pass=2. chuong trinh khéng
chi sip xép. theo y (vi merge duge thay d6i nhu da néu trén dé so
sanh theo y trong pass2) ma con hoan thanh viéc tinh diém gan nhat
sé duge mo ta chi tiét sau.

Trudc tién, ta sip xép theo x, roi sip x&p theo y va tim cip diém
gan nhat bang 16i goi sort nhu doan trinh thy hai ¢ trang sau.

18
(1 (14
€) O (10 (13

(1) ) 4 (3) O O 0y 17
(6] (o] (A] (o] [E] [c] [H] [¢] 1] |} [B] [P] [N] [J] [M] [L

Hinh 28.2 Cady dé quy trong viéc tinh cap diém gin nhiit



BAI TOAN BIEM GAN NIHAT 71

function sort (c:link; N:integer) : link;
var a,b:link; i:integer; middie:real; pl,p2,p3,p4:point,
begin
ifct.next =2
then sort:=c
else begin a:=¢
for i:=2 to N div 2 do c:=c {.next;
b:=ct.next; ct.next := 2z
if pass=2 then middle:=b1 p.x;
¢ := merge(sort(a, N div 2}, sort (b,N-(N div 2)));
sorf:= ¢C;
if pass=2 then
begin a=c;
pl:=z%.p; p2:=21.p; p3:=2%.p; pd:=zt.p;
repeat |
if abs(a T.p.x - middle) min then -
begin  check(at.p,pl); check(at.p.p2)
check{a t .p.p3); check{a? .p,p4);
pli=p2; p2:=p3; p3:=p4; p4:=al.p;

end;
a:= aft.next;
‘until g =z
end;
end;
end; '

m

new(z); z t.next: =z

zt.px=maxint;

z1.p.y;=maxint,

new(ht h 1 .next:=readlist;

min; =maxini;

pass:=1; ht.next:=sortfh t.next, N);
pass:=2; h 1 .next:=sortth t.next, Nj
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Sau dd, hai bién toan cuc ¢pl vacp2 (trong thi tuc check “tim cai
nho nhat”) chia cip diém gin nhat,

Vin de then chdt trong cai dat nay 1a thao tac sort khi pass=2,
Trudce khi vao cac Ivi goi dé quy, cic diém da duge shp theo x; trat tur
nay duge dung d& chia ddi cic diém va tim hoanh d6 x cia dudng
phan gidi. Sau cic loi goi dé quy, cac didm dugc ship theo y va khoang
cach gida cic cap diém trong mbi nita bén 13 16n hon min. Trat ty
theo y duge ding dé quét cic diém & gan duding phan gidi; gia tri min
dugc dung dé gidi han s8 diém kiém tra. Mdi diém & trong pham vi
min ké ti duing phan gidi duge kiém tra véi timg didm trong 4 di€m
trude d6 va 4 diém nay cing d trong pham vi min ké tit dutng phan
gidi (doc gia cb thé ty kidm tra lai dieu nay). Sy kiém tra nay bao
dam tim ra cap diém gin nhau hon min va mdi diém nxm o mot bén
cua duong phan gidi. Ta biét ring cdc diém roi vao cing mdt bén cia
duong phan gidi cach nhau mdt khoiang tai thidu 1a min, nhu viy s0
cac diém 1ui vao vong tron co6 bdan kinh min sé duge a1di han lai.

Hinh 28.2 cho thay ciy bitu dién cic 16i goi dé quy, md ta su hoat
dong cua thuit toan trén mot tip diém. Trén cay nﬁy, it trong biéu
dién duong phan gisi chia tap diém vio cAy con trdi va phai. Cac niit
duge dinh sd theo tha ty cic truc ding dude dung dén trong thuat
toan. Sy danh s6 nay ding vdi cich duyét trén cay theo thit tu trudc
- bai vi duting phan gidi duge dun g dén sau cac loi goi dé quy trong
chuong trinh va la mét cach don gian dé xem xét trat ty cua cac [an
trdn duge thyc hién trong subt qua trinh dé quy cua mergesort (xem
Chuang 12)

Nhu vy, dau tién lh duiing thiing gitta G va O dudc xét va cap GO
dude luu lai nhu la mot cap giin nhit duge tim thiy. Sau dé, duiing
thing gita A va D duge xét, nhung A va D qua xa - khéng lam thay
doi min. Roi duong thiang giva O va A duge xét va cac cap GD, GA
va OA [an lugt la cde cap ghn nhiit. Trong vi dy nay, cho tdi khi cap
cudi cung FK duge kiém tra trong Iin chia cudi ci ng, ta khong tim
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inh 28.3 Tinh cap diém gan nhdti (hoanh d¢ x dwge phong 10)
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duge cap nao gan hon.

Ban doc cham chi o6 thé thay rﬁng ta da khong cai dat thuan tuy
thujt todn chia dé tri duge md ta & trén - ta khong thyc sy tinh cip
gan nhit trong hai nita bén, i iy cip gan hen trong hai cip o6
dude. Thay vao da, ta don gian chi tinh ciip gan hon gida hai cip gan
nhat bang cich dung mdt bi€n toan cyuc min trong sudt vide tinh
todn d2 quy. M6i [An ta tim duge mdt chip gan hon, ta o6 the xét mot
dai ding hep hon quanh dutng phan gidi dang xét

Hinh 28.3 cho thiy chi tiét cua ti€n trinh. Hoanh dd x trong cic
s0 do nay duge phéng to dé nhan manh chiéu x cua tign trinh va chi
ra sy song song trong mergesort (xem Chuong 12). Ta bét dau bing
phép sap theo y bin diém trai nhA&t GO A D (s&p G O, rdisdp A D,
roi tron lai). Sau khi trdn, viec sip theo y duge hoan tat, ta tim chip
duge gan nhit AO bAc ngang dutmg phan gidi. Sau cung, cac diém
duge sap theo chiéu y va ta tinh ra duge cip gan nhit.

Tinh chit 28.1 Cap diém gan nhat trong mt tip N didm c6 thé
diwac tim trong NlogN buic.,

Vé ban chat, su tinh tean trén duge lam trong thai gian cho hai [An
mergesort (mdt theo truc x va mt theo truc y) chng véi phi tdn cho
viée tim dutng phan gidi. Phi tén nay duge cho béi biéu thie d@ quy
Ty=TyNp + N (xem Chuong 6).

Cach tiép chn tdng quat - dung & day cho bai todn tim cip diém
gan nhit - c6 thé duge dung cho cdc bai todan hinh hoe khac. Vi dy,
mot van dé thu vj khac la bai toan tim t@ ca lang giéng gon nhit:
vdi moi diem ta tim di€m ghn nhét cta né. Bai tedin nay cb thé giai
bang cich dung mdt chudng trinh tudgng tu nhu trén vdéi viee mad
rong xu ly theo duting phan gidi: vdi moi diém xem ¢6 hay khong mot
diém ¢ bén kia dutng phin gidi gin véi né hon la diém gan nhit &
cung bén. Lan nita, viée sip theo y gidp ich cho qua trinh tinh todn

nay.
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BIEU PO VORONOI

Trong mot tap cho trudc, tap cac diém gan vii mt diem cho trude
hon cac diém khac, 1a mot ciu trmic hinh hoc dic biét - goi la da giac
Voronoi cua diom dé. Hop tit ca da gisc Voronoi trong mdt tap diém
goi la biéu dd Voronoi cia tap diém d6. Day la nguyén thc co ban
trong tinh toin diém gan nhat; ta sé thiy hau hét cic bai todn gip
phai, bao gdm cic khoang cich giva cac didm, co6 It giai thd vi vaty
nhién duya trén biéu d6 Voronoi. Céc so do - troag tap didm vi dy
trén- duge cht trong hinh 28.4.

Pa giac Voronoi cho mot diém duge dyng bang cic dudng trung
tryc cia cac doan lién két didém nay vdi cac diém gan nhit. Dinh
nghia thye su cia né la mét cach di vong khac: Da giac Voronoi duge
dinh nghia la chu vi cua tap diém phing gan vdi di¢m duge cho hon
ciac diém khic trong tip diém nay, va moi canh cia da gidc Voronoi
ngan cich diém da cho véi mdt diem “ghn nhat” cua n6.

Poi ngine cua bidu dé Voronoi duge chi trong hinh 28.5, tao ra
mdt sy tusng ing ro rang: trong doi ngiu, mot dudng thang duge vé
gita mbi diém va tat ca diém “gan nhit” cua diém nay. Hinh nay

Iiah 28.4 Bicu dé Voronoi
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ciing dugc goi la hinh ba canh Delaunay. Néi cich khac, x vay Ja lign
'thong trong ddi nghu Voronoi néu da giac Voronoj cia chiin g o mét
canh chung. |

Biéu dd Voronoi va hinh ba canh Delaunay c6 nhiéu d3c tinh dan
dén cac thuat toan hiéu qua cho bai todn ditm gan nhat. Dic tinh
lam nhitng thuit todn nay higu qua la s8 duong thing trong ca biéu
dd va d6i ngiu la ti K v6i mot hing s nhé N. Vi du, duting thing néi
cap di®m gan nhit phai la d6i ngiu, nhy vy bai todn cia phan trudc
c6 theé duge giai bang cich tim d6i ngiu va sau dé chi con tim doan
thing ngin nhit trong s& cac doan thing d8i nghu. Tuong ty, dudng
thang ndi méi diém véi ling gizng gan nhit cia né phai la d6i ngiu,
nhu viy bai todn tim tit ca ling gieng gin nhét thu gon lai thanh
viec tim doi nghu. Bao déng clia mot tap didm Ia mot phan cta d38i
ngau, nhu vy vide tim d8i nghu Voronoi cling 1A mdt thuit todn
khéc tim bao [6i. Ching t3i sé chi mdt vi dy khac trong Chuong 31
ma né duge giai quydt hidu qua bling cach trude tign tim dsi ngau
Varonoi.

Sy djnh nghia ciia bidu d6 Voronoi ham chia viéc né duge dung
dé giai b toan Ling giéng gAn nhat : 48 xdc dinh ling giéng gAn nhat

Winh 28.5 Hfinh ba canh Delounay
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cua mot diem trong mot tip diém, ta chi cin tim mdt da gidc
Voronoi ma diém d6 roi vao. Cé thé t6 chic cac da gidc Voronoi
trong moét cau tric nhu ciy 2D dé cho sy tim kiém c6 hidu qua.

Biéu db Voronoi 6 thé duge tinh bang ciach dung mot thuit todn
vii cung mot ciu truc nhy trong thuit todn tim cip diém gan nhét
d trén. Trude tién, cac diém duge sip theo hoanh dd x cia chiing,
Sau dé, trit ty nay duge dung dé chia doi tap ditm, din dén hai 19
goi dé quy dé tim biéu dd Voronoi cho mdi nita tap diém. Cung hic,
cac diem duge sap theo tung dd y; cudi cung, hai so dd Voronoi cua
hai nita bén duge tron lai vdi nhau. Cing nhu trén, sy troén nay (duge
thyc hign vdi pass=2) ¢ thé khai thic sy kién cac diém duge sip
theo x trudc cac 1ui goi d¢ quy va cic diém duge sdp theo y va cic biéu
do Voronoi cua hai nita duge xiy dung sau cdc 10i goi dé quy. Tuy
nhién, ngay vdi nhing sy givip dd nay, viéc tron ciing da lh mdt cong
viéc hoan toan riic 16i va vige thyc hién mét cai dat day da la ra
ngoai pham vi cuén siach nay.

Bieu do Voronoi tat nhién 1A mot ciu tric ban chit clia bii todn
diém gan nhit, va viéc hitu cic die trung cia mdt bai todn theo
nghia bigu dd Vorunoi hay d6i ngiu cia né la mdt bai toan dang gia.
Tuy nhién, trong nhiéu vin dé cu thé, mot cii dat truc ti€p dua trén
sd do tong quat da cho trong chuung nity ¢6 thé la da thich hgp. Sd
do nay la dG manh dé tim biéu do Voronoi, va cing dd cho cic thuat
giai dya trén hiéu do Voronoi, vi né c6 the cho ma higu qua hon, don
gian hdn, nhu ta da thiy trong bai toan cip diém gan nhit.
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1. Viét chudng trinh giai bai todn lang gidng gin nhit, trude tign
dung phuong phap ludi, sau d6 dung cay 2D.

2. Mé ta dieu gi xay ra khi thi tyc tim cip diém gan nhit duge dung
cho mjt tap diém roi trén cing mot dutmg thing doc va cach deu
nhau.

3. Mb ta didu gi xay ra khi tha tyc tim cap diém gan nhit duge dung
cho mét tip diem roi trén cling mdt dudng thing ngang va cach
déu nhau.

4. Cho tap c6 2N diém, mot niwa o6 hoanh @ x duong, mdt nua co
hoanh d6 x am, tim cap diém ghn nhat véi mdi diém nim & mot
bén.

5. Tim cac cap diém lién tiep duge gan trong epl va cp2 khi chuong
trinh trén duge thuc hu—.rn véi tip diém trong vi dy va da bo @i
diém A.

6. Kiém tra tinh hiéu qua cua viéc cho bién min Ia bign toan cuc
bang cdach so sanh sy thye hign trén mot tip ngiu nhién nhisu
diém cua cai dat da cho vdi cai dit dé quy thuan tuy.

7. Cho thudt todn tim cp gin nhdt trong mot tap dudng thing.

8. Ve so dbd Voronoi va déi ngiu cua né cho cicdiém ABCDEF
trong vi du.

9. Cho mot phudng phap the thién (c6 t.he can thdi gian thyc hién ti
l& véi N2} dé tim sd do Voronoi.

10. Viet chudng trinh, cing dung ciu tric dé quy nhu trong cai dat
tim c&p diém gan nhit, dé tim bao [oi cia mdt tap diém.
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CAC THUAT TOAN CO BAN
VE PO THI

Rit nhieu bai todn o6 thé dién dat dudi dang nhiing @8 tugng va cac
duon g ndi ching véi nhau. Vi dy, trén mdt ban do dutng hang khong
cta mién dong Nude My, chung ta can tra Ioi cic cau hoi chiing han
nhu: “Mutn di tif Providence dén Princeton thi dutng bay nao
nhanh nhfit?” Hoac néu ching ta quan tam dén chi phi hon la thoi
gian thi ching ta lai can chon dutng bay nao ré nhat khi di tir
Providence dén Princeton. D& t1a i nhing cau hoi nhy thé ching
ta chi ¢an cdc thong tin vé cac dutng noi (dutng hang khong) gida
cac ddi tugng (ciac tinh) vdi nhau.

Cac mach dign cang la mot vi du khic ma trong d6 cic dutng noi
dong vai tro chinh. Cae thiét bj dién nhu bong ban dan, dién tro, dién
dung duge mic véi nhau mdt cach phitc tap. Cac mach nhu the c6
thé dugce biéu dién va xu ly trén mdy tinh dé tra lui tir cic cau hoi don
gian nhu: “Tat ca cac thiét bj c6 duge nai lai vdi nhau hay khong?™
cho dén nhitng cau hoi phic tap nhu: “Néu mach nay duge ché tao,
né sé hoat ddong nhu thé nao ?” Trong tinh hudng nay, tra loi cho
cau hai dau tien chi phu thude vao tinh chit cia cic dutng ndi (day
dién), trong khi tra 16i cho ciu hoi thy hai la yéu chau thong tin chi
tiet ca ve cie dudng ndi lan cdc d6i tugng ma ching noi lai.
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Mot vi dy thit ba la “Bang didu phdi cdng vige”, trong truong hgp
niy cac dai tugng 1a cac cong vide cin phai thyc higén (vi du trong
mot qui trinh san xuit), va cic duding ndi cho bist viéc nao nén lam
trude cac vige khic. D6i vai vi dy nity ta can tra 13 cic ciu hoi giong
nhu: “Mdi codng vige nén duge thye hién vao lic nao?”

Dd Thi 1a mot cong ey todn hoc xay dyng mé hinh cho cic vin da
nal trén. Chudng nay sé diém qua vai tinh chit oo ban cia da thj va
cic chuong sip tdi sé nghién ctu cdce thut todin khac nhau giai
quyét cic ciu hoi o6 dang nhu trén.

That ra, ching ta cing da gip cic do thi trong nhdng chuong
trude. Cac cAu tric dit ligu lién két chinh 1a sy bidu dién cia cac do
thi, va ching ta sé thay riing mot vai thuit todn ve da thi lai tuong
tyf vdi cac thuiit toan da gip doi véi cAy va cde cau tric khae. Vi dy,
cac may trang th:i hau han tron & Chuong 19 va Chuon g 20 da duge
thé hien dudi dang cic ciu tric da thj.

Ly thuyét db thj 1a mot nhinh (quan trong cia todn hoc té hop da
duge nghién cuu siu sice trong hang tram nam. Nhieu tinh chit
quan trong va hifu ich cua cic dé thj da duge ching minh, nhung
cing con rat nhidu van de khé chua giai quyét xong. day, vdi muc
dich tim hiéu vé cdc thuit todn cd ban cia do thj, ching ta chi phic
hoa so qua mét s8 van dé trong lanh vife niy.

- Cang gidng nhu csic van da khdc ma chuing ta da nghién atu, cac
~dd thj chi dude xem xét dudi goc 4o thuit toan tron g nhimg nam gan
diy. Bén canh mdt vai thuat toin cd bin w6t cd 1 nhidu thuit toan
Iy thu da duge kham pha trong vong muti nam d6 lyi. Ngay ca
nhiing thuit toan dé thj tam thuing ca ng dua dén cic chudng trinh
may tinh thu v, va cic thuiit todn khon g tAm thuting (mac di eo the
khé hidw) ma ching ta & trinh bay s& la cic thuat todn dep va thi
vi nhat.
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Cé rat nhidu thuit ng’ lien quan d€n cac do thj. Chiing ta sé [an lugt
dinh nghia hau hét cac thuat ngi nay, mac di mot sd thuat ngd o6
thé chua duge st dung ngay.

Do thi la mot tAp hgp gom cde dinh va canh, Cac dinh la cac 48i
tugng don gian duge dit tén va gin thém mot s6 tinh chit khac; modt
canh la mot dudng ndi giva hai dinh. Ngudui ta o6 theé vé mdt do thj
bang cach danh dau cac dinh bai cac diém trong mat phing va vé cac
canh cua db thi bAng cac doan thing ndi cac diém vdi nhau, nhung
can phai nhd rang mot do thi ludn duge dinh nghia doc 1ap véi biéu
dién cia né. Vi dy, hai ban vé trong Hinh 29.1 biéu dién cing mdt
dod thj. Ching ta djnh nghia do thi nay biing cich néi rang né gom
mot tap hgpdimh ABCDEFGH IJKLMvamqttaphqpcanh
AG AB ACLMJM JL JK ED FD HI FE AF GE.

Trong mdt vai uing dung, ching han nhu dudng hang khong
trong vi du néi trén, cé 1@ khong nén sap x&p lai cac dinh nhu trong
Hinh 29.1. Nhung véi mdt & ing dung khae, chiang han nhu cée
mach dién, thi tot nhat I chi tip trung vao cic canh, cic dinh va
khong phu thudc vao bat kv mot vi tri hinh hoc cu thé nao. Mot vidu

Winh 29.1 [t ihié hicn cria cring mot do th.
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khac la cac may hitu han trong Chuong 19 va 20 ciing khong can ban
dén vij tri hinh hoc cua cic mit, M8i quan hé giva cac thuat toan 46
thj va cde bii todan hinh hoc s& duge thao luan trong chi tiét hon
trong Chudng 31. Bay gid chung ta s& tap trung vao cdc thuat toan
do thi “thuan tiy” lam viéc trén mot tap hgp don gian gom cic canh
va nuf.

Budng di ti dinh x t6i dinh y trong mdt db thj 1a mdt danh sach
cac dinh ma hai dinh lign tiép nhau trong danh sdch 46 dude ndi bdi
mot canh cua db thi. Vi dy, BAFEG la mdt dudng tit B tdi G trong
Hinh 29.1. Mot dé thj duge goi la lien thong néu hai dinh bt ky cia
no ludn c6 dudng di tit dinh nay tdi dinh kia. V& mat tryc gide, néu
tuong tugng cac dinh la cic do vat va cic canh 1a day ndi ching véi
nhau, thi mét do thij lién thong sé gid nguyén mdt chum (khéng o6
viit nao bi rdt ra) néu ta nhic bt ky mbdt vat 1en. Mot db thj khong
lien thong bao gom cic thanh phan lien thodng; vi dy db thj trong
Hinh 29.1 ¢6 ba thanh phén lién thong. Mot duimg @i dan lh mot

Hinh 29.2 Mdt do thi lon va cdy 161 dai cria no
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dusng di ma khong c6 dinh nao duge lap lai. (Vi dy BAF EGAC
khang la duting di don.) Mot chu trinh 1a mot duting di don ngogi
trit dinh dau tien va dinh cudi cung phai trung nhau (nghia la mdt
duong di khai dau tit mot dinh va trd vé chinh né), vi du duting di
AFEGA la mdt chu trinh.

Do thi khong cé bt ky chu trinh nao duge goi 1a mot ciy (xem
Chuong 4). Mot nhém cay (trong dé khodng ¢ hai ciy nao duge ndi
vdi nhau) duge goi 1a mot riing. Cay bao trum cua mdt do thi la
mot 1a mot do thi con chia tat ca cdc dinh nhung chi chifa_vira du
mdt s canh dé tao nén mot cay. Vi du, cic canh AB AD AF DE EG
tao nén mot cay bae trum cho bd phin ldn cua do thj trong Hinh
20.1. Hinh 29.2 minh hoa mét do thj 1dn hon va mdt trong cac cay
toi dai cua né.

Chi ¥ ting néu ching ta them mbt canh bét ky vao mot cay thi
s& c6 mot chu trinh (bai vi da ¢6 sin mot dubing di gida hai dinh la
cde dau mil cta canh them vao). Nhu da thay trong Chuong 4, mot
ciy cd Vdinh sé ¢6 chinh xac V-1 canh. Néu mjt dd thj ¢6 Vdinh ma
it hon V-1 canh thi no sé khong lien thong, néu do thj c6 nhiéu hon
V-1 canh thi né phai c6 mét chu trinh.

Chiing ta sé ky hiéu sd dinh trong mjt do thj dacho la 'V, sd canh
Ia E. Chu ¥ thing E ¢6 thé 1y gia trj bt ky tit 0 dén V(V-1)/2. Mot do
thi co tat ca cic canh c6 the 06 (tue 1a V dinh va V(V-1)/2 canh) duge
goi 1a dd thi day di. Dé thi 6 it canh (nhé han ViegV) dugc goi la
do thi thiura. Do thi ma hau hét cic dinh dau duge ndi vdi nhau duge
gl la do thi day.

Sy phu thudc vio hai tham s8 canh va dinh lam cho viéc nghién
eitu so sinh cde thuat todn vé dd thi phide tap hon nhigu so vdi nhiéu
thuat toan mi ching ta da nghién ciu, bdi vi nhiéu kha niing cd thé
xay ra. Vi du mit thujt toin A o6 thé chn V= bude, trong khi mot
thuat toan I3 (giti quyét cing mot vin dé nhu A) lai can (E+V)logE
bude. Thuat toian B c6 thé tat doi vdi cde do thi thua, nhung thudt
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toan A ¢6 thé duge chudng hon dsi véi cdce db thj day.

Cac do thj da duge djnh nghia & trén duge goi la cic dd thi vd
hudng, day la dang do thj don gian nhat. Chung ta cing khao sat
cac do thj phitc tap hon, o6 nhigu théng tin gan vii céc dinh va canh.
Trong do thi ¢é trong s8, cic s§ duge ghn véi mdi canh duge goi la
khoiing cich hay phi tdn. Trong do thj c6 hudng, cic canh hudng
theo “mdt chidu”: mot canh c6 thé di tir x t6i ¥y nhung khong @i
nguge lai tur y tdi x. Cdc do thj vira ¢é trong s vira ¢é hudn g doi
khi duge goi la cac mang ludi. Ching ta s& thay rang cic thong tin
thém vao nhu trong lugng va hudéng lam cho cic thao tic phic tap
hon céc thao tac trong da thi vb hudng don gian.

BIEU DIEN CUA BO THI

Dé xit ly ciic do thi bang chudng trinh may tinh, trude tién ching ta
phai tim ¢ich dé bidu dién ching trong may tinh. Ching ta s& xem
hai phuong phip biéu dién thong dung nhit, viee lya chon gitta hai
phuang phip nay tdy thuie vio do thi day hay thua, mat khie tinh
ty nhién cua cic thao tic 56 déng mot vai tro quan trgng,

Bude dau tien trong viee bidu ditn mot db thi la danh s6 cac dinh
cua n6 bang cic s6 ngayén tir 1 tdi V. Ly 1e chinh dé lam didu niy la
chung ta ¢iin truy xuat nhanh thon g tin lién két vai méi dinh bang
cach dung chi s6 mang. Bat ky mot phudng phap tim kiém nio (da
trinh bay trong cac chudng trude) cing c6 thé ap dyng vao van de
nay; vi dy ching ta 6 thé chuyén cdc tén dinh thanh cac <5 nguyén
gida I va V bang cich duy tri mot bang bam hay mot ciy nhj phan
sa0 cho ¢6 thé tim kiém mot s nguyen ducng tudng ing véi mdt tén
dinh bat ky. Bdi vi chiing ta da nghién ciu cdc ki thuat nay, chiing
ta s& gia s rang c6 sin mot hiun chi mue dé d8i tir cic ten dinh
thanh cdc 56 nguyén giwa 1 va V, va mot haim ten d8 dgi ngugce lai
tit cac s6 nguyén thanh cic tén dinh.,
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Hinh 29.3 Biéu dién dbo thi bang ma tran ke
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Dé cdc thuat toan don gian hon, ching ta ky hiéu tén mdi dinh

bing mot chit cii, chit thi i trong bang chit cdi sé duge tuong dng
v6i s6 nguyén i. Do d6 vige cai dat hai ham tén va chi muc sé trd nén
tam thutng d6i véi cac thi du cia ching ta, c6 thé d& dang md rong
cic thuit todn dé xu ly cic do thj c6 tén dinh that (trong thyc t&)
bang cich dung cdc ky thuat trong cac Chuong tir 14 dén 17.

Phuong phap biéu dién tryc quan nhit duge goi la bidu dién ma
tran ké. Ching ta dung mot mang hai chieu kich thuée VxV, méi
phan ti cia nhin gia trj boolean, trong d6 afx, yJ nhan gia tri true
néu c6 mot canh tir dinh x ndi téi dinh y va nhan gia trj false néu
ngude lai. Ma trin ké cia do thj trong Hinh 29.1 dugxe trinh bay
trong Hinh 29.3 (1 ¢6 nghia la true va 0 ¢6 nghia la false).

Chi y rang moi canh duge biéu dién thyc sy bing hai bit, mot
canh ndi x va y duge biéu dién bang gia trj true trong ca hai phan t
cua mang afx, y] vaaly, x]. Miic du ¢6 thé tiét kidm bd nhé bing cach
chi luu trd mot nda cia ma trin d6i xing nay, nhung dé cho céc
thufit todan don gian ngudi ta thuding qui ude biéu dién bing ma tran
day. Tuong ty, ching ta thutng qui ude ¢6 mdt “canh” ndi tir mdi
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dinh tdi chinh no, do 46 afx, xJ lubn nhéan gia trj 1 véi moi x tu 1 tdi
V. (Trong mdt vai trutmg hgp thi cic phan ti dusng chéo nay duge
gia su nhén gia trj 0, chung ta ciing ty do lam nhu vay khi thay thich
hgp.)

Mot do thi duge dinh nghia bang mét tip hop dinh va mbt tap hap
canh néi cac dinh voi nhau. Dé nhiap mot dd thj vao may tinh, ching
ta phai quy dinh mot cich thic dé nhap cdc thainh phAn clia né,
chiing han chung ta c6 thé dung ma tran ké d€ nhap di lidu, nhung
giai phap nay khong thich hgp d6i véi do thj thua. Ching ta cling 6
thé diing mdt cach thic nhap truc ti€p hon nhu sau: trude tieén doc
cac tén dinh, k& dén [an lugt titng cip dinh ta0 nén canh db thj. Nhu
da chi y d trén, mét phuong phap ¢6 thé thuce hién dé dang la doc tén
ciac dinh vivo mot bang bam hay cay nhi phan va gian cho tén méi
dinh moét s6 nguyén dé dung trong viée truy xuat chi sd dinh giéng
nhu ma trin ké. Dinh duge doc [an tha i ¢ theé duge tuong ung véi
sO0 nguyén i. Pé cic chudng trinh don gian, chiing ta doc Vva E
trude tién, ké dén 1a cdc dinh va cac canh. Mot cach lam khae Ia dia
litu nhap duge sip xép nho vao cdc diu ciach gida dinh va canh,
chuong trinh c¢6 theé xac dinh V va E bang ciach dya vao dif liéu nhép.
Thit ty xuit hién cic canh dong vai trd khong quan trong, né khong
anh hudng dén dang cia do thi va ma trin ke, chuong trinh 8 trang
sau cho phép nhip do thj vivo may tinh.

Kiéu cua V1 va V2 khang duge ndi tdi trong chuong trinh nay, va
doan chuong trinh cho ham chi so cing duge bo qua. Tuy thude vao
bidu dién di liéu nhip, ching ta sé xdc dinh cy thé, ching han cé thé
chon kiéu char cho vi, v2 va ham chi & chi don gian la ham ord cta
ngdn nga Pascal.

Biéu dién ma triin ke chi thich hgp vé6i dd thj day: ta can V2 bit 4&
Itru trd ma trian va V2 bude dé khai tao né. Néu sb canh (tic la sb
lugng cice bit 1) trong ma trim xap x1 VZ thi biéu dién ma tran ké phi
hgp boi vi chung ta can khoang V2 bude dé doc cic canh cua db thi.
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program adjmatrix(input, output);
const maxV=50;
var j, x, y, V, E : integer; a: array [1.maxV,I.maxV] of boolean;
begin  readin(V.E);
for x:=1 to Vdo for y:=1 to V do afx,y]:=false;
for x:=1 to Vdo oflx,x]:=lrue;
forj.=1 to E do
begin readinfvl,v2);
x:=index(vl); y:=index(v2);
alx,yl:=true; ofyxj:=true;
end;
end;

Tuy nhién néu d6 thj thua thi viec khdi tao ma tran sé tén thoi gian
nhiéu so véi toan bd thoi gian chay cua thudt todn.

Bay gits ching ta hay xem mot biéu didn thich hgp hdn cho cac do
thi khong day. Trong biéu dién cllu tric ke, tit ca cac dinh duge
ndi téi mot dinh trong do thj duge diat vao danh sich ke cia dinh
d6. CAu tmic niy co thé chi dat dé dang bang cach dung mét xau liégn
két, chuong trinh dudi day sé xay dyng cAu triic k& cho do thj mau
cua ching ta. Cac xiu lién két duge tao nhu thudng 18, véi nit két
thic la z (tro tdi chinh nd). Cae nat bit dau xau duge luu trong mang
adj va dat chi mue dua vio cie dinh. D€ theém vao mdt canh noi dinh
x tdi dinh y trong bi¢u dién nay, ching ta them x vao xau ke cua y
va thém y viio xiu ké cua x nhu trong chudng trinh ¢ trang sau

Néu nhip cic canh viao theo tha ty AG AB ACLM JMJLJK ED
FD HI FE AF GE thi chuong trinh sé tao nén ciu trnic xAu k& nhu
mé ta trong Hinh 29.4. Mot [an nita ching ta hiy chi y rang moi
canh duge biéu dién hai Iin: mot canh ndi x va y duge biéu dién bang
mot nut (chia x) nhm trong danh sich ké cua y va mot nut (chia y)
nam trong danh siach ké cua x. Viec luu tri hai [an nhu trén rat quan
trong, bai vi néu nguge lai thi cie ciu hoi chang han nhu “cédc niit
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program adjlisi(input, output);

const maxV=1000;
type link= % node;
nade= record v:integer; next:link end;
var j,x,y V, E:integer; t, z: link;
adj : array [1.maxV] of link;
begin readln(V.E); new(z); 21 next:=g;
for j:=1 to Vdo adj[jl:=z;
for j:=1to E do
begin  readin(vi,ug);
=indcx(vl); y:=index(v2);
new(ti t1.v.=x; ¢t t.next: =adjfy]: adjly}: =t
new(ty t.vi=y; tt next:=adj{x]: adj{x]: =t

end;

end;
-_-—___—_A—__..—_-—

nao dugc ndi tryc ti€p téi nut x ?” sé khong duge tra 16i nhanh
chiéng.

Trong biéu dién nay, thit taf xuit hién canh trong di lidu nhap vb

cung quan trong. Cung vdi phuong phap chén vao xau dude dung,
thit ty nay qui dinh mdt thd ty cla cic dinh trong céc xau k8. Do a6,

cung mot do thj o the bidu dién nhidu cich khic nhau biing ciu tric

13443 %9:

!

16uh 29.3 Aot bicu dién can triie ké
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xau ké. Thit ra, rit khé o6 thé tien doan xau k2 nhy the nio ndu chi
dya vao cic canh, boi vi mbi canh phai ¢an hai [An chén vio xau Ke.

Mat khac thit ty xuit hién cic canh trong xau ke anh hudng dén
thit ty cac canh duge xd ly trong cic thuit toan. Trong khi mdi
thuat toan nén cho ra mét cau tra 1oi ding bat chip thi ty cdc canh
trong xau ké, né lai phai tim ciu tra 13i nhi viio cdc diy hoan toan
khéc nhau cta cdc tinh todan cho cdc thi ty khac nhau, va néu o6
nhiéu hdn modt “cau tra 18i dun g”, thi cdc th ty nhap vawo khdc nhau
c6 thé dan tdi cic két xuiit khac nhau.

Mot vai thao tic ddn gian khong duge cung cip sin néu ching ta
dung cach biéu dién nay. Vi du ngudi ta mudn xéa mdt dinh x va tat
ca cAc canh ndi vdi né. Néu chi xda cac mit khoi xiu K& ciia x thi sé
khéng ding, boi vi moéi nut trong xAu ké ctia x 1ai qui dinh mét dinh
khac ma xau ké cia dinh nay phai duge duyét toan b dé xéa mot niit
tuong ung véix. Van dé nay cd thé duge giai quyst bang cach lien k&t
tat ca cdc mit tuong ting vdi mot canh cu thé va tao modt xau kép. Khi
d6 néu mot canh dude xéa thi tat ca cac nuit tuong ung vdi canh do
cd thé duge x6a nhanh chéng. Di nhign riing cac lien két thém vao
nay sé cong kénh vh khéng nén dung ching trir khi cae thao tac
giong nhu thao tic xdéa néi trén thye sy la can thiét.

Cac khao sit néi trén dua dén cau héi Ia tai sao ching ta khéng
ding mdt biéu dién “ trye tiep” cho cic do thi: mot ciu tric di lidu
ma mod hinh hda dé thi mot cich chinh xac, trong dé cac dinh duge
biéu dién nhir cac miu tin duge cAp phat va cac danh sdch canh chita
cac lien két téi cac dinh thay vi cdc tén dinh. Lam the nho dé thém
canh vao mot do thj duge hidu dién bing phuong phap nay?

Déi véi ciie do thi c6 hudng va o6 trong s& ta biéu dién ching bang
CAC CAU tric tuong ty nhu trén, Véi do thi ¢6 hudng, moi vige déu y
hét, ngoai trir moi canh duge biéu dién chi mot lan: mot canh tir x téi
y dudc biéu dién bang gid tri true trong phan ti afx,y] cta ma tran
ké hay mot in xudt hién cta y trong xiu K8 ciia x néu dung ciiu tric
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k&. Do dé mot dé thj vd hudng ob thé duge xem nhu mdt do thj b6
hudng ma véi moi ¢iip dinh x, y néu o6 canh (vd huéng) ndix vay thi
sé c6 hai canh c6 hudng, trong dé mdt canh ndi x tdi y va mdt canh
ndi y tdi x. Vi do thj c6 trong, mei vide cing y hét, ngoai trit chiing
ta sé dat cic phan ti trong ma tran ké vdi cic trong lugng thay vi
mia tri bool (quy ude trong lugng khong ton tai boi gia tri false); néu
dung &iu trdc ké thi ta thém vaho mdt trudng (dé lun trong lugng
canh) vao mdi miu tin cua xau ké.

Théng thudng cac théng tin khic duge két hgp véi moéi dinh cua
do thj sé it can thi€t khi ma hinh héa cic ddi tugng phuc tap hon.
Thong tin thém vao mdi dinh b thé duge luu tri duge dit chisd bai
chi 6 dinh hay tao mot mang adj gom cdc mau tin trong bidu dién
cau truc ké. Thong tin trg giup cho moi canh ¢6 the duge dit vao cac
nit cia xau ké (hay trong mot mang a gom cdc mdu tin trong biéu
dién ma trin ké); hoae trong mang phu duge diat chi 0 bang chi s
canh (truong hdp nay cin phai dinh s canh).

TiM KIEM UU TIEN DO SAU
(DEPTH-FIRST)

Trong phan dau cua chudng niy, ching ta thay nhiéu ciu hoi nay
sinh trong viee xu ly mot do thi. Do thj o6 lién thang hay khong?
Néu khong hity cho bigt cac thanh phin lién thong cia dé thi? Po thj
cd mdt chu trinh nao khong ? Nhimg ciu hoi niy va nhiéu van d@
khac c6 the duge giai quyét dé dang bang mét ky thuat duge goi la
tim kitm uu tiétn 46 siwa, day la mét phw:mg phap ty nhién 48

“yigng tham” moi nit va kiém tra mdi canh cta do thi md cich cb
he thong. Trong chudng nay, ching ta s thiy cac bién dang don
aian tong quéit héa clia phuong phiap nay cé theé duge ding dé giai
cac bai tosin do thi da dang.
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Bay gi¢ ching ta sé chi y vao céc oo ché duyet dé thj mdt cich cb
td chite. Ching ta bit diu véi mdt chuong trinh vidt cho cic db thi
duge biéu dién bang xau ké:

procedure lisidfs;
var id, k! integer;  val: array [1.maxV] of integer;
procedure visit(k:integer);
var i:link;
begin  id:=id+1; valfk]:=id; t:=adjfk]:
- while t<>z do
begin  if valft-.v]=0 then visit(tt.v);

t:=t1.next
end;
end;
begin  id:=0;
for k:=1 to Vda valfk]):=0;
for 2:=1 to Vdo if valfk]=0 then visit(k)
end;

Chuong trinh nay dat gia tri cho mdi phan ti trong mang khi
vieng thiim moi dinh cta db thj. Méi phan t¥ cia mang duge khoi tao
gida tri 0 nén néu vallk]=0 nghia la dinh % chua duge vigng tham.
Muc dich cua chuong trinh la vieng tham tit ca cac dinh cua dé thj
moét cach co hé thong, qua trinh vieng sé diit mot gia tri id cho phan
tlr ciia mang val ding vdi dinh duge vigng fan tha id, trong 86 id=1,
2, .., V. Chuang trinh st dyng mdt thu tuc dé qui visit duyét qua tat
ca cac dinh trong cing mot thanh phan lién thong véi dinh dude qui
dinh bdi ddi s6 cua thi tye nay. Dé vigng tham mot dinh, ching ta
kiém tra tit ca cdc canh cia né xem chiing c6 din téi cace dinh chua
dugc viéng hay khong (nhd vao gii trj 0 trong céc phan ti cia mang
val), néu ding nhu vay thi ta s& vigng tham ching. Trudce tién thd
tuc visit duge goi cho dinh thd nhit va két qua la cdc phan t trong
mang val (ing vdi cie dinh dude néi tdi dinh thd nhat) s& duge dat
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Hinh 29.5 Tim kiéin wu ticn dg sdu bang d¢ quy
gia trj 0. Ké dén la duyét qua mang val dé tim mdt phan td 0 (tuong
ung vdi mot dinh chua duge viéng) va goi thu tuc visit cho dinh dé,
qua trinh sé tiép tuc cho tdi khi viéng xong tit ca cac dinh cua do thi.

Hinh 29.5 minh hoa moi bude trong qua trinh tim kiém wu tién
dd sau trén thanh phan lién thong 16n cua do thj trong vi du méu cia
ching ta va cho biét moéi canh trong thanh phéan lién théng duge
cham dén nhu th& nao khi goi visit(1) (sau khi xau k& trong Hinh
29.4 duge xay dung). Thong thudng mbi canh duge gip hai [an béi
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Hinh 29.6 Ring nm kiém wau tién d¢ sdu

vi méi canh duge biéu dién trong ca hai xaAu ké cia hai dinh ma né
ndi. Mdi sd d6 trong Hinh 29.5 tuong ing véi mbi canh duge duydt,
canh “hi¢n hanh” trong mdi so d6 duge vé c6 béng va mit ma c6 xau
ké cua né chita canh dang xét duge danh diu bdi mot o vudng bao
quanh. Hon nita, khi mot mit duge vigng [an dau tién (tuong ing véi
mot [an goi tha tuc visit), canh ndi tdi nit dé sé duge vé dam len. Cac
nut chua dugce tdi [an nao sé c6 bong nhung khong duge danh dau bai
0 vudng, va cac nit da duge viéng xong lan dau tién thi c6 béng va
duge danh dau bai 6 vudng.

Canh du tién duge di qua Ta AF, né chinh la mit dau tién trong
xau ke dau tien. K& dén thu tyuc visit duge goi cho mit F va canh FA
duge vieng bdi vi A la nit dau tién trong xau ké ciia F. Nhung lic
nay nit c6 mot gia tri (tuong ing trong man gval) khac 0 nén ta lay
canh FE la phan ti k& ti€p trong xAu ké cia F. K& dén 1a canh EG,
GE duge vieng bai vi G va E la cie phan tit trong mbi xau khéac. Canh
GA duge viéng, qua trinh viéng dinh G hoan tit va thuit todn tiép
tuc vieng dinh E duyét qua cic canh EF, ED. K& tigp Ia qua trinh
. vieng dinh D bao gom viée duyét qua DE va DF. Cuéi ciing chiing ta
trd vé A va duyét qua AC, CA, AB, BA va AG.
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Mot phudng phap khace dé theo doi cac bude trong tim kigm uu
tién do sau la vé lai do thi dang xét bing cach goi dé qui thu tyc visit
nhu minh hoa trong Hinh 29.6. M6i thanh phan lién théng cho ra
mot cay duge goi la cay tim Kiém uu tieén dd sau cia thanh phan
dé. Qua trinh duyét ciy nay theo phuong phap thit tu tritde cho ra
cac dinh cta do thj theo thi ty ma [an.dau tién ching duge gap
trong qua trinh tim ki€m; qua trinh duyét cay theo phudng phap
thi¥ tyu sau cho ra cic dinh theo thy ty ma qua trinh viéng ching
hoan tat. Chd y fing rimg cay tim kiém uwu tién d6 sau la mdt
phuong phap don gian khac dé vé daé thij; tat ca cic dinh va canh cla
dd th] duge kiém tra boi thuat tohn,

Cac doan lién nét trong Hinh 29.6 chi ring dinh duge tim thay
thap hon (khi thuit toin hoat dong) nim trong danh sdch canh cia
dinh cao hon va chua duge vigng tham vao hic dé, diéu nay dua dén
can mot [an goi dé quy. Cac doan dit nét tuvng ung véi cac dinh da
duge vieng, vi vily dieu kien cua lénh if trong thu tuc visit khong
thoa, va canh khong duge “theo sau™ véi mot 1enh goi dé quy.

Mot tinh chit quy2t dinh cho cde cay tim kiem vu tien d6 sau doi
vdi db thi c6 budng Ia cac lien két “dit nét” ludn di tit mot mit dén
td tién cua né trong ciy. Trong sudt qua trinh thuat toan thuc hién,
cac dinh dude phin chia thanh ba lop: mdt 16p gom nhing dinh ma
thu tuc visit da hoan tat, mot ldp gdm nhiang dinh ma thu tuc visit
chi hoan tat mot nua, va mot ldp gdm nhitng dinh chua duge thay
Jan nao. Trong tha tyc visit, ching ta sé khong giip mot canh niao
hudng tdi bat ki mot dinh trong ldp thit nhit, va néu chuing ta gap
mot canh hudng tdi mot dinh trong 6p tha ba {(canh lién nét trong
cay tim kiém uu tién do saa) thi mét lénh goi dé quy sé duge thye
hién. Con lgd la nhitng dinh trong 16p thad hai, ching chinh la cac
dinh nam trén dudng di tir dinh hién hanh tsi goe caa ciy, cic canh
tudng ung la cac “lién két” ditt nét trong cay tim kiém wu tién 46
SA.
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Tinh chit 29.1 Thoi gian tim kiém wu tién dd st trén mdt do thi
(bidu dién bing xtm ke) xap xi vdi V+E.

Ching ta dat gia trj cho mbi phan ti trong Vph&n tif cua mang val
(do dé 6 thanh phan V trong V+E) va kiém tra modi canh hai [an (do
d6 c6 thanh phan E). Cé thé gap mot cay qua thua véi E < V, nhung
ndu cdc dinh od lap khong duge thita nhén (vi dy ching duge khu bo
trong qua trinh tién xit ly), chiing ta xem nhu thdi gian can thiét cho
tim ki®m wu tién 4o siu la tuyén tinh theo s0 canh.

Bing cich diing thi tue visit sau day, phuong phap vira trinh bay
c6 thé ap dung cho cac db thi duge biu dién boi ma tran ke.

M

procedure visit(k:integer);
var t.inieger;
begin id: =id+1; val{k]:=id;
for t:=1 to Vdo

if afk.t] then if val{t]=0 then visit(t);
end;

M

Viee duydt trén mot xau ké duge chuyén thanh vige quét mot
dong ma tran ke, tim kiém cdc gid trj true (tuong ung vii ciac canh).
Gitng nhu trudc, bit ky canh nao tudgng dng vdi mot dinh chua thay
se dude “ti&p theo” bdi mot 1enh goi dé qui. Bay gid, cic canh (ndi ti
mbi dinh) dude kiém tra theo mét thit ty khac nhau, vi vy ching ta
o6 duge mot mot rimg tim kiém vu tien dp shu khac nhu duge minh
hoa trong Hinh 29.7. Bigu nity nhéin manh r-ang ring tim kiem uu
tien do sau 1a mot biéu dién dan gian khac cua do thi, mot biéu dién

ma citu tric oy thé cua no phu thude vao thuit toan tim ki¢m va biéu
dién trong duge su dung.

Tinh chiit 29.2 Thisi gian tim kiém wu tién do sau trén do thi bidu
dién bing ma trin ke xdp xi voi V2,
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Iiah 29.7 Ring tim kidin e tién d6 sdu (biéu dién ma trin ké)
Chitng minh tinh chat nay cye ky don gian, bai vi médi bit trong ma
tran ké deu duge kiém tra. *

Phuong phap tim ki€m wvu tién d) sau o6 thé giai tryc tidp mot s
bai todn xu ly d6 thi cd ban. Vi dy, s& thanh phan lién théng cua do
thj la s& [an goi thu tuc visit & dong cudi cia chuong trinh. Néu kidm
tra xem mot do thj co chu trinh hay khéng ta chi cAn stta chuong
trinh trén mot it, mot do thj cé chu trinh néu va chi néu mdt phan
ta khac 0 trong mang val duge tim thay trong qua trinh duydt.
Nghia la néu ching ta chyn mdt canh ma hudng téi mot dinh da
vieng thi do thj c6 mot chu trinh. Tat ca cac lign két “duit nét” trong
cAc cay tim ki®m uu tién do shu déu thude vé cic chu trinh.

TIM KIEM UU TIEN PO SAU
KHONG PE QUY

Tim kiém uu tién dd shu trén mot do thi 1A sy tdng quat héa cla thao
tac duyet cay. Khi xét trong mot ciy thi phucsng phap nay chinh la
duyét cay; trong cac dd thi thi phuong phap nay tuong ting vdi vide
duyét cay bao triim caa do thi. Nhu ching ta da thay, viec duydt
cay phu thude vao db thj duge bitu dién nhyu thé nao.

Sy d& quy trong tim kigm uu tién 4o su oo thé duge khi bang
cach dung modt nghn xép theo cach thite tuong tu nhu ching ta da
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khu dé quy trong thuat todn duyét cay d Chuang 5. Déi vdi cay, viee
khu dé quy s& cho ching ta sy cai diat khac nhung lai don gian hon,
do la thuét toan duyet khong dé quy. Doi véi cac db thj, chung ta sé
thay sy phat trién tudng ty dé c6 cic thuat todn duyét db thj téng
quat {trong Chuong 31).

V6i kinh nghiém coa Chuong 5, ching ta cé ngay mdt cai dat dya
trén ngin xép nhu sau :

——————— e —

procedure listdfs;
var id, k : integer; val : array [1..maxV] of integer;
procedure visit(k:integer);
var t:link;
begin  pushik);
repeat k:=pop; id:=id+1; valfk]:=id; t:=adj[k];
while t<>zdo
begin  if vaelft 1 .v)=0 then
begin pusii(t t.v); valftt.v)=-1 end;
i.=t1.next
end;
uniil stackempty;
end; _
begin  id:=0; stackinit,
for k:=1 to Vdo valfk]:-=0:

for 2:=1 to Vdo if valfk]=0 then visit(k)

end:
m

Cac dinh da duge gip nhung chua duge vigng sé dude luu trong
mot ngin xép. Pé vigng mot dinh, ching ta duyét qua cdc canh cia
no va dit vao ngitn xép bitt ky dinh nao chua duge viéng va chua c6
trong ngin x&p. Trong cai dat dé quy, viee danh ddu cic dinh “dugc
vieng mdt phian” duge che gidu bang mét bin cuc bd ¢ trong thi tuc
d& quy. Chung ta c6 thé cai diit didu nay mot cdch tryc tigp nhis vao
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Hinh 29.8 Tum kiém wu tién d¢ sau (dira vao ngan xép)

duy tri cac con tro (tuong ung véi t) vao céc xau ké. Thay vi lam nhu
vity, ching ta chi cin md rong y nghia cia cac phan tif trong mang
val dé danh dau cac dinh da dude dat vao ngin x&p: cac dinh wng vdi
cac phan tif cia mang val c6 gia trj 0 la cac dinh chua duge gip,
nhing dinh ng vdi cic phan ti Am la cdc dinh da ¢ trén ngan xép,
nhing dinh ng vdi cac phan tit duong la nhiitng dinh da duge vieng
(la nhing dinh ma tit ca cic canh trong cac xau ké cia ching da
duge dat vao ngan xép).

Hinh 29.8 cho thay [an lugt cic thao tac cia thi tyc tim kiém wu
tien do siu dya ngan x&p khi duyét qua bon nit dau tién trong do thj
mAu cua ching ta. Méi sa do trong hinh nay tudng ing vdi viéc vieng
mot nit: mit da duge vieng duge danh dau boi mdt & vudng, va tat
ca cac canh trong xau ké duge lam bong. Gidong nhu lic trude, cic
nit chua duge gip sé khong duge dianh dau va khong duge danh
béng, cac nit duge vieng xong sé duge danh dau va khong duge danh
béng, via moi nuit (vi dy mit x) duge ndi bdi mot canh tdo dam noi téi
nit lam cho nit x duge dat vao ngin xép.
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Hinh 29.9 Ndi dung ngan xép trong qua trinh tim kiém
Nit dugc vieng dau tién la A: cic canh AF, AB, AC va AG dudc
duyét va cac dinh F, B, C va G duge dat vao ngin xép. K& dén G duge
lay ra (chi y rang G la nit cudi cing trong xau ké ctia A) va cde canh
GA, GE duge duyét, két qua la E duge dat vio ngin xép (A khong
duge dat vao ngan xép mot [an nia). K& t6i EG, EF va ED duge
duyét va D duge dat vao ngan x&p... Hingh 29.9 minh hoa noi dung

cua ngan xép trong sudt qua trinh tim ki€m, va Hinh 29.10 cho thiy
cac budc tiép theo cia Hinh 29.8.

Co le doc gia da nghi rang chuong trinh trén khong vieng céic
canh va nit theo thi ty giong nhu trudng hgp cai dat dé quy. Nhu
trong Chuong 5, diéu nay c6 thé thiy duge nhd chi y vao thi ty cac
canh duge dua vao ngin xép, trong chuong trinh trén ching ta
viéng canh trong xau ké cua mdi nit nguge lai véi thi ty xuit hign
cua ching trong xau. Néu chuing ta duyét xau theo thit ty dao thi
thit ty vieng tham cdc mit gidng nhu trong c¢ai dat d@ qui. (Giéng
nhu Chuong 5, hic d6 ciy con phai duge dat vao ngan x&p trude cay
con trai trong cai dat khong dé qui.) Tuy nhién déi véi cac do thi
khong nhat thiét phai tuin tha nghiém ngit vao thit ty duyét canh
trong cai dit dé qui, bdi vi nhu da thiy, nhiéu nhan t6 khac cing anh
hudng dén thu ty duyét canh. Trong Chuong 31 chiing ta sé thily c6
rit nhiéu lya chon cho phép ching ta 1gi dung kha niing linh dong
nay vao cac thuit toan.
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Hinh 29.10  Tim kiém e tién dg sdau (diga vao ngan xép)

TiM KIEM UU TIEN BE RONG
(BREADTH-FIRST)

Giong nhu duyét cay (xem Chuong 4), ching ta c6 thé ding mott
hang dgi thay vi ngin x&€p lam cdu tric di lidu dé luu cic dinh. Digu
nay dua tdi mot thuat toan duyét do thj cd dién thd hai duge goi la
tim ki€m wu tien bé rong. Dé cai diat thuit todn tim kiém nay,
ching ta can thay doi cic phép toan trén ngan x&p bang cdc phép
toan trén hang dgi nhu sau:
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procedure listbfs;

var id, k integer; val: arvay [1.maxV] of integer;
procedure visit(k:integer);
var f:link;
begin put(k);
repeat k:=gel; id:=id+1; val[k]: =id; ¢ =adj{k];
while t<>z2 do
begin if valft 1.0]=0 then
begin put(t t.v); valft t.v]:=-1 end;
L=t1%t.next
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end;
until queucenpty;
end;
begin id:=0; queueinitialize;
for k:=1 to Vdo val{k]-=0;

for k:=1 to V do if val{k]=0 then visit(k)

end; .
_.-_-'_‘_—*_-_—_

Viéc thay déi ciiu tric dit lidu bang cach vita trinh bay s& anh hudng
dén thy ty viéng cic nit. Trong do thji miu cla ching ta, cic canh
dugc viéng theo thit ty AF AC AB AG FA FE FD CA BA GE GA DE
EGEFEDHITHJK JLJM KJ LJ LM MJ ML. Hinh 29.11 cho thay
ndi dung cua hang dgi trong sudt qua trinh duyét.

Tuong ty nhu tim ki€m wu tién @9 sau, chiing ta o6 thé djnh
nghia mdt rirng nhd vao cic canh din t8i mdi niit nhu trong Hinh
29.12. Tim kiém uu tién dd rong tuong wng vdi viee duyét cay trong
rung niy theo thit tu tang.

Trong ca hai thuiit todn, c6 lé ching ta thiy cic dinh duge chia
thanh ba ldp: cac dinh da duge viéng, cic dinh ven (K& véi cdce dinh
da duge vieng nhung chua duge vigng) va cae dinh khong duge thay
(chua dugc gip [in nao). N&u ndi mbi dinh (43 duge viéng) tdi canh
lam cho né duge thém vio ciiu tnic di lidu (cde canh dam nét trong
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Hinh 29.11 Noi dung hang doi trong tim kiém 1au tién bé rong
Hinh 29.8 va 29.10) thi cac canh nay tao thanh mot cay.

Dé tim mot thanh phan lién thong cua do thj (cai dat mot thu tuc
visit), ching ta bat dau véi mot dinh ven, tit ca cic dinh khong duge
thily, va thyc hién thao tac sau day cho téi khi tat ca cac dinh duge
vieng xong: “di chuyén mot dinh (goi né 1a x) tir tap cdc dinh ven vao
tap cac dinh da duge viéng, dat tit ca cdc dinh khong thiy ké vdi x
vao tap cac dinh ven”. Cac phuong phéap duyét do thj khiac nhau d
chd ching quyét dinh dinh nao nén duge di chuyén vao tap céic dinh
ven vao tip cac dinh da duge vieng. Véi tim kiém uu tién dd sau
chiing ta mudn chon mot dinh tit tap cic dinh ven duge gip [an sau
cing, didu nay tuong ing vdi vide dung mdt ngan x&p dé luu cic
dinh ven. Vdi tim ki®m uu tién bé rong ching ta muén chon mot
dinh ti tip cac dinh ven duge cham téi trude nhat, diéu nay tuong

Iinh 29.12 Hii;ng tim kiém o tién bé rong



CAC THUAT TOAN CO BAN VE PO THI 103

Hinh 29.13 Tim kiém wu tién do sau trong mot do thi lon hon
ing vdi viee dung mot hang dgi dé luu cdc dinh ven. Trong Chudng
31, ching ta sé thiy anh hudng cua mdt hang ddgi co dd uu tien
cho tap hgp cac dinh ven.

Sy tuong phan gita tim kiém uu tién dd siu va tim kiém uu tién
bé rong sé hoan toan hién nhién khi ching ta khao sat mot do thj lon

Hinh 29.14 Tim kiém i tién bé rong trong mgt do thi lon hon
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hon. Hinh 29.13 minh hea thao tac tim ki€m wy tien dd sAu cho mét
dé thj 16n hon. Hinh 29.14 tuong ung véi tim kiém wu tign be rong.
Trong nhing hinh nay, cic dinh va canh viéng xong duge td dam
lén, cdac dinh khong thiy sé& duge lam béng, cac dinh ven o6 mau
tring. |

Trong ca hai trugng hgp, qua trinh tim ki€m bat dau tir nat trai
d dudi day. Tim ki€m wu tidén dd sau “di sAu” vao dd thj, luu mét s&
dinh vao ngan x&p; tim ki&m wu tidn ba rong “quét ngang” do thj va
nhd mot s6 dinh vao hang dgi. Tim ki®m wu tien dd sau tim cde dinh
mdi cach xa dihh bat dau; né chi chon cic dinh gan hon khi khi gap
diém cyt. Tim kigm uvu tien b2 rong bao phu hoan toan viing ghn
diem bit dAu, né chi di ra xa méi khi dinh ghn da duge nhin thay.
Mot [an nia, tha ty viéng cdc mit phy thude nhidu vio thi ty xuit
hi¢n edc canh hic nhap vao va anh hudng caa thit ty nay vio thu ty
xuilt hién cic dinh trong xau ke,

Nhang diém khdc nhau vita néi dua dén khéc nhau od ban trong
cai dat nhing phuong phép nay. Tim kidm vu tién d shu co thé cai
dat d¢ qui rat don gian (boi vi ciiu tric di ligu ma né dung 1a ngin
xép) va tim ki€m wu tién bé rdng c6 the caf dat don gian ma khong
cin d& qui (bdi vi cilu tric d litu ma né dung la hang d¢i). Trong
Chuwong 31 ching ta sé thiy mot ciu tnic di ligu duge dung cho céc
thudt todn vé do thi, d6 1a hang dgi c6 dd wu tién, diéu nay cho thay
sy phong phi cia cac tinh chit va thuit todn.

ME CUNG

Tim kieém vy tién dd sau co ngudn goe lich s cich diay hang tram
nfim dudi dang tim dutmg di trong mot mé cung. Vidy, phia trdi cia
Hinh 29.15 la m{t mé cung thong dung va bén phai ctia né 1a da thj
duge tao bang cach dat mdi dinh tai vj tri c6 nhidu duting giao nhau,
ké dén néi cic dinh theo cic dubng di trong mé cung. Mé cung nay
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Hinh 29.15 M3t mé cung va mot do thi biéu dién ciia né

phic tap hon so véi cac mé cung trude day trong cac vudn giai tri §
Anh quoc duge xay dyng bang cic con dudng xuyén qua cac bie
tutng rao cao. Trong nhitng mé cung nay, tit ca cic bic tuong duge
ndi t6i bifc tudng ngoai cing sao cho nhing qui dng va qui ba c6 thé
di dao trong d6 va nhitng ngudi khon ngoan ¢6 thé tim dutng di ra
ngoai bang cach git tay phai cia ho vao tuong. Khi xuit hién them
cac bic tuong doc lap d phia trong, can phai c6 chién luge tinh vi hon
dé di trong mé cung, day la ly do dua dén phudng phép tim ki&m wu
tiéen do sau.

Muon duing phuong phap tim kiém wu tién d6 sau dé di tir modt noi
niay dén ndi khic trong mé cung, ching ta ding thu tuc visit, khoi
dau tir dinh cia d thj tuong ing vdi diém bat dau cia ching ta. M&i
khi thu tyc visit “theo sau” mdt canh bdi mot [an goi dé quy, ching
ta di doc theo con dudng tuong ung trong mé cung. Diém cot 16i la
khi thu tuc visit hoan tat mot dinh, ching ta phai di trd lai doc theo
con duong vira di qua. Cach thic nay dua chiing ta trd lai dinh ci véi
mot bude cao han trong ciy tinmi kigm wu tién d sau, sin sang do
theo canh ké cua né. Tim kiém wu tién dd siu thich hgp khi mot
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ngudi dang tim kiém mot vat nao dé trong mé cung, tim kiém wu
tién bé rong s& thich hgp hon khi ¢6 nhidu ngudi tim mdt vat nho dé
trong mé cung bang cich chia ra di theo tat ca cic hudng.

BAN LUAN

Trong céc chudng sau, ching ta s& khao sit cac thuit todn db thi da
dang dung dé xac dinh cac tinh chét lién théng cho ca cac db thi 6
hudng va khong 6 hudng. Day 1a cdc thuat todn cd ban dé xv 1y do
thi, nhung ching chi la m¢ dau cho cac thuit toan da thj. Nhizu
thuit todn hitu dung va ly thu da duge phat trién - ugt khoi pham vi
cia quyén sach nay, va nhidu van dé nghién ciru thi vi vé cac thuat
todan van chua duge gidi quyét,

Mot 6 thuft toan rit higu qua da duge phat trién nhung qua
phic tap dtn noi khong thé trinh bay & day. Vi dy, xét xem mot do
thj ¢6 thé vé duge trén mat phing ma khong c6 cic doan thing giao
nhau hay khong. Bai todn nay dugce goi 1a bai todan do thi phing,
bai todn khéng o6 thuit giai higu qua cho téi khi R. E. Tarjan da phat
trién mot thuat todn thoi gian tuyén tinh dya trén tim kiém vu tién
dd sau.

Mot st bai todn vé dd thi da niy sinh modt cach tu nhign, riit khé
va khong co thuiit toan tét dé giai ching. Vi dy, khong c6 thuat todn
higu qua @& tim ra gia tri nhé nhat khi duyt qua mbdi dinh trong db
thi c6 trong. Bai todin nay duge goi 1a bai toin nha budn di du
lich, né thuge Idp cac bai toan kho ma ching ta s2 khong thao luan
chi tiet. HAu hét cic chuyén gia déu tin ring khéng tén tai thult
toan hiéu qua cho bai toan nay.

Cdc bai todn dd thj khéc ¢ 18 ¢d céc thuat toan hidu qua dé giai
ching méc du chua duge tim thay. Mot vi dy la bai tedn dﬁng ciiu
do thi: xac djnh xem hai dd thj bat ky c6 dong nhédt nhau hay khéng
néu ta ddi tén cac dinh. D&i véi nhidu dang db thj dac bigt, da o6 cic
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thuiit toan hiéu qua dé bai todn nay, nhung bai todn tong quat cing
cOn md.

Cé rit nhidu bai toan va thuit toin lien quan dén cédc do thi va

cac thuit toan ve do thj déng vai tro rat Ién trong tiing dung vao thyc
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BAI TAP
1. Bitu dién nao cho dé thj v hudng la thich hgp nhat dé xac dijnh

nhanh xem mot dinh cua dd thj ¢6 cb 1ap (khdng duge néi t6i bét
ky dinh nao) hay khong?

ol T — — L g e

2. Gia su thuat toan tim kiém vu tién d6 sau duge ap dung vao cay
tim kiém nhj phan va canh bén phai duge ldy trude khi roi méi
nut, Cac mit duge viéng thim theo thid tu nhu thé nao?

3. Can bao nhiéu bit dé luu trit trong bifu dién ma tran ke cta do thi
co hudng V dinh va E canh? Can bao nhitu d&: véi bidu dién xau
ke?

4. Hay cho vi dy mdt dod thj khong thé vé dude ra gifly ma khéng céb
hai canh cat nhau.

3. Viet mot chudng trinh dé x6a di mét canh khoi mat dd thj duoce
bitu difén bang xau ké.

6. Viét mot phién ban cia tha tyuc adjlist 4€ duy tri cic xau K2 theo
thd tu cua chi s8 dinh. Thao luin vé wu diém cta cach tiép cin
nay.

7. Hay vé ra rung tim ki€ém wu tién dd siu o6 duge (ddi véi vi dy

trong chuong nay) khi thi tuc dfs quét qua cac dinh theo thit ty
“dao nguge (tir V téi 1) chi ca hai cich biéu dién.

8. Thu tuc visit duge goi chinh xac bao nhiéu [an trong tim ki#m wu
tién dd shu trén mot do thi vd huéng (d€m theo s§ dinh V, s8 canh
E, sd thanh phan lién thang C)? |

9. Hay cho biét xau ké c6 duge néu cic canh cia do thi mAu (trong
chudng niy) duge doc theo thi ty dio nguge so véi thi ty da dung
dé tao nén ciu tric trong Hinh 29.4.

10. Hiy cho biét ring tim ki#m wu tien dp sau cho do thj méu khi
thu tyc dé quy listdfs duge dung trén xau ké cua bai tap trude.
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Trong chuong trudc, ching ta thiy cé thé sit dung tha tyc tim kiém
theo phusng phip uu tién do shu (DFS - Depth first search) dé tim
cac thanh phan lién théng clia d6 thj; trong chuong nay, ta sé xét céc
thuat todan va cdc vin dé lidn quan dén tinh lién thong cua do thj.

Sau khi xét mdt vai wng dung tryc tigp cia DFS dé 18y cac théong
tin lién thong, ta s& xét sy tong quat hod cua sy lien thong 1a song
lien thong. U day, ta chi y d&n trudng hgp ¢6 nhiéu hon mjt dutng
dAn gitta hai mit. Mot dd thi dugd goi 1a song lién thong néu va chi
néu véi moi cdip dinh o6 it nhit hai dudng dian khéc bigt 18 cic dinh
néy v6i nhau. Nhu vy, ngay khi mot dinh va tét ca cac canh nél véi
dinh nay duge bo di thi do thi van lalién thong. Néu trong ing dung,
bai toan lién théng la quan trong thi vieéc dd thi van git duge tinh
lien thong cling la mot baid toan trong yéu. Cich giai bai todn nay thi
phtic tap hon thuat toan duyét trong Chuong trude, nhung van dya
trén DFS. |

Cé mdt truong hgp dac thu hay gap d tinh hudng dong cua bai
todn lién théng - trong 46 db6 thj duge thém timg canh mft, la nhing
cAu hoi nhu hai diém cé thude cung modt thanh phan lién thong
khong. Day 1 bai todan dang dé nghién city, va ta sé xem xét ti mi hai
thuat todn kinh dién cho bai tedn niy. Day khéng chi la cdc phuong
phiap don giian duge 4p dung 19ng i, ma chung con minh hoa sy
khé khan cé thé gip khi phan tich mot thuit todan don gian. Van dé
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Hinh 30.1  Niwing cdi e dit Fidh cho cac thinh phén licn thong
nay doi khi duge goi la bai toan “tim hdi”, thuat ngd nay co tit ing
dung nhing thuit toan lam cac thao tic don gian trén mot tap hgp.

CAC THANH PHAN LIEN THONG

Bat ky phuong phép duygt do thj nao cing c6 thé dimg d& tim cac
thanh phan lién thong, vi tat ci phuong phép nay déu dya trén ciing
mot chién luge tdhng quit la tham tit ca cac niit trong mot thanh
phan lién thong trude khi chuyen sang nit ké tigp. Mot cach dé dang
dé in ra cdc thanh phan lién théng Ia thay ddi trinh de quy DFS dé
in ra cic dinh dang duge tham (bing cdch them write(name(k))
ngay trude khi roi khoi thu tyc). Sau dé, ngay trude 16i goi (khong dé
quy) dén visit, ta in thong bdo cho bigt thanh phan lién thong mdj 6
bat dau (bang cach thém vio hai lenh writeln). Véi DFS dung cach
bidu dién danh sich k& can (6 hinh 29.1), ky thuat nay sé tao ra
cutput sau:

GDEFCBA
IH
KMLJ

Nhimng bién thé khic, nhu ma tran k& can, DFS dya trén ngan xép,
va BFS (breadth first search), ¢6 thé dung dé tinh cic thanh phin
lien thong; nhung thy ty cic dinh dude in ra s& khée.

Ta deé dang md rong dé lam nhitng thao tic phic tap hon trén cic
thanh phan lign théng. Vi du, bang cich thém invalfid] = & & sau
valfk] = id, ta s duge cii “dao nguge” cia mang val, ma phan tu
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thit i cua mang inval 1a chi s8 cua dinh duge duyét [an thy id. Cac
dinh treng cing mét thanh phan lién thong la lién tuc trén mang
inval, mdi thanh phén lién théng cé chi a8 1A gia tri cia id trong mbi
[an goi visit. Nhing gia tri nay o6 thé duge luu trit hofic dé danh dau
cac ranh gidi trong mang inval (vi dy, phan tu dau tién trong moi
thanh phan lién thong duge quy ude la sd am).

Véi DFS dung danh sich k& cin da duge thay déi nhu da néu
trén, hinh 30.1 cho thiy cic gia tri trén cAc mang trong vi du. Dic
biét, nhitng k¥ thuit nhu vay duge dung dé chia do thj thanh cac
thanh phan lién thong trong cac chuong trinh réic réi khac, dé tranh
khoi nhitng chi ti€t vun vat gap phai khi xét cac thanh phan khong
litn thong. |

SONG LIEN THONG

Doi khi ¢6 ich dé thigt k& nhieu hon mot dudng di gida cic diém trén
mot dd thi, nhiim dy phong kha nang khong lién lac duge véi cic
dinh. Vi dy, ta cé thé bay tit Providence dén Princeton ngay nhu néu
New York cé tuyét bang cach di qua phia Philadelphia. Cac duong
day chinh cua modt mach dién thudng 1a song lién, nhyu vay phan con
lai ciia mach dién van o6 thé lam viée néu modt thanh phéin cua mach
bj hong. Mot @ng dung khac (khong thye t& lim nhung la mdt minh
hoa tu nhién cho khai niem nay) la trong tinh trang chién tranh, ta
livm sao dé dich phai ddi bom it nhit hai ndi méi cit duge dutng tiep
Viill.

Nut ban [é trong mdt do thij lien théng 1a mdt nit ma néu xo4 né,
sé tach d6 thj nay thanh 2 thanh phan. Db thi khong 6 mit ban [@
duge goi la song lién thong. Trong do thj song lién, moi cip diém o6
it nhat 2 dudgng din noéi chiing véi nhau. Do thi khong song lién, sé
duge chia thimh cac thanh phan song lién.

‘Hinh 30.2 cho thay 'I‘Hf)t do thi lien thong nhung khong phai la
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Hinh 30.2 Mt do thi khéng song lién théng

song lién (d6 thi nay c6 dudgc tir db thi trong Chuong trude bang cach
thém cac canh GC, GH, GJ va GL. Trong vi du, ta sé thém 4 canh
nay theo thu ty trén vio cudi input (dé cac danh sach ké cin tuong
ty nhu trong hinh 29.4) va trong danh sich sé c6 8 thanh phan mdi
biéu dién 4 canh vita duge thém. Cac didm ban [& cia db thi nay la
A (vi A ndi téi B la phan cudi cia do thi) va G (vi néu xo4 G, db thj
sé bi phan thanh 3 manh). C6 6 thanh phan songlien: ACGDEF,
G J L M, va cic nit rieng 16 B, H, I va K.

Viée xdc dinh cdic nit ban [é trd nén mdt ma rong don gian cia
DFS. Ta sé khao sat cay DFS cho d thj vi du nay (xem hinh 30.3).
Xoa it E khong lam dé thj mét lién thong vi G va D déu o6 cae
dutng noi téi mit F (¢ trén E) va lam thanh nhing duong din khac
tu ching tdi F (la cha cua E trén cay). Mat khic, xoa G sé lam db thi
mét lien thong vi khong c6 dubing din nao khae di tir L hoic H dén
E (cha cua ).

Mot dinh x khong phai I nit ban [& n&u méi nit con y c6 mdt nuit
thap hon duge néi vdi nit cao hon trén cdy (theo ciac dutng cham),
tu d6 cho mét lien két khic tir x dén y. Sy kiém ching nay khéng
diing cho mit gdc cua cay DFS, vi khong c6 it nio cao hon nit goc
(xem hinh 30.3).

Nut goe la mot mit ban [é néu né ¢6 2 con hodc nhidu hon, bdi vi
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Iinh 3.3 DFS dé 3¢t song lién théng
dutng din ndi cac con cua nit goe phai di xuygn qua nit g8c. Ta dé
dang dua nhitng sy kiém tra nay vao DFS bang cach thay ddi tha tuc
node-visit ¢d chic nang tra lai nut cao nhit trén cay (c6 gia trj val
thap nhat) trong qua trinh tim kiém.

function visit (k:integer) ; integer;
var i link; m, min ! integer;
begin
id:=id+1; val{k]:=id; min:=id; t:=adj{k};
while t< >z do
begin if va/{t t.v/=0 then
begin n:=visit{t t.v);
if m<min then min:=m;
if m>=valfk] then write(name(k));
end
else
if valft 1 .v] then min:=valftt.v]
=ttt . next;
end;
visit:=niin,
end;
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Mot cich dé quy, thu tuc nay tir cAc nmit con cua dinh & di doc
theo cac dutng chiim dé x:ic dinh nit cao nhit 6 thé véi dén trén
cay, va dung thong tin trén dé xdc dinh & ¢ 1a mit ban 2 hay khéng.
Thong thutng, sy tinh todn nay chi don gian 14 phép kiém tra nit
con (c6 gia tri val nho nhit) ¢6 1a cao hdn nut & tieén cay hay khong.

Tuy nhién, ta cAn e6 mot phép kiém tra thém @€ xdc dinh & ¢6 1a
goc cua cay DFS (mit cich tudng duong la xét xem day cé phai la [an
goi visit dau tién cho thimh phan lién thong chia & hay khéng), bai
vi ta dang sut dung cing mdt chuong trinh @& quy cho ca hai trutng
hop. Phép kiém tra nay dude thuc hién bén ngoad visit va vi vy
trong doan ma trén khong co phép kiém tra nay.

Tinh chét 30.1 cac thanh phan song lién cua mot do thi duge tim
trong thoi gian tuyén tinh,

Mic dii trinh nay chi don gian in ra ede nit ban 18, né dé dang duge
md rong, nhu ta da lam cho cde thinh phan lién thong, dé lam cdc
xut ly thém trén cdic niit ban [@ va cic thanh phan song lign. Béi vi
day la mét thu tue DFS, thui gian thuce hién 1A ti 12 vdi V4 E (n&u duya
trén ma trin ké cin, mot trinh tuong ty s& thye hieén vdi khoing
O(N %) buge),

Trong cac loal ung dung néu trén, tinh song lién duge dung dé
tang db tin ¢y, co ich dé phiin ra cac db thj l6n thanh cdc phan quan
ly duge. Ro rang la trong nhiéu ing dung, cac thanh phan lién thong
dude xu ly titng cii mdt; nhung thinh thoang cing can xi 1y titng
thinh phin song lién.

CAC THUAT TOAN TiM PHAN HOP

Trong mét s0 1ing dung, ta mudn biét dinh x o6 lién thang vdi dinh
y hay khong ma khong nhit thigt phai xét dubing din cu thé ndi
chiing véi nhau. Van dé nhy duge nghién citu ky ludng trong nhing
nam gan day; viée phat trién cac thuit todn hidu qua dang la mot sy
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cha y bdi vi ching cing duge dung dé xu 1y cic tap hgp.

Cac dd thi tuong ing mét cich ty nhién véi cic thp ddi tugng: cic
dinh tuonging véi cac doi tugng va cic canh ¢o y nghia “trong cing
mot thp”. Nhu viy, do thi vi dy trong Chudng trude tudng ung vdi
cictipABCDEF G, HIvaJd KL M. Moi thanh phan lién thong
tuong ung véi mot tap hgp khac nhau. Vdi cac tip hgp trén, ta chu
y d¢n cau hoi “x o6 trong cung mdt tap hgp véi y?”. Ro rang, dieu
nay tuong ung vdi cau hoi “dinh x c¢é lien thong vdi dinh y?”

Cho mbt tAp cédc canh, ta xay dyng danh sich k& cin cua do thj
tuong tng va dung DFS d& gan cho mdi dinh mdt gia tri 1a chi so cua
“thanh phin lién thong chifa dinh 46, va nhing cau hoi dang “x ¢b
lign thong vdi y?” ¢ thé duge tra loi chi véi hai [an truy xuat mang
(d& 14y chi s0 thanh phén lién thong caa x va y) va mot phép so sanh,
Hudng mé rong nhing phuong phap duge xét ¢ day la tinh dang cia
ching : cac thuit toin nay cho phép thém cic canh mai tron lAn vai
cac cau hot va tra lsi chinh xae cic ciu hol nay bang cich dung céic
thong tin nhan duge. Tudng Wng vdi bai toan tip hgp, viec thém cac
canh mdi goi la thao tac union va cic ciu hoi goi 1a thao tac find.,

Muc dich ching ta la viet mot ham dé kiém tra hai dinh x vay c6
trong cung mot tap hop (theo cach néi d6 thi, c6 trong cung mot
thanh phan lién thong) va n€u khong, thi dat chung trong cing mdt
tap hop (them mot canh gita ching trong do thj). Thay vi xay dyng
mdt danh sich k& cin hay mat biéu dién dd thj khie, ta s& lam ting
tinh hidu qua bing cich dung mot ciu tric ndi dic bigt, hd trg cic
thao tac union vafind. Ciu trmic ndi nay sé lh mot ring cic cay, moi
cay la mét thanh phan lien thdong. Ta cin cé kha nang kiém tra hai
dinh cd thude cung mdt cAy hay khong va kha nang trdn hai cay lam
mot. Piéu nay din dén kha nang cai dat hidu qua cho ca hai thao tac
nay.

P)é minh hoa thuit toin lam viéc nhy thé nho, ta sé xét ciu tric
rimg khi cac canh eta dd thj (trong hinh 30.1) duge xi ly theo thi
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Hinh 3.4 Cac hirge bat ddu erta vige fim phdn hoi

tey AG AB ACLMJM JLJKED FD HI FE AF GE GC GH JG LG,
7 buée dau tién duge chi trong hinh 30.4

Ban dau, tat ci cic nit ¢ nhitng cAy tach 1oi nhau. K& dé AG tao
ra cay 2 mit vii A la mit goe. (Su chon lya nay Ia tuy ¥, ta cing cb
thé chon G laim gde). Cun g cich trén, cdc canh AB va AC thém B va
C vao city nay. Ké do, cie canh LM, JM, JL va JK tao nén cay chia
4, K, L va M; ciy nay c6 ciu triic hoi khéc (chi v 1a JL khong tgo
thém gi, vi LM va JM dit L va J trong cung modt thanh phiin)

Hinh 30.5 trang sau cho thiy toin bd tien trinh. Cac canh ED,
FD va HI tgo thém 2 ciy nia, thanh mot rung 4 cay. Ring nay cho
biét cac canh duge xi Iy o thii diém mé ta do thj o6 4 thanh phan lign
thdong, hay mét cich tuong duong, lic nay cic thao tiac union dan
den4tap{ABCG), (JKLM), {DEF} va {H 1}. Bay git, canh FE
kKhong gop thém gi vio ciu tmic, vi F v E da cung thanh phan;
nhung canh AE két hdp hai cay dau tien; GE va GC khong théem gi;
nhung GH va JG tao ra sy hgp nhit tit ca vio moit ciy.
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Hinh 30.5 Todn bg cac bude tim phdn hop
Can phai nhin manh ring - khong giéng nhu céc cay DFS - gita
cac ciy union-find va do thj An phia dudi véi cac canh da cho, chi ¢
quan hé la ching chia cic dinh thanh cac tap hgp theo cuing mdt
phuong thic. Vi dy, khong cd sy tudng ing gita nhing dutong ndi
ciac nut trong cay va nhitng dudng ndi cic mit trong do thi.

Rit dé diing cai dit cic thao tic union va find bang cach diung
“lién két cha” cho cic ciy (xem Chuong 4).
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function find (x, y rinteger; union : boolean) : boolcan;
var i, j : inleger,
begin i:=x; while daifi]>0 do i:=dad[i]:
Ji=y; while dad{j]>0 do j:=dad{j};
if union and fi<>j) then dad{jj:=i;
find:=(i<>j)

end:
hﬁ%—_

Mang dad{1...V] chia chi s8 dinh cha clia mdi dinh (thanh phan
co gia tri 0 dung cho nit goe cua ciy). D€ tim cha cia dinh j, ta chi
don gian gin jr=dad{j} vh dé tim gic cla cay co chita dinh j, ta lap
lai thao tdc nay cho t6i khi gap gis tri 6,

Ham find tra lai true néu hai dinh da cho 1a thude cing mot
thanh phan, Néu chung khang thube cing mot thanh phan va c
nnion dude bit, cac dinh nay sé cling dude @it vho mot thanh phan.
Ta dung mang dad dé 1ay gie cia cy chida mdi dinh, sau dé kiém tra
cic ghc co trung nhau khéng. Dé tron chy c6 giic j vdi cay o6 goe i,
ta chi dan gian dit dad{j]=i.

Hinh 30.6 cho thily néi dung cua ciiu tric d litu tron # sudt tién
trinh. Nhu thuting 18, ta gia thiét cic him index va name chuyén adj
gita cic tén dinh va cie sd nguyén ti I dén V: mdi thianh phiin cua
bang (trang hinh) la tén cia thimh phan tuong ting trong ming dad.
Vidy, I81 goi ham find(index 1x), index(y), false) sé kidm tra dinh tén
X co eung thude mot thanh phan nhu dinh tén y hay khong (khong
thém canh noi chung),

Thuit toin md ta trén co sy thyce hign i té trong trusng hop
xftu nhat Ja khi ciy thoai hoa. Vi du, lay cic canh theo thit ty AB BC
CD DE EF ¥G GH HI 17... YZ tao ra mét chudi dai vdi Z chi dén b &
Y chi dén X... Can thoi gian ti e véi V2 dé xay dyng ciu tric nay va
can thai gian ti & véi V cho mot kiém tra tudng duong.

Nhiéu phuing phip dudge de nghi dé giai bai todn nay, Mot
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Hinh 30.6 Cdie triic i liéu cria tién trinh fim phan hop

phuong phip ty nhién la thi lam mot diéu “hgp 1y” khi tron hai cay
hon 1a ap dat dad[j]=i. Khi ciy c6 goc i duge trdn vdi ciy cb goej,
mot trong cac mit nay sé vin la nit gde va nut con lai (va tat ca con
cua no) phai doi xuﬁng mot muc trén ciy. Dé giam thiéu khoang
cach tir goc dén da s6 nit, mot cach tryc quan, ta lay nit goc la nit
o6 nhieu con hon. Y tudng nay, duge goi la can bang trong lugng, thi
dé& dang cai dit biing cach luu kich thude cia mdi cay (la s6 con cua
gbc) trong mang dad cho mdi mit goc va ma hoé kich thudc nay
thanh mot so khong dudng (dé tim lai duge nit goe khi lan nguge
trén cay trong ham find).
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Vé y tudng, ta mubn moi mit duge chi trye tiép tir gbc trén cay
cua nd. Khong c6 vian de trong chién luge ta dung; tuy nhién, viée
dat duge y do nay doi hdi vige duyét it nhat 13 tat ca cac mit trén mot
trong hai cay duge trdon va didu nay sé lam rat nhiey phép so sanh
cho mot so nut lien he trén dudng din toi goc ma ham find thuong
xét dén, Nhung ta o6 thé tidp can 7 do nay bang cach lam tat ca cac
nut. dudc xét déu dude chi den ti goc ! Mai nhin thi c6 vé day la mot
budc tio buo; nhung lai dé laim va khon g co gi khong duge xaAm pham
trong ciau tric eie cily nay : néu cilu tric ciy co thé thay d6i dé thuat
toan o6 hitu qua hon thi ta nén thay ddi né. Phuong phéip nay, goi 1a
‘nen duting dan”, duge chi dat d& dang bing cach thyc hién mot
phép duy{t trén mdi chy (sau khi d4 tim dude goc) va vii mbi dinh
bt gap trén dutng din, ta dit dinh dé chi dén gic.

Sy két hop cde viee can bang trong lugng va nén dudng din sé
lam thudt todn thae hien rit nhanh. Viéc cai diat sau cho thiy trinh
md rong chi tra mot gia nho dé de phong cac trudng hgp suy bign.

e

function find (x, y : integer; union : boolean) : boolean,
var i, j, ¢ : integer;
begin  ir=x; while dad/i]>0 do L=dadfi};
J:=y; while dad{jj>0 do j:=dadfj}-
while daddf{x]>0 do
begin & =x; x:=dad{x]; dadft J'=i: end;
while dad{y]>0 do
begin £:=y; y:=dad[y]; dad[t}:=j; end;
i union and (i< >j) then

if dad{j]<darlfi]

then begin dad{j]: =dad{j]+dad[i]-1; dadfi}: =
end

else begin dad/i]:=dad[i]+dad{j]-1; dadfj]:=i;
end;

find := {i<>j)
end;

____——_——_—-———_'__._.—“‘____‘.
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Mang ded duge khdi tao 1a 0 (tron g chuong sau, ching ta s& gia
st 1a dieu nay duge lam tron g mét tha tue riéng findinit). Hinh 30.7
cho thay 8 bude diau tien khi ap dung phudng phap trén vao vi du cia
chiing ta va hinh 30.8 cho thiy su hoim it tign trinh nay. Chiéu dii
duting dan trung binh trén cay cudi cung la 31/13 = 2.38 (so sanh
vdi 38/13 = 2.92 & hinh 30.5), Vai 5 canh dau tign, ritng tao dude la
tudng ty nhu trong hinh 30.4; 3 canh cudi cung cho mot cay “det”
chiadJ, K, L. va M theo nguyén tae can bang trong lugng. Ring la det
thyc sy trong vi dy nay, vii tit ca dinh (cé dinh dén trong phép
union ) la a gdc hay & ngay dudi goc - nén dutng din khéng duge
dung. Nén dudng din vin gig cay la det. Vi du, n&u thao tac union
chot 1a FJ thay vi GJ, thi sau cung F cing 1a mdt con ctia A.

HecoeEe00soy MCCCOHIBC0E0s
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Winh M7 Nhuing brroe difu ticn cia fién tinh fim phan hop (ireomg hop co
rong s6 va nén dirong dén)
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Hinh 30.8 [loan tdt uén rinh tim phdn hgp

(trieong hop co trong sé'va nén dwong ddn)

Hinh 30.9 cho ndi dung cia mang dad khi ring duge xay dung.
Dé bang nay duge ro6 rang, mdi thainh phan dudng i duge thay bang
chit cai thit i trong bang chit cii (tén cia cha me), va mbi thanh phan
am duge bd sung mit s8 duong (trong lugng clia cay).

Nhiéu ky thuit khac duge phit trién nhiim trinh cac truong hgp
suy bién. Vi dy, nén dutng din c6 nhuge diém la yéu cau mdt phép
duyét nguge khac trén cay. Mot ky thuit khace, goi la halving, lam
moi nit chi dén t6 tién cla nit d6 trén dutng [an ngude trén cay.
Mot ky thuiit nita la splitting, tya nhu halving, nhung chi ap dung
cho tit ca cic mit khic trén duting din. Nhing ky thuit nay c6 thé
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Hinh 30.9  Cdu triic dii ligu ciia tién wrinh tim phan hyp
(trieong hop ¢o trong sé va nén duong dan)
duge dung két hdp vdi cin bang trong lugng hay cin bang chiéu cao
(ciing tuong tu nhu cin bang trong lugng nhung dung chiéu cao
thay vi diing kich thudc cua cay dé quyét dinh phuong phép tron
cay).

Lam th& nao dé chon duge mot trong cic phuong phap nay ? va
cac ciy tao ra sé “det” nhu thé ndo ? Phan tich bai toan nay thi hoan
toan khé bdi vi su thue hién khdong chi phu thudc vao cic tham sd V,
E ma con vao cic thao tac find va cai té nhit la theo trat ty xuét hién
cua thao tac union va find. Khong nhu trong viée sip x&p, ndi ma
cac tap tin thutng la hoan toan nghu nhién, khé ma thiy cdc md
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hinh dd thj va cic miu yéu ciu cb thé xuat hién trong thye t& nhu
thé nao. Vi ly do nay, cdc thuat tean khong lam viée tot trong trudng
hop x4u nhat thuong ki duge va thich hon thuat todn union-find
(va cic thuit todin do thj khice) tuy nhign day o6 1 1a mdt cich tiep
can qua bao thu.

Ngay nhu néu xét truding hgp xiu nhit, viee phan tich thuit todn
union- find la cye ky phic tap. Dieu nay c6 thé thay ngay tir ban
chit cua két qua, khong cho chiing ta dizu gi ré rang vé sy thuc hién
cua thudt toan trong mét tinh hudng cu thé.

Tinh chiit 30.2 néic viéc can biing trong lirong hofic can bing chidu
cao duoe divig dé két hop vdi viee nén, chia doi hotc phan ra, thi
tong s6 thao tac can ding dé xay dieng mot céu tric E canh la gén
niue (nhimg khong hoan tom) tuyén tinh

Mat cich chinh xic, 86 cic thao tic can dung 1a ti 1e vdi EofE) véi
o(E} la ham tang chim néu ofE) <4 trit khi E qué 1dn thi Ay IgE, roi
lay g cua ket qua,... vi 1ap lai t8i da 16 fan khi vin con duge mot sd
nguyén idn hon 1. Theo R.E Tarjan, éng di chi rang khong c6 thuat
toan nao co6 the lam t6t hon EofE) cho bai todn nay (ti mot Iép tong
quat nhat dinh),

Mot ap dung cy thé quan trong cho thudt toan union-find ta xdc
dinh mot do thj ¢é V dinh va E canh 1a o6 lign thong hay khong véi
thoi gian ti1e véi V va trong thisi gian hiu nhu tuyén tinh. Day la vu
diém so vdi DFS trong mot 6 tinh hudng: ¢ d6 ta khong can phai luu
cac canh. Vdi do thi ¢é hang nghn dinh va hang triéu canh, ta o6 thé
xac djnh dugce sy lien thong cua n6 chi trong mot [an duyét cic canh.
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BAI TAP |

1. T do thj vi du, xo4 canh GJ va thém canh IK. Hay tim cdc diém
ban & va ci¢ thanh phin lién thong cua do thj mdi nay.

2. Vé cay DFS cho db thj trong bai tap 1.

3. Trong do thj song lién o6 V dinh, s8 canh nho nhit 1a bao nhigdu ?

4. Vigt chuong trinh in ra cic thanh phin song lién cua mot do thj

5.Veé rung union-find duge xay dung trong vi dy, vdi ham find duge
thay dét 1a afiJ=j thay cho afjj=i.

6. Giai bai tap trén ¢b si dyng viéc nén duong dan.
7.Vé ring union-find cd tit cic canh AB BC CD DE EF... YZ, véi gia

thiét viée cin bang trong lugng khong c6 nén duong din, sau dé
lai I nén dutng din mi khong co can bang trong lugng.

8. (iiai bai tap trén, su dung ca viee nén duding dan va can bang
trong hugng.

9. Cai dat cic bién thé union-find da md ta trong Chudng nay, va
x:dic dinh theo kinh nghiém viée thyc hién cac phép so sanh cua
ching cho 1000 thao tic #nion vdi cac tham bién la nhing sd
nguyén ngau nhién 1,V

10, Viét chudgng trinh sinh mot do thi lién thong ngiu nhién o6 V
dinh biang cich sinh nghwu nhién cac cap sb nguyén tir 1...V. Ude
lugng 50 canh cin thiét dé tac ra mit do thi lién thong theo V.
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Chung ta thutng mudn md hinh héa cac viin dé thyc t8 bang cich sit
dung do thj trong d6 moi canh duge gin mdt trong s5 hay chi phi
thich hgp. Trong ban dd hang khong cic canh dd thj tugng trung cho
cic tuyén duting bay, thi trong s8 ciia cic canh biéu dién cho khoang
cach hosic gid vé. Trong mdt mach dién, thi cic canh tugng trung
cho nhing sdi day dién, trong sd thutng duge sit dung la dd dai hay
chi phi. Vi mét luu do thoi khéa bidu, trong s8 o6 thé tugng trung
cho thoi gian hay chi phi thue hién hoic cho dgi mdt cong viee duge
hoan thanh.

Trong cic tinh huéng nhy trén, vin dé cyc tiéu héa chi phi tat
yéu nay sinh. Chung ta sé danh chuong nay dé khao sit chi tiét cac
thuat toan nham giai quyét hai bai toan: "tim con duong di qua tit
ca cac dinh do6 thj va ¢o chi phi thap nhit® va "tim dudng di noi hai
dinh cho trude véi chi phi nho nhit”. Bai todn dau tién rd rang rit
hitu dung cho cac dé thj mdé phong nhing van dé tuong ty mach
dién, dugc goi 1a bai toan tim cédy bao trizm t&i tiéy; bai toan tha nhi
lai can thiét vdi ciac do thj biéu dién nhitng vin dé tuong ty ban do
hang khong, dude goi la bai toan dicomg di ngin nhit. Cac bai todn
nay 1h tidu biéu cho nhidu vin dé khie niy sinh trén cic do thi o6
trong s0.

Cac thuit toan cua chiing ta lién quan d&n vige tim ki€m xuyén
qua db thi, va doi khi theo tryc gidc ching ta thutng o6 khuynh
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Hinh 31.1 Mgt do thi vé hurong co trong sé
hudng xem trong sd cua mot canh nhu la khodng cach gita hai dinh
tao nén canh dé. Nhung can nhé la trong s6 khong bit bude phai thé
hi¢n khoing cich, né c6 thé tugng trung cho thai gian, chi phi hay
mang mot y nghia hoan toan khac. Khi tiong s8 thit sy bidu dién
cho khoang cich, nhidu thuit todn khéc & thé thich hgp. Ching ta
sé thao luan diéu nay chi tiét hon & cudi chuong.

Hinh 31.1 cho thiy mét vi du vé do thj vo hudng c6 trong s5. Khi
thé hién mot do thj c6 trong s8, trong ma trin lién hé sé luu tri cic
trong sb cua cic canh chd khong chi la cic gia trj boolean cho biét
canh d6 ton tai hay khong; trong ciiu tric lién hé bidu dién cho mbi
canh, ta phai théem vao mot truong biéu dién trong s8. Gia su cic
trong s6 déu 6 gia trj duong. Mot vai thuit todn 6 thé duge viét
thém nhing phan phy vao dé giai quyét truong hop trong s8 am,
nhung ching lam cho van dé trd nén phic tap hon rit nhieu. Trong
cac trutng hgp khac, trong s6 am lam thay déi ban chit viin dé va
doi hoi nhirng thuit todn tinh vi hon cdc thuat todn ching ta xem
xét 0 diy. Mot vi du cho nhirng khé khiin ¢6 thé gip phai 1a do thj c6
chu trinh vdi tong trong s8 cic canh trong chu trinh la Am, khi d6
mot duting di ngin nhit khong xac dinh 6 thé phait sinh do di vong
chu trinh. Nhiéu thuit todn ¢ dién da duge phat trién dé giai bai
toan ciy bao trum toi tiéu va dutng di ngin nhit. Cic thuit toan
nay la mot trong nhitng thuiit toan néi tiéng nhit trong cudn siach
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nay. Nhu chiing ta da biét, cic thuit todn cb dién bao gis ciing cung
cip mt cach tiép cin tong quat, nhung cie ciu tric dit lidu hién dai
cho phép cai dat gon gang va hi¢u qua. Trong chudng nay ching ta
sé xem xét cich st dung cic hang wu tién trong sy tong quait cia
phuong phap du do ¢ chuong 29 dé giai ca hai bai toan trén mot cach
hi¢u qua cho céc do thj thua; ching ta cing xem xét méi lién hé gita
phuong phap nay vdi cic phuong phap 8 dién cho céc db thi phic
tap; va cing xem xét mot phuong phap giai bai toan ciy bao trum toi
tieu su dung cach tiép can hoan toan khaec.

CAY BAO TRUM TOI TIEU

Cay bao trim toi tiéu cua modt do thj cé trong s6 la mot tip hgp cac
canh ndi tit ca cic dinh sao cho téng trong sd cia cic canh trong tap
hgp nay la nho nhat so vdéi téng trong s6 cua cdce tap hgp canh khac
thoa dieu ki¢én néi tit ca cic dinh. Cay bao trum tdi tiéu khong bit
bude phai la duy nhét: hinh 31.2 cho thiy ba ciy bao trum tdi tiéu
cua do thi vi du ban dau. Co thé dé dang chiing to ring tap hdp cic
canh ta vira dinh nghia ¢ trén phai tao thanh mot ciy bao trum: néu
co bat ky mot chu trinh nao, thi co thé x6a bét vai canh trong chu
trinh ma van ¢o tap hgp cic canh ndi tat ca dinh do thj vdi tong
trong s0 nho hon.

Trong chuong 29 ching ta da thily nhiéu thu tyc xiac dinh mot
city bao trum cua do thi. Liéu chiing ta ¢6 thé sip x€p moi viée doi

Winh 31.2 Cdy bao trim 161 thicu
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vdi mt dd thj o6 trong sd dé cAy bao trim xdc djnh duge chinh la cily
bao trum tdi titu? Cé nhidu cAch 8 tam duge didu d6, tit ca déu dia
trén tinh chat tong quat sau dAy cia cic cay bao trum tdi tiéu.

Tinh chéit 31.1 Néu chia tat ca ce dinh cia do thi theo bét ky cach
nao thanh hai tip hop dinh, thi cay bao trim toi tidu sé chiia canh
ngdn nhit trong sé cic canh ndi mpt dinh trong tip hop nay vdi
mot dinh trong tap hop kia

Vidy, ta chia cic dinh trong do thj & trén thanh hai tAp hop A B
CDvaEFGHIJKLM lie d6 hiun v DF phai 6 trong moi ciy bao
trum toi ticu. Co thé dé dang ching minh tinh chit niy bing phan
chiimg. Goi canh ngéan nhit ndi cac dinh gida hai €p ta s, gia st s
khong d trong mot cay bao trum tdi tiéu. Bay gits ta xét dén da thi
dugce tao bang cich thém s vio mdt ciy bao trum t0i tiéu cua da thi
ghc da xac dinh duge trude dé. Do thj méi nay 6 mdt chu trinh;
trong chu trinh do mét vai canh khic s phai néi cic dinh trong hai
tap dinh. Néu xoa bat canh nay trong do thi méi thi ta 8 viin c6 cay
bao trum nhuny trong s6 nho hon va chda s (vi s cd trong s8 nho
nhit trong sb cic canh ndi hai tap dinh), vy didu dé trdi vdi gia thiet
ban dau, suy ra s phai naim trong cay bao trum toi tiéu.

Vi vy chiing ta ¢o thé xAy dung ¢y bao trum tdi tidu biing cich
khdi dau tir mot dinh bt ki va luon fuon tim dinh k& tiép "ghn nhat"
doi vai cic dinh da xae djnh trude dé. Néi edch khie, chung ta tim
cinh ¢ trong 6 nho nhit trong s cdce canh ndi gida mdt dinh trong
s0 cic dinh di duge xic dinh thude vé ciy vdi mot dinh trong tip
dinh com lai cua do thi, va thém canh dé vio cay. Tinh chit 31.1 bio
dam méi canh duge thém vio ding 1a mot phin ciia cay bao triom t8i
ticu.

Hinh 31.1 cho thiay bon budc dau khi thyuc hign chién luge nay
duge ap dung cho do thi vi dy ctia ching ta, bit dia bing dinh A.
Binh gin vdi A nhit (duge ndi vdi A bing canh ¢ trong s6 nho nhiit)
la B, vi vy AB thudc vé ey bao trim téi tiéu. Trong tit ca cic canh
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litn thong véi AB, canh BC cé trong sd nho nhat, vi thé né duge
théxm vao cay v dinh C duge xét tiép theo. Sau do, dinh gin nhat doi
vii A, B, C1a D vi the BD dudge thém vio cay. Hinh 31.5 the hién két
qua cudi cung,

That su ching ta thye hién chién luge nay nhu thé nao ? Dén bay
i doc gia chac hiin da nhan ra cdic ciu tric cd ban cua cay, bia va
cAac dinh khong dude xét da duge dé cap dén trong chién lude tim
kiém sau va tim kiem rdng & chuong 29. Héa ra chiing ta c6 thé su
dung cung mdt phudng phdp, sd dung hang ddgi vu tién (thay cho
stack vi quene) de luu tri cic dinh trong tip bia.

TiM KIEM THEO PO UU TIEN
(PRIORITY-FIRST SEARCH)

Tir chuong 29 chiing ta da biét viee tim kigm trén do thj c6 theé md
ta nhu 14 viée chia cic dinh thanh ba tap hgp: cdc dinh cay (tree), la
cic dinh dng vdi cac canh da duge xem xét; ciac dinh bia (fringe), la
cac dinh dang cha dude xu 1y va dang duge luu trd trong mot ciu
tric dit litu nao do; va cic dinh khong nhin thdy (unseen), 1a ciac
dinh chua duge xem xét dén. Phuong phap tim kigm can bén trén db
thi ma ching ta s dyng dya trén cie bude "chuyén mot dinh x tit
tap bia sang tap ¢y, sau 46 dat vio bia mdt dinh bit ki ké vdi x va
chua duge x6t". Ching ta s dung thuiit ngd priovity-first search @é
nét dém chitn lude 1ong quat su dung hang dgi co uu tién (priovity
queue) dé quyét dinh dinh nho sé liy tit fringe ra dé xiu ly. Diéu nay
cho phép mot sy linh dpng ding ké. Nhu ching ta da thay, nhiéu
thuit toan cb dién (hao gom ca tim kiém sAu va tim kiém rong) chi
kh:ic biet trong cach chon sy uu tién.

Dé xic dinh chy bao trum toi tiéu, d§ vu tién cua moi dinh trong
tap bin nén la dd did cua canh ngdin nhit ndi dinh @6 vao cay dang tao
tap. Hinh 31.4 thé hitn ndi dung cia himg dgi wu tién trong sudt qua
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Hinh 31.3 Cac bude khdi ddn xdy dunmg cdy bao triom 161 liéu
trinh tao dyng cay bao trum toi tiéu duge minh hoa & hinh 31.3 va
31.5. Dé 16 rang, ciic phan ti trong hang dgi duge thé hién trong
trinh ty da sap. Sy cai dit hing dgi wu tién theo kiéu danh sdch duge
sAp nity c6 thé thich hgp véi cic do thj nho, nhung nén sit dung heap
cho cic do thj lon dé bio dam tait ca cic thao tac dudge hoiin thanh
trong OtlogN) bude (xem chuong 11).

Trude tién ching ta xem xét cac do thj thua biéu bién bing mot
danh sich ké. Nhu da nhiic tdi @ trén, ta thém trutng trong s w vio
ban ghiedge (va sia chita chuong trinh @ng véi doan nhap trong sd).
Sau do, su dung mot hang dgi uu tién cho tip bia, ching ta c6 doan
chuong trinh ¢ trang sau :

bé xac dinh cay bao trum toi tiéu, thay thé ca hai [an xuit hién
cua priority bang tt.w Cac thu tyc pqginitialize va pqremove la
nhing thu tyce xu ly hang dgi vu tién nhu da md ta trong chuong 11.
Ham pqupdate duge cai diat thém vao tip cic thu tyc xit ly haing doi
uu tien nhiim dam bao mot dinh da cho xuit hieén trong hang dgi vdi
toi thieu mot do wu tién cho trude: néu dinh dé khong trong hang
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—'_'___'—'_—'_-_._—.____
procedure listpfs,

var id, k : integer; val ; array [1..maxV] of integer;
procedure visitik:integer);
var t: link,
begin
if pqupdate(k,unseen) then dedfk]:=0;
repeat
id:=id+1;
k:=pgremove; valfk]=-valfk]:
if valfkj=unscen then valfk]-=0;
t:=adj{kj;
while t< >z do
beggin
iIf vad{t t.vj<0 then
L pqupdate(t t.v, priority) then
begin valft t.wli=-priority; dadftt .v]:=k
end;
t:=t1 .next
end;
untii pgempty
end;
begin
id:=0; pginitialize;
for £:=1 to V do valfk]:=-unscen;
for k=] to Vdo
W oad{h]=-tnscen then visit(h)
cnd:

———— e
dgi, thu tuc pginsert duge thi himh: néu dinh nim trong hang ddi .
nhung ¢6 &4 wu tién ldn hon thi thi hanh thd tuc pgchange dé thay
doi d) wu tien. Bit ki mot sy thay déi nao xdy ra cing lam cho
pqupdate tri vé gid trj true. Diéu nay cho phép chudng trinh trén ¢
thé gid eic mang val vadad hién tai (current). Mangval ty né cé thé
thit sy @i himg dgi vu tién theo kitu gidn ti€p; trong chuong trinh
trén chung ta da tiach rui cde thao tée trén hang ddi ra cho r6 rimg,
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A

Ngoai viee thay doi ciu tric di lidu thanh hing dgi vu tién,
chuong trinh trén gidng cic chudng trinh s dung cho tim kiém
rong v siw, vdi hai ngoai 1&. Trude hét, can dén mot thao tic bd
sung khi canh duge xét da nim trong tip bia roi: véi tim ki€m rong
vl sy, cic canh nhu the duge bo qua, nhung trong chuong trinh
trén ta cin phai kiém tra xem canh mdi ¢6 lam giam d9 vu tién hay
khong. Didu nay bao dam chung ta ludn xét dén dinh ké tiép trong
tap bia thoa dieu kién "gAn" v6i cay nhit nhu mong mudn. Thi dén,
chuong trinh nay gi@ vét cia cdy mdt cach tudng minh bang cach
duy tri mang dad mang luu tri cha cia moi nit trong cay tim kiém
vy tién (tén cda nut khién cho ndt dé duge dua tir tip bia vao tap
cay). Cang thé, véi mdi nit & trén cay, valfk] 1a trong s8 cla canh ndi
oitta k va dadfk]. Cic dinh trong tap bia duge dinh dau bang céc
trong s6 am nhu & phan trude; ciac dinh khéng nhin thay duge danh
ditu bang gid trj -unseen thay vi 0. Ly do clia sy thay doi nay sé tid
nén 1o rang dudi day.

Hinh 31.5 cho thiy két qua hoan tit cua viée xdy dyng ciy bao
trum toi tieu. Nhu thudng 1&, cic dinh duge khoanh trong hinh
vuong la cac dinh trén bia, cic dinh duge khoanh tron va ¢ nhan la
cac dinh trén ciy, va cac dinh duge khoanh tron, khdong nhan la cac
dinh khong nhin thay. Cic canh cua cay 1a cae duong den day, canh
¢6 bong 1a canh ngin nhit ndi mbi dinh trén bia vao cay. Doc gia nén

c]
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Hinh 304 Ndi dung crio hang doi ini lién
frong tich trint xdy dimg cdy bao irtim 168 1icéu
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Hinh 31.5 Kéi qua hodn tdi ctia vi¢e xdy ding cdy bao trim 16i tiéu
theo doi qua trinh tao cay tit hinh 31.4. Dac biét, chi y cach thuc nit
G duge thém vao cay sau nhiéu bude ¢ tap bia. Dau tién, khoang cach
ti G dén cay la 6 (canh GA). Sau khi L duge thém vao cay, GL lam
cho khoang cach tit G dén cay chi con 5, sau d6 E lai duge thém vao
cay nén khoang céach chi con 1, va G duge thém vao cay trude J.
Hinh 31.6 thé hi¢n sy tao thanh cua ciy bao trum t&i tiéu cho mot
do thi 16n va "hon don", véi chiéu dai canh duge xem nhut la trong s6.

Tinh chiit 31.2 Tim kiém theo thit tu wu tién trén do thi thua xac
dinh dwoc cay bao triom toi tiéu trong O((E+V)logV) buidc.

Ap dung tinh chit 31.1: hai tap dang duge quan tam dén la tap céc
nit dude xét va tap cic mit khong duge xét dén. Tai mdi bude, chiing
ta lay mot canh ngiin nhit tir mot nit duge xét mit bia (Khong cé
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Hinh 31.6 Xdy dung mgit cdy bao triim 16i tiéu lon
canh nao noi mot mit duge xét tdi nit khong nhin thiy). Vay theo
tinh chit 31.1, moéi canh dugce ldy sé thude vé ciy bao trum tdi tiéu.
Hang dgi uu tién sé chi chua cac dinh: néu né duge cai dat nhu la
heap (xem chuong 11) thi moi thao tie doi hoi OrlogV) bude. Mbi
dinh din dén mot sy chen, va méi canh din dén modt thao tic
pqexchange.

Dudi day chung ta sé thay phuong phdp nay cing giai duge bai
todan duting di ngin nhat véi dd wu tién duge chon lya thich hgp.
Chiing ta cling xem xét mot cich cai dat khac cua hang dgi 6 didu
kién c6 thé cho mdt thuit toan V2, thich hgp cho cic dé thj day.
Thuat toan nay tuong duong vdi ciac thuit todn cia tit nam 1957: véi
bai toan cily bao trum toi tieu, ta ¢6 thuit toan R.Prim; vdi bai todan
duong di ngin nhit ta ¢6 thuit toin E.Dijkstra cho dd thi day, va
thuat toin vita nhic dén & trén goi 1a "gidi phdp tim ki€m wu tién".

Tim kiém uu tién la mot sy tong quat héa cia cac phuong phap
tim ki€ém rong va tim kiém siu vi cic phudng phép nay c6 thé duge
dan xuat tir tim kiém wu tién vai dd vu tién thich hgp. Nén nhd riing
id tang tir 1 dén V trong sudt qua trinh xit ly ctia thuat todn va vi the
c6 thé dung dé gin mdt ddvu tién duy nhat cho cic dinh. Néu thay
priority trong listpfs bang V-id, ta sé c6 tim kiém sau, vi dinh vita
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mdi xét c6 dd vu tién cao nhit. Néu su dung id thay cho priority ta
lai c6 tim kiém theo chiéu rong vi cic dinh vita méi xét xong c6 dd
uu tién cao nhat. Viéc gin dd wu tién nay lam cho hang dgi thao tac
giong stack va queue.

PHUONG PHAP KRUSKAL

Mot cach tiép can hoan toan khac dé tim ciy bao trum tdi tiéu don
gian la thém moi [an mét canh ngiin nhat hién hanh vio ciy sao cho
khong tao thanh chu trinh. Néi ciach khac, thuat toan bat dau vdi
mot rung N cay: trong N budc, né két hgp tirng hai ciy véi nhau (si
canh ngin nhit c6 thé) cho dén khi chi con lai mdt ciy. Thuit toan
nay duge Kruskal dua ra vao 1957.

Hinh 31.7 va 31.8 cho thiy tirng budc thyc hién thuat todn nay
trén do thi vi du cua ta. Canh dau tién duge chon la canh c6 dd dai
nho nhat trong tit ca cic canh hién gig (1) trong do thi. Sau do, cac
canh c6 do dai 2 duge thu thém vao; chi y la canh FE cing duge xét
dén nhung khong duge ehon vi néu thém né vao cay sé tao thanh chu
trinh. Cac thanh phan roi nhau c6 thé duge dua vao cay ké tiép
nhau, khac véi thuit toan "tim kiém wu tién" xay dung ciy tang
truong theo ting nhanh.

Linh 31.7 Nluing bueoe bt dau trong thudt toan Kruskal
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Ilinh 31.8 Ké1 qua hoan il trong thudt toan Kruskal

Viéc cai dat thuit toan Kruskal c6 thé ghép titng manh tir cac
chuong trinh ching ta da xay dung. Trudc tién ta cAn xét cac canh
theo thi ty trong so ting. Chiing ta c6 thé don gian sip xép chiing,
nhung héa ra sit dung hang dgi uwu tién lai tot hon, cha y&u la vi
ching ta khong phai xét tit ca cic canh. K& dén, ching ta cin xem
canh dang dugc xét chon, néu thém vao ciy thi ¢6 tao thanh chu
trinh hay khong? Ching ta su dung ciu tric unionfind da thaio
luan ¢ chuong trude cho cong viéc nay.

Bay gio, ciu tric da liéu thich hgp cho d6 thj don gian 1a mot
mang edges véi moi phan tir A mot canh. Mang nay c6 thé dé dang
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xay dung tir danh sich ké hay ma trin ké cia do thj vdi tim kiém
siu, hoac mdt thu tuc don gian hon. Tuy nhién trong chuong trinh
dudi day, Chiing tdi chi trye ti€p khdi dong mang nay bang céc gia
tri nhap. Cac thu tyc gian tiép xu ly hang dgi uu tién pgconstruct va
pqremove ¢ chuong 11 van duge dung dé bao tri hang dgi, dung céic
truong trong sb (w) trong mang edges lam cic dd vu tién, va tha tyc
findinit va find & chuong 30 dugc sit dung dé kiém tra chu trinh c6
ton tai hay khéong. Chuong trinh dudi diy don gian chi goi thu tuc
edgefound cho mdi canh trong ciy bao trum; vdi mot chit xif ly nita
thi cé thé xac dinh ludn caA mang dad hay mdt ciiu tric biéu dién
khac.

program kruskal(input, output);
const maxV=50; maxE=2500;
type edge= record vl, v2, w : integer end;
vari, j, m,, vy, V, E : integer; edges: array [0. maxE] of edge;
begin
readln(V,E);
for j-=1 to E do
begin  readin(c,d,edges[j].w);
edges[j].vl:=index(c); edges[j].v2:=index(d);
end;
findinit; pgconstruct; i:=0;
repeat m:=pqremove; x:=edges[m].vl; y:=edges[m].v2;
if find(x,y,true) then
begin  edgefound(x,y);
=i+1
end;
until pgempty or (i=V-1)
end.

Luu y ring qua trinh xi ly ¢6 thé két thic theo hai ciach. Néu
chiing ta tim thiy V-1 canh, thi ching ta da c6 ciy va cd thé dirng.
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Néu hang dgi wu tién da rbng, thi ching ta da duyét tat ca cac canh
ma khong xiy dyng duge ciy bao trum, didu nay c6 thé xay ra khi do
thj khong lién thong. Thui gian thyc hien phu thuée vao thoi gian xu
ly cic canh trong hang dgi.

Tinh chiit 31.3 Thuit toin Kruskal xéc dinh cay bao trim tbi tiéu
cua do thi trong O(ElogE) budc.

Sy ding din cia thuat toan cing dua trén tinh chat 31.1. Hai tap
hgp dinh dang duge quan tam la tip cic dinh Ung vdi cic canh da
dugc chon dé xay dyng cay, va tap cic dinh chua dung cham téi. Mbi
canh dugc thém vao la canh ngiin nhit gita cic dinh & hai tap.
Truong hgp xau nhit la do thj khong lien thong, hic d6 tat ca cac
canh déu phai duge xem xét. Ngay ca mot do thj lien thong, trutng
hdp xiu nhat cing c6 thé xay ra vi do thi c6 thé bao gdom hai phan ma
trong moi phan cic dinh duge néi véi nhau béing cic canh ngin, va
chi c6 mot canh dai néi lién hai phan. Khi dé canh dai nhiit trong do
thj sé 6 trong cay bao trum t6i tiéu, nhung sé la canh cudi cung duge
lay ra khoi hang dgi uu tien. Déi vai cic db thi dién hinh, chiing ta
c6 thé cho dgi cay bao tram tdi tidu dude hoan it trude khi phai lay
canh dai nhat cua do thj (ciy chi e6 V-1 canh), tuy nhién luon can

Hinh 31.9 Tun mor caiv agtrim 161 tici lon bang thudt toan Kruskal
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thai gian ti 1@ vdi E dé xay dung hang dgi uvu tién ban dau (xem tinh
chat 11.2).

Hinh 31.9 minh hoa viéc tao dyng modt cAy bao trum t&i tiéu 16n
hon véi thuat toin Kruskal. So d6 nay cho thiy mot eiach rd rang céc
phuong phip lay tit ca cic canh ngiin nhit trude tién: né sé thém
cac canh dai hon vao sau cung.

Ban ¢6 thé khong sit dung himg dgi wu tién, ma chi sip x&p cac
canh theo trong s0, sau doé xu ly ching theo thi ty. Ciang vy, viec
kiém tra chu trinh ¢6 thé thue hién trong thoi gian ti 1& véi ElogE
vdi mdt chién luge don gian hon unionfind, dé duge modt cay bao
trum toi titu ludn ludon phai trai qua E logE bude. D6 la phuong
phap nguyén thuy do Kruskal dé nghi, nhung phan trén chung toi
da dé cap dén mdt phién ban hién dai hon vdi sy st dung hang dgi wu
tién va ciw truc inionfind nhu la thuit toin Kruskal.

PDUGNG Bl NGAN NHAT

Muec dich cua bai toian dutng di ngiin nhit trong do thj ¢6 hudng la
tim dutng di noi hai dinh x, y cho trudce sao cho tong trong so cua tit
ca cac canh trén duong di Ja nho nhat.

Néu tat ea cic trong s6 déu la 1 thi bai toan van con thi vi: hay

tim duting di ¢6 it canh nhit noi hai dinh x, y cho truée. Ching ta sé
nghién ciiu thuit toan tim kieém wu tien dd rong dé giai bai toan nay.

Hinh 3110 Cdv bao rim dvecing di ngan nhat
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Cé thé chuing minh dé dang bing qui nap rang qua trinh tim kig¢m
uu tién do rong (khdi dau tir mot dinh x) trude tién sé vieng tit ca
cac dinh duge noi tdi x boi mot canh trong do thi, k& dén la viéng tat
ca cic dinh c6 thé duge noi téi x bdi canh cia do thj... Do d6, khi y
duge gap lan dau tién thi dutng di ngiin nhat tir x tdi y duge tim thiy
bdi vi khong c6 duting di nio ngin hon (xem lai hinh 29.14).

Noi chung, duting di ti x tdi y c6 thé qua tit ca cac dinh, vi vay
thong thutng ching xét bai todan tim dutng di ngin nhit ndi mot
dinh x da cho vdi tat ca cic dinh khic trong do thi. Bay git thi bai
toan lai co thé giai quyét don gian bang thuat toin duyét do thi theo
do wvu tién da duge trinh bay bén trén.

Néu chiing ta vé dutng di ngin nhat tir dinh x t6i mdi dinh khac
trong do thj thi r6 rang ching ta sé khong gap bat ki chu trinh nao
va chung ta c6 duge mot eay bao trium duing di ngin nhit, viduy
hinh 31.10 cho thay cic cay bao trum c6 duge khi dinh x [an lugt 1a
A, G vaM.

Hinh 3101 Cace bueoe bar ddu xay dung mgt cdy bao triom dirorg di ngan nhat
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Hinh 31.12 Kér qua hoan it xdy dumg mot

cav bao trum diwrong di ngan nhif

Viéc giai bai toin nay nho vao phuong phap tim kiém theo dd uu
tién cing giong nhu giai bai toan ciy bao trum tdi tiéu: ching ta xay
dung cay cho mbi dinh x bang cich thém vao cac dinh "bia" gan x
nhit trong mdi bude (trude khi ching ta da thém vao mot dinh gan
cay nhat). Dé tim ra dinh ven nao gan x nhat, ching ta dung mot
bién mang val: véi mdi dinh &, val[k] la khoang cach tir dinh d6 téi
x doc theo duting di ngiin nhit. Khi & duge thém vao cay, ching ta
cap nhat xau ké cia k. Véi mdi mit ¢ trong xau, khoang cich ngin
nhat tdi x xuyén qua tir t.v laval[k]+t.w. Do dé thuat toan duge cai
dat dé dang biang cich dung dai lugng nay lam dd uvu tién trong
thuat toan tim kiém theo dd uu tién.
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Hinh 31.13 NGi dung cua hang doi i tién trong tuén trinh xdy dimg
mot cdy bao trim dicong di ngan nhdt

Hinh 31.11 cho thiy bon bude dau tién trong qua trinh tim cay
bao trim duting di ngin nhit cia dinh A trong vidu. Trudc hét ta
tim ra dinh gan A nhit, d6 la B. K& dén viéng C, F vi chiing cach A
khoang cich hai don vi... Qua trinh xi 1y duge minh hoa trong hinh
31.12 va ndi dung cua hang dgi 6 dd uvu tien trong subt qua trinh
tim kiém duge cho trong hinh 31.13.

Hinh 31.14 minh hoa cic gia trj cudi cung cua mang dad va val
trong vi du. Dutng di ngan nhat tir A t6i H c6 trong s6 1a 8 (tim thay
trong phan tu val[8]) va di theo duung AFEGH (tim thiy bang céch
di nguge theo mang dad khai dau tir H).

Tinh chit 31.4 Tim kiém dica vao do wu tien trong mot do thi thua
tim ra cay duong di ngan nhat sao O(E + V)logV) bude.

Sy chinh x:ic cua thuat toin o6 thé duge ching minh bang phuong
phap tuong ty nhu Tinh chiit 31.1. Vdi hang dgi c6 dd wu tien duge

e

k bl i sl € 47:1.8..9 410 .41, 12..13
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Hinh 3114 Bicu hién cdy bao irim dwong di ngdn nhii
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Hinh 31.15 Xdv dumg mot cdy bao trim dweong di ngan nhdt lon
cai dat dua vao ciu tric heap nhu chuong 12, thi thuat toan tim
kiém theo do uu tieén luon ludon bao dam thoi gian duge ude lugng
nhu trén khong phu thude vao vige dung do uu tién nao.
)

Dudi day chuing ta sé thay mot cach cai dat khac cua hang dgi c6
dd wu tién dé co duge mot thuat todin cip V2 thich hop cho cac do thi
day. Doi vdi bai toin tim dudng di ngiin nhit, didu nay dua dén mot
phuong phip c¢6 1é do E.Dijkstra tim ra vao khoang nam 1959.

Hinh 31.15 minh hea mot cay dutng di ngin nhit I6n hon. Giéng
nhu lic trude, chiéu dai cic canh duge dung nhu trong s6 trong do
thi nay, va chiing ta cAn tim duge di nghn nhét tir dinh ddy bén trai
tdi mdi dinh trong do thi. Sau nay ching ta sé thao luin vé mot cai
tién co thé thich hgp cho cie do thi nhu thé. Nhung ngay ca trong do
thi nay, co lé thich hgp hon khi dung cic gia trj khic lam trong so:
vi du, néu do thi nay bi¢u dién mdt mé cung (xem chudng 29), trong
sO cua canh ¢6 thé duge biéu dién bdi chinh cic khoang cich trong
me cung.
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CAY BAO TRUM TOI TIEU VA DUGNG bl
NGAN NHAT TRONG CAC PO THI DAY

Khi bi¢u dién do thi biing ma tran ké, néu mudn thuit todn duydt
theo dd wu tién c6 thii gian chay la V= thi tot nhat la biéu dién hang
dgi vu tién bang mang khong thu ty. Didu nay ¢6 th& lam bang cach
td hgp vong 1ap ciip nhat do wu tién vi vong lap tim gia trj cue tidu:
moi khi chung ta xén mot dinh khoi tip cac dinh bia, ching ta duyét
qua tat ca cac dinh, ¢iip nhat gia tri 46 vu tién néu can va luu git gia
tri cuc tieu duge tim thay, Qua trinh niy cho ta mdt thuat todn
tuyén tinh dé tim kiém theo dd wu tién (ding dé gidi bai toan dubng
di nghin nhat va cay bao trum toi thiéu) cho cic db thij day.

Bie bigt, ching ta ¢ii dat chw tmic hang dgi vu tién trong mang
val (cong co the cai dit nhu trong tha tuc istpfs nhu da thao luan
trude day) va cai 42t trye tiép eie thao tie trén ciu tmic nay thay vi
dung ciu tric heap. Diu cGa moi phan tif trong mang val cho biét
dinh tugng ung § trin ciy hay trong hang dgi. Lic dau thi tit ca cae
dinh déu ¢ trong hiing ddi va c6 dd vu tien mac nhién unseen, dé
thay doi do wu tien cho mot dinh ching ta chi cin gin d6 uu tign mdi
vio phin t trong ming val tuong dng vdi dinh d6. Sau khi hieu
chinh chudng trinh fistpfs ching ta o6 chuong trinh matrixpfs &
trang sau:

Chi y rimg gia trj unseen phii nho han maxint mdt it (bdi vi can
co mot gidd tri 16n hon dé dimg lam "linh eanh” cho viée tim £ia tr
nho nhit) va -unseen phiai €6 nghia trong kidu nguyen dang si
dung.

- Néu ehing ta luu eice trgng s trong ma trin ké va dung afk, ¢
lam d6 uu tién trong chudng trinh nay thi sé cd thuat toAn Prim (tim
ciy bao trum toi tieu); Néu chung ta st dung valfkj+afk,t] nhu dd
uu tien thi se co thuit todn Dijkstra (bai todn duting di ngiin nhat);
néu chung ta thim vai l¢nh dé dung id ¥am s6 dinh da duge duyét va
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procedure mafrixpfs;
var k, min, £ : integer,
begin | for k:=1to Vdo
begin valfk]:=-unseen; dod[k]:=0 end;
val{}): =-tunseen+1j); min:=1;
repeat
k:=min; vallk] =-val{k]; min:=0;
if vallk]=unseen then val{k/:=0;
“for t:=1 to Vdo
if vaift]<0 then
begin
if (afk,t]< >0} and (vdlft]<-priority) then
begin valf{t]:=-priority; dad{t]:=k; end;
if vaift]>valfmin] then min:=t
end;
until min=0;
end;

V-id }am dd wu tién thi sé duge thuft todn tim kiém uu tien do siu;
néu ding id thi c6 thuit toin tim kiém uu tién db rong. Chuong
trinh nay khae vdi chudng trinh trinh tim kiem theo dd uu tién da
duge viit cho do thi thua vé mat bicu dien do thj (dung ma trén ké
thay vi xau ki) va cai diat himg dai vu tien (ding mang khong tha ty
thay vi dung heap).

Tinh chilt 31.5 Bai tan duwting di ngin nhat va cdy bao triom ot
ticu co the dudge giai trong khoang thoi gian tuyén tinh doi vl do
thi thua,

Thisi gian hoat dong cia thuat todn xiap xi véi V2, méi [an mét dinh
duge vieng thi thuat toin duyét qua V phan td trong mot dong cua
ma tran ké dé kidm tra tit ca cic canh ké, cip nhit va tim gid trj nho
nhat k& titp trong himg dgi vu tién. Do d6 thoi gian chay sé tuyén
tinh khi E xip x1 voi V=,



148 CAC BAI TOAN HINIHOC

Chiing ta vita xem qua ba chuan g trinh tim ciy bao trum i tiéu
vdi cac tinh nang hoan toan khaice nhau: phuong phip tim kiém theo
dd uvu tién, thuat toin Kruskal vi thuiit toan Prim. D&i vdi mét so
dang dd thj, thuit todn Prim @m nhu nhanh nhat, nhung ddi vdi cac
dang khice thi ¢6 thé hai thuat toin trude lai hieéu qua hon. Trong
trucng hdp xiu nhit, thult toan tim kiém theo d6 uvu tien doi hoj
thai gian la (E+VilogV, trong khi thuit toan Prim 1a V2 v thuat
toin Kruskal 1a ElogE. Thuit todn tiny kiém theo dd uu tién va
thuit toan Kruskal cé thisi gian xip xi vdi E doi véi cac do thj thong
thuting trong thuc t&, vdi cac db thi thua thi thuat toan tim kiém
theo dd wu tién sé hiiu qua nhat, doi vdi cac do thi day thi thuat toan
Prim c6 thai gian xip xi E.

CAC BAl TOAN HINH HOC

Cho trudge N diem trong mat phiing, hay tim tap cic doan thing néi
tat en cac diém vdi nhau suo cho ton g do dai cua ching ngin nhilt.
Bai toin hinh hoe nhy dudge goi 1a bii toin cily bao trum Eueclid
tii tiCu. Bai todn vo the dude giii hiing ¢ic thuat toin néi trén,
nhung ré rang cic thomg tin hinh hoe thém vio sé giap chang ta tim
ra thuat toin hidéu qua hon nhiou.

Mot phuang phip d¢ giii bid toin Euclid néi trén 1 xay dyng mit
do thi diy di co6 N dinh va NIN-1,/2 canh, moi canh ndi mot ci p dinh
va o trong s6 ka khoing cich giwa hai dinh dé. Cay bao tram tai tiéu
b thé tim duge vai thisi gian xap x1 N nho chuong trinh matrixpfs.

Trong thiye t& ching ta ¢6 thé lim tot hdn, cAu tric hinh cho
phép chuing ta loai bo bt hiw hét cic eanh tron g do thj day da trede
khi tim ciy bao tram toi tiéu. Co thé ching minh rang ciy bao tram
toi tieu la tip con cua db thi chi gdbm cic canh trong doi ngiu ciia
bi¢u do Voronoi (xem chudng 28}. Ching ta biét raing do thj nay cd
sO canh xAp xi N v 6 thé ap dung thujt todan tim kiem theo do wu
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tién hay thuiat toian Kruskal cho do thi thua nay. Do d6 trudc hét
ching ta tim doi ngiu Voronoi (thisi gian xAp xi NlogN) va k& dén sit
dung thuit todn tim kiim theo @6 uu tien hay thuat todn Kruskal dé
tim ra ciy bno tritm toi ticu, thisi gian phai tra téng cOng sé xap xi
NlogN . Tuy nhién, viee vict phudng trinh dé tim dsi ngau Voronoi
s¢ khong dé ding (mgay ca doi voi mdt I3p trinh vién 6 kinh
nghi¢m), vi thé cich titp cin nhy khong o6 ich trong thuc té.

Mot tiép can khie la lgi dyng tinh phan bé cie didém ¢8 gidi han
sd conh trong do thj giong nhu cic & Wi duge dung trong Chuong
26 cho bai todn tim theo khoing. Néu chiing ta chia mat phang
thiinh cac 6 vudng sao cho midi 6 ¢o thé chia khoan g IgN/2 diém, k&
dén chi chon cic canh ndi méi diém tdi cic didm trong cdc vubng
lan can va dung thuat toan Kruskal hay thuit todn tim kiém theo do
uu tien.

Mot y tuong thu vi v phin tich méi quan hé gita cac do thi va cic
thuat toan hinh hec da trinh bay trong nhing phan trude. Chic
chim whicu bid todn ¢6 thé dua ve b toin hinh hoe hay bai toin do
thi. Néu vj tri cua cie doj tugng la yitu t6 quan trong thi cic thuat
toan hinh hoc trong cac chuong 24-28 =& thich hop, nhung néu méij
quan hé gida ching la yéu t& quan trong thi cie thuat todn do thj
trong phin nay sé tot han. Bai todin ¢y bao trom Euclid toi thiéu
duting nhy nfun trung gian gita hai cich tiop cfin nay (da liéu nhap
I dir Jitu hinh hoe trong khi dit Liew xuit 1ai 1h cic moi nodi crie didm),

Mot bad todan tuong ty 1a tim duting di ngiin nhiit tirx tai y trong
do thi gom eie diem trong mit phiing vi cie canh 1 cde doan thiang
noi ching. Bo thi mé cung ching ta da dung la vi du cho loai do thi
nhu the, Loi giai cia bai toin nay it don giiing ap dyng thuit todan
tim kiém theo do wu tiem, dat dd wu tien cho méi dinh bia duge gap
la khoang cich trong ciy ti x tdi dinh bia d6 con g val khoang c¢ich
tir dinh hia tdi y. Chung ta ditng khi v duge thém vho ciy. Phuong
nhap nay sé tim dutng di ngin nhit ti dinh x tdi dinh y riit nhanh
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bdi vi né ludn di "hudng v&" y, trong khi cac thuit todn do thj chuan
phai "tim ki#m" y. Viéc di chuyén tit mdt goc dén mot géc khac trong
mot mé cung ldn ¢b Jé can phai kidém tra mot sd dinh xap xi can béc
hai ctia V, trong khi cac thuat todn da thj chuan phai kiém tra gan
nhu tit ca cac dinh cua do thi.
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BAI TAP

1. Tim mot céy bao trum t8i ti€u khac cia dd th trong vi du dau
chudng nay.

2. Hiy dua ra thuit toan tim rimg bao tram tdi tidu cla mot do thi
lien thong (nghia 1a méi dinh phai duge ndi bdi mot canh nao dé,
nhung do thj cé duge khong can lién thong).

3. Co do thi nao Vdinh va E canh ma cAn thii gian xap xi (E +V)logV
khi tim cAy bao trim t3i tifu biing phuong phap tim ki€m theo dd
ttu tién hay khong?

4. Gia su chuing ta cai dat hang dgi vu tidén biing mdt xau cé thi tu
gidng nhu cai dat thuit toan duyét do thi tdng quat. Cho bist thai
gian chay trong trudng hgp xau nhat ? Khi nao thi thudt toan nay
khong thich hgp ?

2. Tim mét phan vi du @& cho thily chién luge "tham lam” sau day sé
khong ding khi giai bai toin city bao tram t8i tidu hay duong di
ngin nhit: "trong mdi bude, viéng dinh chua duge vien g gan dinh
vira vieng nhiat",

. Hay vé cic cay duing di ngin nhat cho méi dinh ctia db thi vi du.

- Lam thé: nio d& tim cay bao trum tdi ticu cia da thj "khéng 15"
tqua Idn den noi khong thé chia né trong bd nhé chinh).

8. Vitt chugng trinh dé phit sinh cic do thi lien thong ngiu nhién
V dinh, ké& d6 tim dutng di ngin nhit va cAy bao trum t&i tidu,
Hay dung trong s0 ngiu nhién tir 7 dén V. So sénh trong s8 cice
ciy ¢o dude tuy theo cic gid tr] cua V.

9. Vict chuang trinh dé phat sinh do thi day dd cé trong sO nghu
nhié'n gom V dinh bang cich dat cac gia tr] trong ma tran ké bai
cie 30 ngw nhign tir 7 dim V. Chay chaang trinh dé so sanh thuit
toin tim ¢y bao triem t6i tidu cun Kruskal va Prim khi V=10 25,
100,

10. Cho m{t phiin vi du dé& thily thuit todn tim cAy bao trum i tidu
sau day =& khong dung: "Sip xép cic diém theo hoanh do, tim cay
bio trum toi ticu cho mot mia dau tién vii modt niéa that hai, k& dén
tim canh ngin nhit ndi ching voi nhau”,

-] I
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PO THI CO HUGNG

Do thi c6 hudng la d6 thj ma cc canh ndi cse niit theo mdt chiéu,
didu nay dua dén nhieu khé khan hon trong viée xdc dinh cdc tinh
chat ctia do thj. Vigc xut ly cac dd thj dang nay tuong ty nhu di dao
trong mot thanh phd cé nhiéu dudng mot chieu hay di du lich béing
duong hang khong trong mét quic gia, trong tinh hudng niy ching
ta can phai di tit mdt v tri nay dén vi tri khée trén da thj.

Thutng thi hudng cla canh s& phan anh ot ¥ nehia thue t&
trong cac ing dung dang duge md phong. Vi du, d6 thj o6 hudng co
thé ding dé md phong viéc sin xuit theo diy chuyen: ede niit cia do
thi la cac cong vieée cin phai lam va mot cang ndi tir mit x dén niit
Yy c6 nghia la edng viée x phai duge lam xong trude cong viec y. Phai
tién hanh ciac comg viee nhu the nao dé cic quy dinh khong bj vi
pham?

Trong chuang niy chiing ta s& quan sit vide tim kigm vu tien do
siu trén cie do thi o6 hudng, cling nhu cie thuat toan tim bao dong
lién théng, cdc thudt todan sfip xép topd, cic thuat toan tim cic thanh
phan lién thong manh (quan tam dén hudng cia canh).

Nhu da luu y trong Chuong 29, viéc bidu dién cdc db thj 0o hudng
chi la md romg (thiat ra la thu hep) don gian cta bidu dién cdc do thj
vo hudng. Trong biéu dien xau k&, mdi canh xuit hién chi mot lan:
canh ndi x tdi y duge bictu dién bdi mot nut chia y trong xiu lién két
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Hinh 32.1 MJ1 do thi co hieong
tuong ing vdi x. Trong biéu dién ma trin ké, ching ta phai duy tri
mot ma tran diay da véi kich thude VxV va dat bit 1 trong dong x cot
y cuia ma tran néu c6 mot canh ndi x tdi y.

Hinh 32.1 cho thiy mdt do thi c6 hudng tuong ty véi mot do thj
vd hudng ma ching ta da thiy trude diay. Do thi nay gébm cdc canh
AG AB CA LM JM JL JK ED DF HI FE AF GE GC HG GJ LG IH
ML. Bay git thi tha ty cua dinh trong mdt canh sé rit quan trong:
ky hiéu AG mo ta mot canh noi A tdi G, va khong phai nodi G tdi A.
Nhung cing co thé co6 hai canh gitta hai nit, mo6i canh theo mot
hudéng khic nhau (do thi trong Hinh 32.1 c6 ca hai canh HI va IH,
cung nhu LM va ML).

Chu y rang doi vdi cic biéu dién nay thi khong cé sy khic nhau
gitta hai canh c6 hudng doi nhau trong do thi cé hudng va moi canh
trong do thi vo huéng. Do do, mot s0 thuit todn trong chuong nay
co thé duge xem nhu tong quat héa cua ciac thut toan trong cac
chuong trude.

TIM KIEM UU TIEN PO SAU

Thuat toan tim kiém wu tién d9 siu cia Chuong 29 cliing hoat ddng
chinh xdc doi vdi cic do thi ¢6 hudng. That ra cac thao tic lai don
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- Hinh 32.2  Rimg tim kiém weu tién d¢ siu cho mét dé thi ¢o hicong

gian han mot it so véi cace do thj vo hudng bai vi chiing ta khéng can
quan tim dén cac canh kép giita cic niit trit khi chiing duge biéu thj
tutng minh trong do thj. Tuy nhién cic cay tim kiém sé ¢6 ciiu tric
phuc tap hon. Vidy, Hinh 32.2 minh hoa ciu tric tim kiém wu tién
dd sau dung dé md ta cac thao tic clia thuat toin dé qui trong
Chuong 29 cho do thj mau cua ching ta. Giéng nhu trude, day la
mot phién ban vé lai cia do thij: cic canh lién nét thi tuong dng véi
canh da duge dung thyc sy dé vieng cic dinh do céc lénh goi dé qui
va cac canh dut nét tuong \ing vdi cic canh tro téi ciac dinh da duge
viéng vao lic gip canh. Cae nit duge viéng theo thi ty AF E D B
GJKLMCHI

Chi y rang hudng cua canh lam cho rirng tim kiém wu tién do sau
hoan toan khac vdi ring tim kiém wu tién do siu cho cic do thj vo
hudng. Vi dy, ngay ca do thi do thj goc lien thong, ciu tric tim kidm
uu tién do shu duge dinh nghia bdi cic canh lién nét sé khong lién
thong: ciu tric nay la mot rimg chi khong phai la mot ciy.

Doi vai cac do thi vo hudng, ching ta chi ¢6 mot loai canh diit nét,
loai canh nay ndi mot dinh téi t6 tien cua né. Doi véi db thi c6 huéng,
co ba loai canh dit nét: loai hudng len, ndi mot dinh téi t6 tieén cda
no; loai hudng xudng, noi mot dinh tdi con chau clia né; va loai vit
ngang, ndi mot dinh tdi dinh khic khong phai con chau va cing
khong phai la to tién cua né.
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Cang giong nhu cac db thj vé hudng, ching ta quan tam dén tinh
chat lien thong cta do thi ¢é hudng. Ching ta cliing mudn giai dap
cic cau hoi vi du nhu: *Cé médt duong di ¢6 hudng tit dinh x dén dinh
y hay khong ?”, hay “Néu khdi dau tir mot dinh x thi cd thé di tdi
duge nhimg dinh nio (theo mot dudng di ¢é hudng) 7?7, hay la “Cé
ton tai mot dusng di ¢é hudng ti dinh x tdi dinh y va nguge loai tu
dinh y t3i dinh x hay khong?”. Chung cé thé tra [6i cdc chu hoi 46
bitng ciich sita doi thich hgp thudt todn tim kiém uu tién do siu cho
do thj vo hudng, miic du cic dang canh dit nét khdc nhau sé lam cho
viec higu chinh ©6 doi dieu phic tap.

BAO DONG

Trong cic do thi v hudng, cic dinh nium trong cing mt thanh
phan lién thong ¢6 thé lieén ke duge véi nhau bing ciich duyét theo
canh. Doi vdi cae do th] ¢o hudng cang tuong ty, ching ta thuong
quan thm dién tAp hop cic dinh o6 thé lign lac véi nhau bang cich
duyét theo wic canh co hudng trong d6 thj. Bai toan cho do thj co
hudng sé phde tap hon tinh lien thong don gian cua do thi vo hudng.

C6 the dé dang chiing minh rang thu tyc dé quy visit vé tim kiém
wu tién do shu trong Chuong 29 sé qua tit ¢ cic nit o6 thé di tdi
dude tir niit khdi dau. Do d6, ndu chiing ta sia ddi thi tue niy dé in
ra tat ca nhong nit ma né dang viéng (ching han bing cich chén
them lénh writetnametly}). Cang can phai chu ¥ ring khong nhat
thiét la moi ey trong ring tim kiém vu tién do su chiia tat ca cic
nut ma ¢o thé tai duge néu khai dau ta gbe cua ey do: trong vi du
ciinn chung ta thi tit ca ciac nut deu o6 thé téi duge néu khai dau ti
H hay I. Di: ¢6 the téi duge tit ca nhing nut (o6 thé tdi duge) khi
khdi dau tir mot mit, chiing ta chi can goi tha tuc visit V lan, mot [in
goi cho moi nut:
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for 2:=1 to Vdo

begin id:=0;
for ;:=1 to Vdo valljj: =0;
visit(k);
writeln

end:

Chuong trinh nay sé cho ra k&t xuit sau day khi 4p dyng vao do
thj c6 hudng trong Hinh 32.2. Tép hop cdc nit trén mdi dong phan
anh tinh chat cau tric cua chinh ban than do6 thj: mdi dong sé chia
nhling nut ma co thé dén duge bang modt duong di c6 huéng néu khdi
dau tir nut dau tién trén dong.

AFEDBGJKLMC

B

CAFEDBGJKLM
DFE

EDF

FED
GJKLMCAFEDRB
HGJKLMCAFEDBI
IHGJKLMCAFEDB
JKLGCAFEDBM

K

LGJKMCAFEDB
MLGJKCAFEDRB

Dol vdi cic do thi vo hudng, qua trinh tinh todn nay sé cho ra mdt
bang trong d6 moéi dong ka tip hgp tit ca cdc mit trong cing mbdt
thanh phin lién thong. Dudi day chung ta s nghién cdu sy tdng
quit hoa cua tinh chat lien thong trong d6 thi vd hudng.

Nhu thuong &, duosng nhién la ching ta muon lam nhing cdng
viec ¢o ich han la chi liét ké cdc dinh thanh mot bang. Vi du ching
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o

ta mudn thém vao mdt canh néi tryc tiép x tdi y néu ton tai mot
dudng di c6 hudng tir x tdi y. Do thj ¢6 duge bng cach them tit ca
cac canh vao mdt dd thi c6 hudng theo qui thc vira néi sé duge goi la
bao dong cua do thi da cho. Néi chung thi s& cin thém vio rat nhisu
canh nén bao dong sé 1a mot do thi day va do d6 chiing ta nén ding
biéu dién ma tran ké. Day 1a mot khai niém tuon g ty véi cac thanh
phém lien thong trﬂng do thj vd hudng; ching ta chi ¢An tim bao
déng mot [an, sau nay chung ta c6 thé trd ioi rat nhanh cac cau hoi
tudng tif nhu: “Co ton tai mot duting di tif x téi y hay khong?”

Tinh chiét 32.1 Qua trinh tim Riém 1w tién dd stu cé thé dugc
ditng dé tinh bao déng cia mdt do thi ¢o hudng trong khoang
OVIE+V)) bude d8i véi mdt do thi thica, va trong khodng O(V3)
bude déi vai do thi day.

Tinh chit nay dugc suy ra tryc ti€p tit cac tinh chit co sd trong
Chuong 29: ching ta thye hi¢én thua tyce tim kigm wu tien 46 sau lan
lugt cho mdi dinh trong V dinh cia db thj. K&t qua tuong ty ciing
ding doi véi trudng hop tim ki€ém uu tién chidu rdng: nhu da chu y
d trén, thy ty cic dinh duge vieng khong thich hgp cho van dé cu thé
niy. |

Néu dimg biéu dién ma tran k& thi bai toan tim bao dong o6 thé
giai quyét bing mdt chuong trinh khéng dé quy don gian nhun g réat
dang chu y nhu sau:
for y.=1 to Vdo

for x:=1 to Vdo

if afx,y] then
for j:=1 to Vdo

if a/yj] then ofxj]:=true;

S. Warshall da kham pha ra phuong phap nay vao nam 1962 bing
cach dya vao quan sat don gian nhu sau: “néu o6 modt duing di tit
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Phuong phap Warshall chuyén ma tran ké cia mot do thi thanh
ma tran ké cia bao déng cua do thj. Mot phudng phdp dé theo doi
thudt toan la c6 the xem thuft toan xd 1y m&i [an mot dong cia ma
tran. Xu ly cho cdt y la thay th€ mdi dong 6 gis trj 1 trong cdt y bdj
chinh dong dé or luiin 1y véi dong y. Hinh 32.3 cho thiy ma tran khdoi
dong cua vi du méu va trang thai clia ma tran sau khi hai ot dau
tién va mdt nua ot thu ba duge x ly: dén hic nay chi cé dong C bj
anh hudng. Hinh 32.4 minh hoa trang thai ma trén trude khi mét
val cft cudl cang duge xu ly va trang thai cudi cung (tdc la ma trin
cua bao dong).

Tinh chiit 32.2 Thuit todn Warshall tim duwoe bao dong sau O(V3)
buae,

Néu ma trdn khdi dau hoan toan 1a 1 thi di2du nay hién nhitn vi
chiing ta 6 ba vong 1ap fong nhau. Nhung ngay ca cic db thj thua
cung co thé duge dua nhanh vé truong hdp niy - vi du néu aut dau
tién duge noi téi méi mit khac thi ma trin sé duge 1ap day bdi cac bit
1 trude khi y nhan gia trj 2.

Vi cac do thj 16n, qua trinh nay 6 thé duge t& chite sao cho chc
phép toin trén bit o6 thé duge 1am mdi fain modt tir cia may tinh, do
do sé dua den tiet kiem d&ing ké trong nhitu mdi truong,

TIM TAT CA CAC BUONG Bl NGAN NHAT

V6i moi cip dinh x, y, bao dong cua db thj khdng trong higng (c6
hudng hay vo hudng) tra 1ai cau hoi “Cé tan tai duting di tu x tdi y
hay khong ?”. Véi cac do thj cé trong (c6 hudng hay vd hudng), 6
thé ngudi ta can xay dung mot bang cho phép tim ra duong di ngin
nhat ti x dén y cho méi cap dinh cla db thj, Day chinh 1a bii toan
duting di ngiin nhiit cho tiit e cdc cap dinh. Vidy, trong do thi
co trong cun hinh 32.5, ching ta mudn bi&t ring duong di ngin nhat
tie M tdi K c6 chieu dai 6, duting di ngfin nhat tir J téi F ¢o chidu dag
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Hinh 32.5 Do thi ¢6 luedng va ¢6 trong
10 ... ma chi can tham khao bang da duge xay dyng.

Thufit toan tim dutng di ngin nhat trong chudng trude tim ra
dutng di tir mot dinh tdi moi dinh khac cia do thj, vi vay ching ta
chi can chay thuat toan dé V lan. Diéu nay dua téi mot thuat toan
chay trong O(EV+V?logV) buéc. Nhung chiing ta cling c6 thé dung
phuong phap cua R. W. Floyd giéng nhu phuong phap ciia Warshall
nhu sau:

for y:=1 to Vdo
for x:=1 to Vdo
if a/x,y]>0 then
forj:=1to Vdo
if a/yj]>0 then
if (a[x,j]=0) or (a[x,y]+alyjl<alxj])
then a/xj/:=a/x,y]+alyj]:

Cau tric cua thuat toin thi gan nhu y hét véi phuong phap
Warshall, nhung thay vi dung phép logic “or” dé theo déi cac duvng
di, chiing ta thém mot it tinh todn cho mbi canh dé xsac dinh xem né
co la bd phin cua dutng di ngin nhit mdéi hay khong: “dudng di
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Hinh 32.6 Trang thai khoi ddng cuia thudt toan Floyd

ngan nhat tir nitx téi nuitj chi di qua cdic nit ¢é chi s6 nho hon y+1

thi hoaic 1a dutdng di ngin nhat tir nit x téi nit j chi di qua cac nmit

6 chi 86 nho hon y hoéic néu ngiin hon thi né la duong di ngén nhat
tir x t6i y cong véi duong di ngin nhit tir y t6i j.” Nhu thuong 1@,

phan tir 0 trong ma tran tuong ing khong cé canh néi hai dinh,
chuong trinh ¢6 thé cai tién don gian hon (bo di cac phép so sanh véi

=

0) bang cach dung mot bién “linh canh” dé ky hiéu canh c6 trong s8

vd han.
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Iinh 32.7 Trang thai cudi cing cria thudgt toan Floyd
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Tinh chiit 32.3 Thuat toin Floyd can OV bude dé giai bai todn
duiong di ngdn nhat cua cho méi cip dinh.

héu nay suy ra tryc tiép tit Tinh chat 32.2.

Cac Hinh 32.6 va 32.7 minh hoa chi tiét tinh niing cua thuit todn
Floyd trén vi du cua chung ta, ching duge bd tri chinh xdc nhyu cac
Hinh 32.3 va 32.4 d& dé dang so sanh. Céc phan t 0 tuong tng véi
y nghia khong e¢6 dudng di, cac phan tt khdc 0 trong thuat toan
Warshall cho thily ton tai dugng di gida cdc dinh, cic phan tu khac
0 trong thuit toan Floyd chia do dai cua duting &i ngiin nhit. Duting
di ngin nhit cing cé thé duge tim ra bing cach dung phién ban ma
tran cua mang dad trong ciac chudng trude: cho phin ti trong dong
x ¢cbt j nhan tén cua dinh trude trong duding di ngiin nhat tu x tdi J
{trong doan chudng trinh trén chinh la dinh y 0 vong lap trong).

SAP XEP TOPO

Céac d6 thj ¢ chu trinh xuat hién nhiéu trong cac ung dung can dén
dd thi e6 hudng. Tuy nhién, vi dy nhu néu dd thj trong Hinh 32.1 mé
hinh mét day chuyén san xuiit thi ta thily ring cdng vige A phai duge
lam trude cong viée G, ma G thi phai duge lam trude C, con C lai
phai lam trudc A. Ro rang diy 1a mot tinh huéng khong nhait qudn,
khong phi hgp vdi thue t&. Mot s0 ing dung sé cin cédc do thj khong
c6 chu trinh 6 huéng, cic dd thj nhu thé dudge goi tit 1a DAG
(directed acyclic graph). Mot dag cing ¢6 kha nang ¢é chu trinh néu
chung ta khdng ké dén hudng cia cic canh. Hinh 32.8 cho thiy mét
DAG tuong ty vdi d6 thi c6 hudng trong Hinh 32.1, trong dé modt sb
canh bj xéa bdt hay doi huéng. Danh siach cic canh cta db thi nay
gidng nhu dd thj lien thong trong Chuong 30, nhung ¢ day thit ty
dinh trong mdi canh cdé khac mot it.

Cac DAG hoan toan khédc vdi cac do thj o6 hudng tong quét:
chung la cily tirg phan, do dé chiing ta ¢6 thé Igi dyng ciu tric dac
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Hinh 32.8 Do thi khong o chu trinh ¢6 hiedng (DAG)
biét nay khi x{ ly chung. Khi nhin tir mot dinh tuy y, mot DAG trong
gidng nhu mot ciy; néi cach khac, rimg tim ki®m uu tien dd siu cia
mot DAG khong 6 cac canh hudng 1én. Hinh 32.9 cho ta thiy ring

tim kiém wu tién do sdu mo ta cic thao tdc cia tha tyc dfs khi ap
dung vao DAG trong Hinh 32.8.

Thao tic cd ban trén DAG la xu ly céc dinh ctia db thj sao cho
khong c6 dinh nao cua do thj duge xi& 1y trude dinh chi téi né. Vi dy,
cac nit trong do thj trén c6 thé duge xit ly theo thu ty:

JKLMAGHIFEDBC

Néu cic canh duge vé theo thi ty dinh nhu thé nay thi cic canh
ludn di tir trai tdi phai.’Nhu da chd y & trén, diéu nay hién nhién c6
Ung dyung trong thye t&, vi du trong cac do thj biéu dién x ly trong
san xuit. Thao tdc xep thi ty cic dinh nhu trén duge goi la sép xép
tOpo. -

N6i chung, thu ty cac dinh c6 duge tit qua trinh sip x&p topd sé
khong duy nhit. Chiing han thi ty sau day cung la tha tu topd hgp
& déi vdi vi dy cua ching ta (duong nhién c6 thé c6 nhidu thi ty
khdic)

AJGFKLEMBHCID.
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Hinh 32.9 Rung tim kiém wu tién d¢ sdu trong mér DAG
Trong cic ing dung vio day chuyén san xuit, hoan canh nay
xuéit hién khi mot cdng viee khong phuy thude true tiép hay gian tiép
vao cong vigc khéac va do d6 6 nhitu cich thic dé tién hanh cong
viéc.

Dai khi sé rit o6 ich néu ching ta dién djch cdc canh cta db thi
theo cich khac: chang han canh néi x téi y nghia la dinh x “phy
thuoc™ vao dinh y. Vi dy, cic dinh clia d6 thj biéu dién cic khai niem
duge dinh nghia trong mét tai ligu huéng din ctia mét ngdn ngi lap
trinh (hay mot quyén sich vé thuat toin !), trong d6 mot canh nédi
tf x téi y néu dinh nghia cta x si dyng y. Trong trudng hgp nay sé
co ich Igi néu tim duge mot tha ty véi tinh chat mbi khai niém dugce
dinh nghia trude khi né duge dung trong mot dinh nghia khdc. Diéu
niy tuong ung vdi viee quy dinh vj tri cic dinh trén mot dong sao
cho cie canh luén di tir phai téi trai. Mot thit ty topd dao cho do thj
trong vi du la:

DEFCBIHGAKMLJ

Sy khac nhau (giita hai thi ty) sé khdng quan trong, bai vi viéc
sap xép thu ty topd dao tuong duong véi viee sAp xép thi ty topd
trong do thj biang cach doi chieu tit ca cde canh.
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Ching ta cang da thily mdt thuat toan sip thu tu topd dao: thu
tuc tim kiem dé quy vu tién do sau trong Chuong 29. Khi da thj nhap
1a mot dag, chi can thay d6i thu tuc visit dé in ra dinh da dugc viéng
trude khi thoat {(ching han nhu thém vao 1énh wrife(namefk]}) &
cubi), ditu niy sé lam cho tha tyc dfs in ra cic dinh theo tha ty topd
dao.

CAC THANH PHAN LIEN THONG MANH

Néu dd thi chita mot chu trinh c6 hudng (nghia 1a ching ta co thé
khdi dau tit mot dinh va di trg vé chinh né bang cach theo di theo
ding hudng cua cac canh) thi né khdng phai la mot DAG va khong
thé xép cac dinh theo thi tu topd. Truong hgp niy ching ta sé quan
tam dén tinh chitt lien thong manh, nghia Ia c6 thé di tir mbi trong
dd thj dén mot dinh bt ky khic theo mdt dudng di 6 hudng. Doi vdi
do thi khong lién thong manh thi cic nit trong cing mét thanh
phan lién théng manh sé di dén duge nidt khac. Cac thanh phan lien
théng manh cua do thi c6 hudng trong Hinh 32.1 gom hai mit don
le B, K, mot cap lieén thong H I, mot bd ba lieén thong D E F, mot bd
sau litn thong A C G J L M. Vi dy, dinh A va F khdong nam trong
cung mdt thanh phan Lién thong bdi vi ¢ mot dutng di tr Adén F
nhung khdng c6 duting nao di tie F dén A

Co thé tim dudge ¢ic thanh phin lien thdng manh bang cach thay
doi thuat todn tim kiém vu tién do siw, phuong phip ma ching ta sé
trinh bay da duge R. E. Tarjan khiim pha ndam 1972, Bai vi thufit
toan dya trén phuong phdp tim kiém uu tién do su, thdi gian hoat
dong caa no xap xi V+E, nhung n6 thye sy Ia mot phuong phap rat
thong minh. Chi cin swa doi mdt it trong thu tuc visit co sG cua
ching ta thi co ngay thuat todin nay, tuy nhién trude khi Tarjan tim
ra thuit toan thi khong cé modt thuilt todn thoi gian tuyén tinh nao
cho bai todn nay mic du cé riit nhidu ngusi nghigén ciu no.
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Tuong ty véi chuong trinh ma chiing ta 43 nghién ciu trong
Chuong 30 khi tim cfic thanh phan dong lién thong, cang c6 mdt
phién ban hiéu chinh cia phudng phap tim ki€ém uu tién 4o sau dé
tim cdc thanh phan lign thong cua dd thj. Ham 4@ quy visit duge cho
dudi day dung bién min dé tim dinh cao nhiit ma ¢6 thé téi duge ti
mdt chau chit bét ky cua dinh &, nhung gié tri cua min duge st dyng
khac mdt it khi in ra cac thanh phan lién thong manh:

function visit(k:integerj:integer;
var t:link; m, min: integer;
begin id:=id+1; val{k].=id; stack{p]:=k; p:=p+1; t:=adj{k];
while i< >z do
begin  if valft t.v]=0
then m:=visitit 1.v)
else m:=valft t .v};
t:=¢% next
end;
iIf min=val{kj then
begin repeat pr=p-1; write(name(stack{pl));
val{stack{p]l:=V+1,
until stack{pj=~;
writeln
end;
visit:=min;
end;

Chudng trinh nay dat cac dinh vao nghn x&p khi vao thu tyc visit,
k& dén sé lay ching khoi ngiin x&p va in ra khi viéng xong phan tu
cudi cung cua mbi thainh phin lién thdng manh. Cudi cling néu
min=val[k] thi tiit ca ciac dinh da ghp (ngoai trir nhidng dinh da duge
in) thudc vio cung mdt thinh phan lién thong manh véi & Chuong
trinh trén o thé duge sta ddi dé dang dé lam nhigu didu thu vj hon
la chi don gian in ra céic thanh phan lién thong.
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T Fios

Tinh chiit 32.4 Co6 thé tim dudce cée thanh phan lién théng manh
cua do thi trong khoang thai gian tuyén tinh.

Chiing ta bo qua chiing minh cua tinh chat nay.
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BAl TAP
1. Hay cho biét ma trin ké cua bao déng cia dag trong Hinh 32.8.

2. Néu ap dung thuit toan tim bao déng vao mot do thj vd hudng
biéu dién bang ma tran k& thi k&t qua nhu thé nao ?

3. Hay viét mdt chuong trinh d€ tim s8 canh cla bao déng cia mot
do thi co hudng bang cich dung bidu dién xau ke.
4. Hay so sanh thuit toan Warshall v6i thuit todn tim bao déng

bang cach diing ky thut tim kiém wu tién d§ siu nhung sit dung
dang ma trén k2 cho thi tuc visit va khd bo d2 quy.

5. Hay cho biét th ty tdpd o6 duge doi véi DAG trong Hinh 32.8 khi
dung phudng phap da ndi vdi bieu dién ma tran ké nhung thu tyc
dfs quet qua cdc dinh theo thit ty dao nguge (tit V xudng I) trong
qua trinh tim kigm cdc dinh chua duge vigng.

6. Thuat toan tim dudng di ngin nhit trong Chuong 31 o6 diing dai
vdi do thj co0 hudng hay khong ? Giai thich tai sao, va cho mot vi
dyu néu no sai.

7. Viét mdt chuong trinh dé kiém tra xem mdt dod thi da cho o6 Ia
mot DAG hay khong.

8. C6 bao nhiéu thanh phan lién thong manh trong mat DAG ? C6
bao nhit¢u thanh phin lién thong manh trong mét da thj c6 mot
chu trinh c6 hudng kich thude V' ?

9. Su dung chudng trinh trong Chudng 29 va Chuong 30 dé tim ra
cac dd thj ¢6 hudng ngau nhién vdi V dinh. C6 bao nhiéu thanh
phén lién thong manh trong cic do thj nhu the ?

10. Viét médt chuong trinh 6 chite nang tuong ty nhu tha tuc find
trong Chuong 30, nhung chu y cac thainh phan lién thong manh
cua do thi cé hudng (bai tip nay khong dé, chiie chéin ban sé khong
thé o6 duge mdt chugng trinh hi¢u qua nhu tha tuc find.)



DONG CHAY
TRONG MANG LUOI

Cac b thj c6 hudng va ¢é trong s0 la cac md hinh hiu dyng cho cac
ing dung can dén sy di chuyén trong mdt mang ludi. Mot vidy 1a
mang ludi gdm cic dng dan dau vdi nhidu kich ¢3 khac nhau duge
noi lai rdt da dang vdi cdc odng tic dieu khign hudng di cua dau
trong 8ng tai cic diém noi. Gia st mang ludi ¢6 mdt nai bat ngudn
(chfing han bé chia dau) va mdt noi két thic (dd 1dn) cho tat ca céce
éng din ndi tdi chiing. Lam thé nio 48 lugng dau chuyén duge tit noi
bat nguon tdi noi nhan 1a nhigu nhit ? Day la bai todn dong chay
trong mang ludi, mot bai todn khong tam thuong.

Mot vi du khdc cho bai todn niy 1a lubng luu thong trén xa 16 va
hang hoa ¢an duge di chuyén qua cic nha may... Nhidu phién ban
cua bai todn nay da duge nghién ciiu tuong dng vdi nhiéu tinh hudng
thuc t& khac nhau. Ré rang la chiing ta can phai luu tAm nhigu dé
tim mét thuit todn hidu qua cho bai toan nay. Day la bai toan nam
trung gian gita khoa hoc may tinh va linh vye nghién ciu tng dung,
Céc chuyén vién nghién citu ing ddng thudng luu tam tdi mo hinh
toan hoe cua cac hé théng phuc tap nhiim muyc dich dua ra nhing
quyét dinh ¢o hiéu qua trong thuc té. Dong chay trong mang ludi la
mét vi dy vé bai todn nghién ciu tng dyng, ching ta & tim hiéu so
ludc vé mot s8 hai toan nghién edu dng dung khéc trong ciac Chuong
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42-43,

Trong Chudng 43 chiing ta s& nghién citu v2 quy hoach tuy&n
tinh, day la mot tiep cin tong quat dé giai cdc phuong trinh todn hoc
phuc tap c6 duge tir cdc md hinh nghién atu ing dung. Vdi cac bai
toan cy thé, chiing han bai todn dong chay trong mang luéi da c6 cse
i giai cd dién giong nhu cac thuat todn do thj ma ching ta da khao
ctu va cb the cai dat rit dé dang. Tuy nhien khdng gidng véi cac bai
toan khac, day 1a bai todn van con dang duge nghién iy, ki giai “tat
nhét” van chua duge tim thdy va nhigu thuat tod» mdi vin con dang
duge khim pha.

BAI TOAN ,
DONG CHAY TRONG MANG LUGI

Hay quan sdt hinh vé ly tudng cia mdt mang ludi nhd gom cic dng
dan dau trong Hinh 33.1. Cac 8ng 6 kha naAng chia xap xi vdi kich
thudc cua ching va dau chi o6 thé chay theo hudng tir dinh tai day.
Han nita, cic cong the ¢ mdi moi ndi sé dieu khién lugng dau chay
theo moi hudng. Hé théng sé dat duge trang thai can bang khi lugng
dau chay vao dinh bang vdi lugng dau chay ra tir ddy (ching ta mudn
dai lugng ndy 16n nhat) va lugng dau di vao mdi méi ndi bang vai
lugng dau di ra khoi mdi néi d6. Chiing ta do ludng dau va suc chua
cua cdc ng bang mdt don vj nguyén (ching han gallon/s).

Hinh 33.1 cho thiy viée st dung céc cong tic tai nhiing méi ndi
c6 the anh hudng t6i ludng diu cyc dai. Truée tien ta gia si rang
oong tac diéu khién duting 6ng AB duge md, sau dé 13 BD va DF nhu
trong so do bén trii cia hinh. K& dén gia st §ng AC dude md va
chinh cong tac C 48 déng CD va mé CE (c6 thé nguisi tryc tai cdng
tac D da thong bro cho ngudi tryc tai cdng tic C rang anh ta khong
thé lay thém dau nda bai vi da ldy tu B), Két qua dugc minh hea
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trong biéu do gitta cua Hinh: cac dng BD va CE da day. Bay gio dong
chay c6 thé duge gia tang bang cach dua da dau qua dudng ACDF dé
lap day ong DF, nhung chiing ta lai c6 mdt céich giai quyét tot hon
nhu trong so do thu ba. Bang ciach thay d6i cong téc tai B dé déi
huéng mdt lugng dau thich hgp theo 6ng BE, ching ta mé éng DF
thich hgp dé cong tic C dua dau day vao 6ng CD da md sin. Téng sb
dau vao va ra trong mang ludi da duge gia ting biang cach diéu chinh
cac cong tic mot cach thich hgp.

Viée can lam cia chiing ta la phat trién mot thuat toan dé dieu
chinh céc cong tic. Hon nita, ching ta mudn bao dam rang khong cé
mot cach diéu chinh khac tot hon cach duge dua ra.

Tinh hudng nay c6 thé duge md phong dé dang bing mot do thj
c6 hudng, tir d6 c6 thé dung cic chuong trinh ma ching ta da nghién
ciu. Ching ta djinh nghia mang luéi 1a mot do thj c6 huéng c6 trong
va ¢ hai dinh dac biét: mot dinh khong ¢6 canh nao hudng tdi né
(dinh ngudon) va mdt dinh khdong cé6 canh nho hudng ra ngoai né
(dinh dich). Trong lugng cua céc canh la cic sd nguyén khong am
goi la stre chita ctia canh. K& dén ching ta dinh nghia dong chay

Winh 33.1 Dong chay cue dai trong m@r mang heoi don gian
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la mot tap hgp khéc tuong ing vdi cdc canh sao cho dong chay trén
moi canh nho hon hay bing site chita, va dong chay vho méi dinh
bing véi dong chay di ra khoi dinh dé. Gid tri cia dong chay dude
dinh nghia la dong chay di vao dinh ngudn (hay ra khoi dinh dich),
Bai toan dong chay trong mang ludi la hay tim ra gia trj dong chay
Idn nhat doi véi mbi mang lubi da cho.

Hién nhién c6 thé biéu dién mang ludi bang ma tran ke hay céc
xau ké ma ching ta da dung trong cic chuong trude. Thay vi mot
ching ta sé dung hai trong s6 cho mdi canh gom sic chia va gia trj
ludng chay qua canh. Hai trong s& nay c6 thé biéu dién bing hai
trudng trong moi nidt cua xau k&, hay ding hai ma trin trong biéu
dién ma trin ké, hay hai trudng trong moi ban ghi cua ma tran ke,
Mac du mang ludi I mot dd thj ¢d hudng, cic thuit toan ma chin g
ta khao sit cing can phai duyét canh theo mét hudng “nguge”, vi
vay ching ta dung biéu dién cua do thi vd hudng: néu o6 mot canh
ndi x tdi y vii kich thudc (sic chita) s va dong chay f, ching ta uu
moét canh tiry tdi x vdi kich thude -s va dong chay -f. Trong bigu dién
xau ke, can thiét phai duy tri cac lién k&t ndi hai nut trong danh sdch
mit bitu dién moi canh, sao cho néu ching ta thay déi gi trj trong
dong chay mot canh thi ed thé cip nhit duge gid trj nay trong canh
khae.

PHUONG PHAP FORD-FULKERSON

Tiép cin b dién cho bai toan dong chay trong mang ludi duge xay
dung bai L. R. Ford via D). R. Fulkerson vio nfim 1962. Ho cung ¢ip
mét phudng phip dé cai tign bat ky mot dong chay hgp 12 nio (di
nhién la ngoai trit dong chay tdi da). Bit dau vdi mot dong chay 0,
ching ta =& Iqp di lip lai phudng phap nay. Sau khi phuong phap
dugce ap dung nhiéu fan, né cho ra mot dong chity manh han, néu
khong the cii tien tiép thi tim thiy duge dong chay t8i da. That ra
dong chay trong Hinh 33.1 ¢6 duge nho ap dyng phuong phap nay;
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bay gits chiing ta sé thi nghiém phuong phip nay cho do thi trong
Hinh 32.2.

Dé don gian, ching ta bo qua cic mai tén, bdi vi tit ca ching déu
huéng xuong dudi. Phuong phdp ching ta ap dung duong nhién
khong chi gidi han vao céc db thj c6 thé vé sao cho cic canh chi theo
cing mot hudng. Hién tai ching ta dung cic do thj nhu thé dé dé
dang hinh dung dong chay trong mang luéi dudi dang dung dich
chay trong cic ong.

Hay xem mot dutng di 6 hudng bit ky xuyén qua mang ludi tir
ngudn tdi dich. Ro rang dong chay c6 thé duge gia tang thém it nhat
la mot lugng bang véi sie chia chua dung trén moi canh cta dutng
di. Trong so do bén trai cua Hinh 33.2, cach thuc nay duge ap dung
theo dutng di ABDF; ké& dén la so do gitra, né duge dp dung doc theo
duong di ACEF.

Nhu da chi y trong phan trén, k& dén chung ta c6 thé ap dung
cach thic vita néi cho dutng ACDF va tao ra tinh hudng ma tat ca
cac duong di co6 huéng trong mang ludi déu c6 it nhat mdt canh duge
lap day bai sic chia. Nhung cing c6 mot phuong phap khac dé gia

Hinh 33.2 Dong chay cuee dai trong mét mang heoi
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tang dong chay: ching ta c6 thé xét cic dudng di tuy ¥ xuyén qua
mang tudi ma b thé chuda céc canh chi theo hudng “sai” (tir dich
aucng dén ngubn doc theo dutng di). Dong chiy o6 thé dude gia
tang doc theo mot con duing nhu thé bing cdch tang dong chay trén
moi canh tif ngudn hudn g tat dich va giam dong chay trén cdc canh
tu dich hudng tdi ngudn véi cing mét lugng da tang. Trong vidy clia
chiing ta dong chay xuyén qua mang ludi c6.thd gla ting 3 don vj doc
theo duong ACDBEF nhu trong so d6 thid ba cua Hinh 33.2. Bigu
nay tuong wng vdi vide them 3 don vi vao céc dong chay qua AC v
CD, k& dén la lam lech di 3 don vi & cdng thce B tit BD téi BE va EF.
Chung ta khong bi mat bét dong chay qua DF bdi vi 3 don vj dén tir
BD sé dén tir CD.

Pé don gian tir ngi, ching ta sé gol cac canh ma dong chay xudi
ti ngudpn hudng tdi dich (doe theo mot dudng di) la cic canh hudng
tdi va cic canh ma dong chay nguge lai thi duge goi la cde eanh quay
lni. Chu y rang dong chay c6 thé gia ting véi mot lugng bj gidi han
bai dai lwgng cue tidu clia cde phan khéng dung trong cic canh
hudng tdi va dai lugng cuc titu cua cla céce canh quay lui. Néi cach
l{h:ic, trong dong chay mdi sé 6 it nhat mpt canh hudng tdi doc theo
dudng di trd nén day hay it nhit mét canh quay lui dge theo dusng
di tro ném rong. Hon nita, dong chiy khong thé diurge gia tang doi véi
duting di ¢6 chia mot canh day hudng tdi hay mot canh réng quay

lut.

Tinh chat 33.1 Trong mot mang lesi, néie mbi diong di tir dinh
nguon tdi dinh dich cé mot canh day hudng tdi hay mot canh rong
quay iui thi dong chay la toi dai

bé ching minh tinh chit nay, hay di qua dd thj vii nhin ra canh day
hudng tdi hay canh rdng quay lui thit nhat trén mai duong di. Tap
hdp cic canh dé sé cit do thi thanh hai phin (trong vi dy ciaa chung
ta, cac canh AB, CD va CE minh hoa mét nhait cit nhu the). Véi méi
nhit cit chin mang ludi thanh hai phan, ching ta ¢6 thé do dong
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chay ngang qua né: tong s6 dong chay trén cac canh di tir nguon
huéng téi dich. Trudng hgp tong quit cac canh 6 thé di theo ca hai
hudng xuyén qua nhat cat, phai bot di tdng sd dong chay trén cac
canh theo hudng nguge. Nhat cat trong vi dy cua ching ta co gia trj
12 bang vdi tong s6 dong chay trong mang ludi. Bat cd khi nao gia
tri nhat cat bing téng s8 dong chay, khong nhitng ching ta biét
dong chay la toi dai ma con biét nhét cit 1a tai tiéu (nghia la mbi nhat
cat khdc o it nhit mdt dong chay ngang qua véi mat 4o cao hdn).
Diy chinh 1a djnh ly dong chay t5i da-nhat cit t3i thidu: dong chay
khomg the dat gia tri 18n hon va nhat cit khong thé dat gia trj nho
hon. Ching ta bo qua ching minh chi tiét cia dinh 1y nay.

TIM KIEM TREN MANG LUGI

Cé thé tom tiat phuong phap Ford-Fulkerson nht sau: “bat dau vai
dong chay 0 va gia tang dong chay doc theo médi duong di tir dinh
ngudn dén dinh dich ma khang c6 canh day hudng téi hay canh réng
quay lui, tiep tyc dén khi khong con duting di nhy thé trong mang
ludi”. Tuy nhién, do phuong phap tim dusng di khong trinh bay cy
thé va cd thé dung bt et duding di ndo, vi dy dua vio tryc quan ta
¢6 cam gide rang duong di cang dai thi mang ludi cang duge lam day
vt do do chiing ta sé thich cac dudng di dai hon. Nhung vi du trong
Hinh 33.3 cho thiy can phai ¢An thin trong mot so truong hop.

Trong mang ludi nay, néu duting di duge chon dau tign 1a ABCD
thi dong chay chi tanglén 1. Ké dén chon dudng di ACBD, dong chéy
cung gia ting 1 va ta trd lai tinh hudng khdi dau nhung vdi dong
chay trén ¢ic canh bao ngoai tang 1én 1. Co thé do dya vao dubng di
dai ta cu tiép tuc vdi chién luge nay va phai can 2x1000 [an lap mdéi
tim ra dugc dong chay cyc dai. Néu cac s0 trén canh la 1 ty thi phai
cim 2 ty fan Iip. Hién nhién day 1a tinh hudng khong nén d8 xay ra,
boi vi ciae dusng di ABC va ADC cho ra ngay dong chay cyc dai chi
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sau hai budc. Dé thut toan hoat dong t6t ching ta phai tranh kha
nang thoi gian chay phu thude vao dp 16n cua site chita. Thit ra, van
dé nay co6 thé duge giai quyét bdi tinh chit sau day.

Tinh chiit 33.2 Trong phuwong phéap Ford-Fulkerson, néu ding
duong di ngan nhat tir dinh nguon dén dinh dich thi can it hon VE
lan chon cac duong di dé tim ra dong chay cue dai, trong dé V la s6
dinh va E la s6 canh cua mang ludi.

Két qua nay da duge chitng minh bdi Edmonds va Karp vao nam
1972, cac chi tiét trong chitng minh vugt khoi gién han ciua quyén
sach nay.

Mot phuong an don gian la chi cin dung mot phién ban sita thich
hgp cua phuong phéap tim ki€m wu tién dd rong. Chan trén trong
dinh ly 33.2 la chan trén trong trudng hgp x&u nhat, déi véi mang
ludi thong thuting thi c6 thé can it [an lap hon nhiéu.

Duya vio cic phuong phap duyét do thj ¢6 dd wu tién trong
Chuong 31, ching ta cé thé cai dat mdt phuong phap khéac duge dé

Hinh 33.3 Mang heoi ¢o thé doi hoi nhiéu ldn lap
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nghi bsi Edmonds va Karp: hay tim dudng di xuyén qua mang luéi
sao cho dong chiay dude gia ting nhidu nhat. Cé thé thuce hién diéu
nay bang cich dung bién priority luu dd wu tien (gia trj duge chon
thich hap) trong xiu ké hay ma trin ké cua phudng phdp tim kiém
dua viio dd vu tién trong Chuong 31. Truting hgp bidu dién ma
tran ke, ¢6 thé tinh do6 uvu tién nhds vao doan chudng trinh sau,
trusng hgp biéu dién xau ké ta ¢ thé lam hoan toan tuong ty.

if sizefk,t]>0
then priority: =sizefk,t}-flowfk,t]
else priority:=-flow(R.t};

if priority>vaifk] then priority:=valfk];

K& din bai vi ching ta mudn chon nut vai gia trf df vu tién cao
nhit chung ta phai doi thi ty so do d¢ uu tién-hang dgi trong cac
chuong trinh dé tra vé gia trj cye dai thay vi gia tri cyc tiéu hay la
si dung chuing bang cich sua priority thinh maxint-1-priority (va
xv Iy nguge lai khi gid tri bi x6a), Chuing ta cling sufa chita thu tuc
tim kiém dya vio dd vu tién dé dinh ngudn va dinh dich la cic tham
s6, k& dén bt dau mdi [an tim ki€ém tir &inh nguén va dimg khi gip
dinh dich. Néu khang tim ra duge dutng di nhu thé, ciy tim kiém vu
tién rieng phan djinh nghia mot nhat cit t5i thidu cho mang ludi; néu
nguge lai thi cé thé cai tién dong chay. Cudi cung bién val cua dinh
ngudn phii nhan gia tri maxint trude khi qua trinh tim kiem bat dau
vdi ¥ nghia la mt lugng tuy y cua dong chay ¢o the dat duge tai dinh
ngubn (mice di no b gidi han boi tong s6 suce chua cua tat ca cac ong
di ra trye tiép tir dinh nguon).

Bang cich dung thu tuc matrixpfs trong phan trude, viéc tim
dong chay cye dai rat don gian nhu chuong trinh sau diy:
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m
repeat

matrixpfs(1,V);
y=V; x:= dadm:
while x< >0 do
begin flow/x,y]:=flow{x,y]+val[V]:
flowlyx]:=-flow(x,y];
Y. =x; x:=dadfy]

end;
until vad{Vi=I-maxint;

-__*“_'_I“

Trudce tién thuat toan gia tang doc theo dutng ABDF, k& dén doc
theo ACDBEF, thuat todn da khéng chon dung di thi ba }a ACDF
vi dutng di nay chi gia tang dong chiay 1 don vj thay vi 3 don vj o6
shn trong dudng di dai hon. (Chy ¥ I ching ta dya vao Tinh chéat
33.2 dé quyét dinh lya chon nay.) K& dén can thém mdt [an lap da
tim ra dong chay cue dai.

Mac du thuit toin nay dé dang cai dit va né hoat don g tot cho
cac mang ludi nay sinh trong thye t&, sy phan tich cia né tudng Aoi
phuc tap. Trudc hét tha tyc matrixpfs can V2 budc trong trudng hgp
xfu nhAt, néu thay the bang thi tyc listpfs thi can (E+V)logV buéc
cho moi lan lap. Nhung ching ta phai can téng chng bao nhitu lan
lap?

Tinh chiit 33.3 Néu ding phuong phép Ford-Fulkerson va gia
mg dong chay vai mot lirong 1om nhét thi sé duong di dicoe ding
trte khi dong chay ti da dicoe tim théy trong mang liedi sé nho

hon 1+logyum.af™* trong dé f* la gia cia dong chay v M la 58 0
da cac canh trong moi nhat cdt cia mang heoi.

Gidng nhu trén, tinh chat nay duge ching minh bdi Edmonds va
Karp, né hoan toan vugt khoi pham vi quyén séch nay.

Bai toan dang xét da duge nghién cu rong rai va cac thuit toan
phuc tap véi truitng hgp xdu nhit tuong déi tot cia chung da duge
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Hinh 33.4 7im dong chay cuwee dai trong mot mang leoi lon hon
phat trién. Tuy nhién, thuat todn Edmonds-Karp nhu cai dit trén
da rat tot doi véi cac mang ludi nay sinh trong thyc t&. Hinh 33.4 cho
thay hoat dong cua thuit toan doi véi moét mang ludi 16n hon.

Bai toan dong chay trong mang luéi c6 thé dugec md rong theo
nhiéu hudng va nhiéu bién dang cia né da duge nghién citu can ké
bdi vi chiin g quan trong trong cac ing dung thue té&. Vi du, bai todn
dong chay tong quat gobm nhiéu ngudn, nhiéu dich va nhiéu dang vat
chat truyén di trong do thj. Trudng hgp nay bai todn khé hon nhigu
va ciin phai c6 nhiéu thuiit toan ning cao hon. Cic md rong khic ctia
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bai todan mang ludi bao gom viéc dit sic chita 12n cdc dinh (¢6 thé
giai quyet dé dang bang cach dua ra cic canh gia), cho phép céc canh
vd hudng (co the giai quyét biang cich thay th€ mdi canh vo hudng
bang m{t cap cunh od hudng), dua thém chan dudi cho dong chay
trong mdi canh {(cich giai quy&t tuong déi phitc tap). Néu ching ta
gia st rang cac duting dng dude gin vdi gia tién thi sé c6 bai toan
dong chay gia toi thiéw, mdt bai todn rit khé trong linh vie nghidn
ciu ung dung,



DONG CHAY TRONG MANG LU 183

BAI TAP
1. Hay dua ra mot thuit toin d€ giai quy®t bai toan dong chay trong

mang ludi trong trutng hgp mang ludi o6 dang mot ciay nhd vao
x0a di dinh dich.

2. Nhing dudng di nao duge di qua khi tim dong chay toi da trong
mang ludi c6 duge bang cach thém caccanhtt Bdéen Cvatoe E
- a
den D véi trong lugng 3.

3. Hay vé ra cay tim kiém c6 dd uwu tién ob duge sau méi [an goi dén
thu tuc matrixpfs cho vi dy mau trong chuong nay.

4. Cho biét ndi dung cua ma trén dong chay sau moi lan goi thu tuc
matrixpfs cho vi dy mau.

5. Khiing dinh sau ddng hay sai: khédng thuit todan nao ob thé tim
ducie dong chay téi dai ma khong kiém tra mdi canh trong mang
Tudi,

6. Diéu g1 xay ra d6i vdi thuat toian Ford-Fulkerson khi mang tudi ¢6
maét chu trinh ¢6 hudng.

7. Hay cho biét mot phién ban cia thuit todn chan trén
Edmonds-Karp d6i véi truong hgp tat ca suc chia 1a O(1).

8. Tim mot phan vi du cho thily tai sao tim kiém uu tieén d6 sau
khong thich hgp ddi vdi bai toan dong chay trong mang ludi.

9. Cai dat loi giai yim kiém uwu tién dd réng cho bai todn dong chay
bang cich dung thi tuc sparsepfs.

10. Viét mot chuong trinh dé tim cic dong chay toi dai trong céic
mang ludi nghu nhién ¢6 V dinh va khoang 10V canh. Cé bao
nhidu [an goi d&n thu tuc sparsepfs néu V=25, 50, 100.
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Mot van de thutng gap la “ghép cap” cdc ddi tugng thich hgp véi
nhau theo mot sd quan he nao d6. Vi dy, ¢an bd tri céc sinh vien y
khoa sip tot nghiep viio cdc bénh vign. Mbi sinh vién lidt k& ra cdc
bénh vién ma minh thich va m&i bénh vién dua ra danh sich cie sinh
vién duge wu tién. Mot bai todn dat ra 1a hay bd tri cée sinh vien vao
cac b¢nh vién sao cho thich hgp. Bai toan niy cAn mdt thuat todn
tinh xao, bdi vi cAc sinh vién t8t nhat sé duge nhiéu bénh vién ua
thich va cic bénh vién tot nhit sé duge nhitu sinh vién wa chujpng.

Vidu trén Jh mét truting hgp diic bigt cia mdt bai todn khé va og
ban cua lanh vye dd thj, Cho mat do thj, mot bd ddi sanh duge dinh
nghia gdm mdt s8 canh ciia dd thj sac cho khdng c6 dinh nao xust
hi¢n nhiéu hon mot [an. Nghia la cic dinh k& véi méi canh tmng hd
doi sanh duge ghép cap véi nhau, nhung cic dinh con lai ¢ thd
khong duge ghép caip. Ngay ca trudng hgp mat bd dsi sanh bao gom
nhiéu canh nhit trong pham vi cho phép thi cdc phuong cach chon

canh khac nhau ¢6 thé dua dén s8 lugng cic dinh khong duge ghép
ciip 1a khac nhau,

Mot bd ddi sinh cue dqi la mot bd d6i sanh ¢6 nhidu canh nhat,
diéu nay tuong dudng vdi viée téi thidu héa s cde dinh khong duge
doi sanh. Trutng hdp tot nhit ma ching ta c6 thé hy vong la c6 méat
tap hop canh ma moi dinh cia do thj xuilt hién chinh x4c mot fan
trong tap hgp do (trong mit do thj ¢é 2V dinh mdt bd dsi sanh nhu
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Hinh 34.1 M¢1 b doi sanh cuce dai (cac canh bong)
vay sé ¢6 V canh). Nhung khong phai lic nao ching ta cing dat duge
truong hgp tot nhat nay.

Hinh 34.1 minh hoa mdt bd d6i sanh cue dai (céc canh duge lam
béng) trong do thj miu cua ching ta. Véi mot do thj gom 13 dinh
ching khong thé cé bd ddi sanh nao nhiéu hon sidu canh. Nhung cic
thuit toan don gian tim ra cac bd doi sanh sé giip khé khan ngay ca
trong vi du nay. Vi du néu chung ta chon ciac canh thich hgp cho viéc
doi sanh khi chung xuat hién trong qua trinh tim kiém wu tién dd
sau (xem Hinh 29.7). Xem Hinh 34.1, chung ta chon dugc cac canh
AF EG HI JK LM, nhung chiing khong phai la mdt bp ddi sianh cye
dai. Nhu da chu y trude day, khong phai dé dang biét cé bao nhiéu
canh trong modt bd doi sanh cuc dai cuia mot do thi da cho trude.
Chang han xem mot do thj con (ctua do thj dang xét) gom 6 dinh tu
A dén F, trong do thj con nay khong ton tai mot bd doi sinh nao cb
ba canh. Trong khi dé6 chiing ta ¢6 thé tim dé dang mdt bd ddi sanh
cuc dai cua do thi 16n (vi du, viée tim mot bd doi sanh cye dai cho dé
thi “mé cung” trong Chuong 29 sé khong phai la mdt bai toan kho).
Do d6, trong truong hgp tong quat viée tim bd doi sanh cyce dai cho
mot do thj bat ky 1a mot van dé khé khan.
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Vi bai todn dai sanh bénh vién-sinh vién nhu da trinh bay d trén,
cdc sinh vién va cic bénh vién duge thé hién bang cdc nit cta db thi;
cac so thich cua sinh vién hay st ¥a chudng cua bénh vién duge thé
hién bang cac canh cia d6 thi. N&u cdc sd thich duge gan bdi cic gia
tri s8 (chang han dung ti 1 trong khoang 1-10), thi chiing ta sé ¢6
bai toan doi sinh c6 trong: cho mot do thj cé trong, hiy tim mdt
tiap hgp canh sao cho khong ¢6 dinh nio xuit hign hai [An trong tap
do va tdng trong lugng cic canh trong tap dé 1a lén nhit. Dudi day
ching ta s& xem mt dang khae, trong dang nay chung ta chi cha y
téi cac so thich nhung khong doi hoi gan gia trj s6 cho chung.

Bai todn d6i sanh da thu hadt sy chid ¥ I6n lao cla nhieu nha toan
hoc bdi tinh ty nhién va kha nang ing dung rdng rai cia nd. Loi giai
cua nd trong trutng hgp tong quat la ciac cdhng trinh v toan hoc td
hgp rdt dep va rit phuc tap ma hoan toan vugt khoi pham vi cua
quyén sach nay. U diy chung tdi sé giup doc gia tiép can bai todn qua
viec khao =it mot vai truong hdp dice bidt thi vi cung vdi phat trién
mot s6 thuit toain hitu dung.

PO THI HAI PHAN
(BIPARTITE GRAFPH)

Nhu da luu y trong vi dy trén, viée doi sanh cae sinh vién véi cde
bénh vién chiac chan la mot trong nhiéu tng dyng da dang cta bai
toan doi sanh. Vi du ching ta cin d8i sanh cic din déng va cac phu
ni trong mit djch vy hon nhan, cic ngudi xin viée vao cic xi nghiép,
cac cua giang day vao cac gid hee. Cac do thj nay sinh trong céc
trutng hgp nhu the duge goi la do thi hai phin, duge dinh nghia
gom cic canh ndi hai tip hgp dinh. Nghia la tip hop dinh duge chia
thanh hai tap con v khimg o6 canh nao ndi hai dinh trong cing mot
tap con. Mot vi du cua dd thj bad phinm duge trinh bay trong trong
Hinh 34.2. Co ¢ doe gia thich thd véi vide tim mdt bd dai sanh cyc
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Hinh 34.2 M¢1 dd thi hai phdn
dai trong do thj nay.

Trong biéu dién ma trin ke cho cdc do thj hai phan, hién nhien
ngudi ta chi can luwu cac dong cho mdt tap hgp dinh va cic cdt cho tap
hgp dinh con lai. Trong biéu dién xau k& thi lai khong c6 thay ddi
nao, ngoai ra phii dat tén cac dinh mdt cich théng minh dé c6 thé
xac dinh tén cic dinh thudc vé tap hgp dinh nao.

Trong cic vi dy, ching ta sé dung cdc chit cdi dé dianh dau céc
dinh trong mét tap hop va cic con s§ dé danh diu cac dinh trong tap
hgp con lai. Bai todn doi sanh cye dai cho cic do thj hai phan c6 thé
phét biéu don gian trong dang biéu dién ndy nhu sau: “hiay tim mot
tap con 16n nhat gdbm cic cip chit c4i-sd sao cho khdng ¢6 hai c@p nao
trong tap con do6 ¢6 cung mot chit cdi hay s6”. Mot bai tap thu vi la
cd gang tim ra mot 16i giai trye tiép cho bai toan d6i sdnh trong
truong hgp cac do thj hai phan. Nhin so qua thi vin dé nay duiing
nhu c6 ve don gian, nhung sy t& nhj lai rit cin thiét trong truon hgp
nay. Chéc chiin sé c6 nhiéu to hgp cdc ciip néu ching ta o8 ging vét
can tit ca cic kha niing 6 thé: mot 1ui giai phai d thong minh dé
c6 thé chon chi mdt vai phuong an c6 thé ghép doi cic dinh.

Chiing ta sé khao sat mot 16i giai gidn ticp: dé giai mot vi du cy
thé cua bai todn do sanh, ching ta s xay dung mot vi du cua bai
toan dong chay trung mang ludi, dung thuit toin trong chuong
truée, ké dén dung lai gidi cho bai todn mang ludi dé giai bai todn doi
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tinh 34.3 Sif dung dong chay rong mang hedi dé tim b doi sanh cue dai

sanh. Nghia la ching ta dua bai toin doi sanh vé bai toan dong chay
trong mang ludi. Day 1a mot phuong phip thiét ké thuat toan dé tao
ra mot thuit toin nhd vao cic thuit toin ho hang cia né cb san tir
mot thu vien chuong trinh con duge viét sin baoi ngudi lap trinh hé
thong. Day la mot diém quan trong cd ban trong ly thuyét cia cac
thuat toin to hgp ning cao (xem Chuong 40). Bay gi cach tiép can
nay sé cho ching ta mét 1oi giai hidu qua clia bai toin déi sanh trong
do thj hai phan.

Véi mot do thj hai phan cho sin, ching ta xAy dyng mot mang
ludi bang cach tao mot dinh ngudn vdi cic canh ndi tdi tit ca cic
dinh trong mot tap hgp cua dé thi hai phan, k& dén thém vao mot
dinh dich dugc noi tdi bai tat ca cic dinh trong tap con lai cua do thj
hai phan. TAt ca cic canh trong do thj 6 duge s&duge xem la c6 sie
chuia (kich thudc) 1.
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Hinh 34.3 cho thiy mot mang dong chay tuong ung vdi o thi hai
phan trong Hinh 34.2, k& dén chung ta s& dung thuat toan luong
mang ludi cua chudng trude. Chi y ring tinh chat cua do thi hai
phan, hudng cua ludng va tat ca cac suc chiia cia dng déu 1a 1 budce
moi con dudng xuyén qua mang ludi tuong dng véi ding mdt canh
trong bd d6i sanh. Trong vi dy, cic con dutng duge tim thay trong
bon bude dau tign tudng ing véi bd doi sanh con 14 A1 B2 C3 D5. Méi
fan thuat toin goi thu tyc pfs thi hoac né tim thiy duge mdt con
dutng gia ting gia trj dong chay len 1 hofic né ding.

Trong bude thi nam, tit ca cic con duding thuin chiéu xuyén
qua mang ludi déu day va thuat tedn phai dung cic canh nguge
chiéu. Con duong duge tim thiy trong bude nay 1a 4A B2 2F. Con
dutng nay ro rang gia tang gia trj dong chay nhu da md ta trong
chuong trude. Trong ngi canh hién tai, chning ta nghi vé cic con
dudng nhu tap hop cic chi thi dé tao nén mot bd doi sanh mdi (nhidu
hon mdt canh) ti bo doi sanh hién hanh. Vigée xay dung nay theo thi
ty nhu sau: "4A" nghia la thém cunh A4 vao bd doi sdnh, “B2” nghia
ia xoa bdt canh B2 va “2F” o6 nghia I thém canh F2 vao bd ddi sanh.
Do dé sau khi xu ly xong con dutng nay chiing ta c6 bd dai sanh Al
B4 C3 D5 E6 F2. Thuat toin két thuc khi gip F6; bdi vi tat ca cac
dudng ong khai dhu tir dinh ngudn va di vio dinh dich, vi vily ching
ta co mot bo dor siinh cve dai.

Cé thé ching minh dé dang rang bd di sanh tim duge nhd vao
thudt toan dong chay cyc dai 1A mdt bd Aol siinh cue dai cua do thj.
Trude nhat 1a thuat toan lubn cho ta mdt bé doi sanh hap 1&: bdi vi
moi dinh c6 modt canh vdi sie chita 1 di vao dinh dich hay ra khoi
dinh nguén, nhiéu nhat modt don vi dong chay di qua méi dinh, nghia
amoi dinh xuit hién nhiéu nhat mot [an trong bd doi sénh. Thit hai
A khong thé ¢6 mot bd déi sanh nao cé thé ¢o nhidu canh hon, bdi vi
pat ky mét bo dot sanh nio nhu thé sé cho ta mét dong chay tot hon
dong chay ¢6 duie tir thuit toan.
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Nhu vy dé tim bd doi sinh cye dai cho db thj hai phén, ching ta
dinh dang doé thij sao cho né thich hgp cho vige nhap di ligu vao thuat
toan dong chay trong mang ludi cua chugng trude. Di nhién, cac 46
thj dude bigu digén dya vio thuit toan dong chay nay trong truting
hgp ndy sé dan gian hon nhiéu so véi cic dé thj tdng quat ma thuat
toan dugce thigt k& dé giai quyét bai toan dong chay cue dai, chinh vi
thé ma trong trudng hgp nay thuit toan hoat dong hidu qua hdn
nhiéu,

Tinh chit 34.1 Mot b6 doi sanh cuwe dai trong do thi hai phan ¢
thd dicge tim thdy trong O(V¥) bude néu dd thi day va trong
OV(E +VjlogV) bitde néu do thi thua,

Viec xay dung trong phan trén bio dam riing mdi [an goi téi thi tye
pfs s& théem mot canh vao bd dodi sanh, vi viy ching ta biét rang cd
nhiéu nhat la V/2 [an goi tdi thu tyc pfs trong sudt qua trinh thyc
hién cua thuat toin. Do dé thoi gian can thiét sé xip xi tdi mdt hé s8
Vldn hon thai gian cAn cho mdt {an tim kiém di thao luan trong
Chuang 31,

BAl TOAN HON NHAN BEN VUNG

Gia su c6 N chang trai vil N ¢d gii, néu mdi chang trai cho biét chinh
X4c cam tudng cua anh ta vé moi phu nd va nguge Iai mbi phu ni
cung cho bié't chinh xdc vé cam tudng cua cb ta doi vai mdi chang
trai. Van dé can gidi quyét la tim ra N cudce hon nhan dap ing v
mudn cia moi ngusi.

Lam thé nao dé thé hién sd thich ? Mot phuong phip cd thé dung
la sif dung thang diém 1-10, mbi ngudi sé cho diém ngudi khic phai
mot diém trong thang diém niy. Khi d6 bai todan hon nhan sé tra
thanh bai toan ddi sanh ¢6 trong, mot bai todn tuwong doi kho. Hon
nita viée dung cdic diem tuydt doi o thé dan t6i sy khong chinh xac,
bai vi diem so sé khong nhitt quin d6i véi tit ca mbi ngudi (diém 10



192 BAI TOAN HON NHAN BEN VUNG

e —

Q] @

e

OHzHoH>Hm ©

@
(D]
3
B
A
]

m-HoHaHoHz] @
mHoHa-ol @

b
hi

Ilinh 34.4 Cac danh sach so thich cho bai toan hén nhén ;
cua cd gai nay c6 thé tuong duong vdi diém 7 cia mdt cd khac). Mot
phuong phip ty nhién hon la biéu dién céc sd thich bang céch tao ra
cho moi nguti mot danh sich nhitng nguoi khac phai duge x&p theo
thiu ty ma ho thich. Hinh 34.4 minh hoa cic danh séich sd thich cia
o chang trai va 5 ¢ gii. Nhu thuting 1@, chiing ta gia si da dung
phuong phip bam hay mt cich khédc dé chuyén tén thit thanh céc
chit 6 (doi vdi cic cd gai) va thanh cac chit cai (d6i véi cie chang
trai).

mp—>
p-

R6 rang nhiing s¢ thich nay thudng tranh chip nhau, vi du ca A
lan B déu thich 2 nhat va khong ai thich 4 nhiéu lim (nhung mot
trong hai co thé phai két hon vdi cd ta). Van de la chon cho méi
chang trai mot co gii dé dap @ng cac sd thich cta ho cang nhiéu cang
tot, Mot tap cic cude hon nhan goi la khdong beén vitng néu ton tai
hai ngudi thich lin nhau hon so véi vg/chong cta ho. Vi duy viéc gin
Al B3 C2 D4 E5 la khong bén vitng bdi vi A thich 2 hon 1 va 2 thich
A hon C, do dé6 dé ddp iing nguyén vong cta ho thi A nén bo 1 14y 2
va 2 nén bo C liy A.

Viéc tim mot 1oi giai bén vitng 1a mdt bai toan khé, bdi vi c6 qua
nhiéu truting hgp c6 thé cé. Ngay ca xdc dinh xem mot 16i giai cho
trude c6 ben vitng hay khong ciing khong phai la vin de don gian,
trude khi doc doan van sip téi doc gia hiay thi tim modt cap khong
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bén vitng trong vi du trén sau khi da ghép A2 va C1. Néi chung c6
qua nhidu trudng hop va ching ta chi can tim thay mot phuong én
(viée tim ra tat ca cac phuong d4n bén vitng 1a mét bai toan khé hon
nhidu), | |

Mot cach deé tim ra 1ui gidi bén vitn g 1a [an lugt khi cic ciip khéng
bén vitng. Tuy nhién phuang phap niy khéng nhitng chim ma con
cd kha nfing khong ditng ! Vi dy, sau khi ciip A2 va C1 da dude ghép
trong vidu trén (nghia la ta ¢c6 A2 B3 C1 D4 E5), thi B va 2 tao nén
mét cip khong bén vitng (B va 2 thich nhau han so vdi nhdng ngudi
da duge ghép) nén ta ¢6 phudng an méi la A3 B3 C1 D4 E5. K& dén
B va 1 tao nén mot ciip khéng bén witng nén ta cé AS B1 C2 D4 E5.
Cudi cling A va 1 lai tao nén mat cap khdng bén vitng va didu nay
dan @n phuong an tring vdi phuong an goc. Nhu vay cach lam nay
bi quan ddi véi vi dy dang xét.

Bay gid chuing ta sé nghién ciiu mot thujt toan xay dung cac cap
bén vitng dya trén § tudng giong nhu doi séng thuc cia bai toan. Mo;
chang trai X sé chgn cho minh mit cb diu, hién nhién )a anh ta sé
chon ©b6 gii dau tién trong danh sich cta minh. Néu o nay da huia
hoén (da duge chon trude do) véi chang trai khdc ma cd ta thich thi
anh chang X phai chon nguti phy na k& tigp trong danh sich cua
anh ta, qua trinh nay tiép tuc t6i khi X tim duge mot od Y chua dudge
hia hon hay la co gai thich anh ta. N&u Y chua dude hita hon thi cd
ta sé dugc g cho X va chiing ta sé ti€p tyc cho ngudti dan dng k& tigp.
Néu Y da duge hita hon thi sé hay bo cude dinh hon va ga cd ta cho
X (vicd ta thich X), va ching ta ti€p tuc véi anh chang vira bj tir hon.

Phuong phap nay c6 lé duge md hinh tr mét ciu chuyén trong
cic tieu thuyét cia thé ky 19, ching ta sé kim tra cin than mot s8
truting hop dé thiy né cho ta phudng an bén virng. Hinh 34.5 minh
hoa tuan tu ciac budce cia thuat toan. Trude tidn chang A chon nang
2; k& dén B chon 1; k& dén C chon 2 nhung khéng duge va anh ta lai
chon 3; k& dén D chon 1, vi 1 thich D hon B nén huy bd sy hita hon
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Hinh 34.5 Gidi bai toan hon nhén bén viing
ciia B va 1, va ga 1 cho D; ching ta bat dau lai véi chang B, B chon
2. vi 2 thich B hon A nén huy bo sy hua hon cua A va 2, va ga 2 cho
B: k& dén A chon 5, ching ta c6 mot tinh hudng bén viing tam thai.
Poc gia thi kiém tra tiép cho chang E. Chi y ring E dong vai 'trd
ngudi hon phu hai [an trong qua trinh xu ly.

Bude dau tien trong viec cai dat 1a thiét ké ciu tric dd litu duge
dung cho cac danh sach sd thich. Day la cac xAu don ma chung ta da
thdly qua cac vi dy cua Chuong 3 va noi khée, nhung viéc lya chon
mot biéu dién dac thu cing c6 kha ning anh hudng dén tinh nang
cua thuit todn.

Bdi vi tit ca cac danh sich sd thich ¢6 cung do dai, cai diat don
gian nhat la dung mang hai chitu. Vi du prefer[m,w] la ¢d gii thi w
trong danh sich sd thich cta chang trai thd m. Hon nda ching ta
éAn theo doi xem mdi chang trai da xu ly dén dau trong danh sach
oia anh ta. Dieu nay c6 thé duge thyc hién nhd mot mang mot chiéu
next. mang nay khdi tao dén 0 va next/m]+1 la chi s cua cd gii ké
tip trong danh sich cia chang trai thid m; chi danh cta cd ta sé la
prefer[m,next[m J+1].

V&i mbi cd gii, ching ta can theo ddi vi hon phu cua cd ta
(fiancée[w] sé1a chang trai di hua hon vdi cd gii w) va chiing ta can
tra 161 cAu hoi “ngudi dan dng thi s c6 duge thich hon so véi nguoi
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dan ong fiancéefiv] hay khdng?”, Cau tra 13i nay ¢b thé duge giai
diap bang cach tim kiém tuan ty cho tdi khi s hofie fianéefw] dude
tim thdy, nhung cdch nay sé khong higu qua néu ca hai nguti deu &
gan cudi danh sach. Thay vi viy, ching ta s& dung mot danh sach
“ngude”: rank{w,s] la chi sd cua chang trai tha s trong danh séach sa
thich cua ¢ w. Trong vi du trén thi rank{1,1} 1a 2 bdi vi A (chang
trai thut nhat) dung tha hai trong danh sach cia sd thich cia b gai
thua nhat, rank{5,47 1a 1 bdi vi D (chang trai tha tu) dung dau tién
trong danh sdch sd thich cua 0b gii thd nam. .,

Sy phu hgp cua vi hon phu s ¢6 thé dude xac dinh rit nhanh
chéng bang cich kitm tra xem rankfw,s] o6 nho hdn
rank{w,fiancéefw]] hay khong. Cic mang nay dude xiy dung dé
dang va trye tiép tir cac danh sich sd thich. Dé khdi dau, ching ta
dung mot “linh canh” la chang trai 0 dé khdi tao cho vi hdn phu va
dat anh ta & cudi tit ca cic danh sich 6 thich cla cac ¢d gii.

Vi ciu trie dit lidu duge khoi tac bang phuong phap nay, viéc cii
dat c6 thé thye hién dé ding nhu sau:

for m:=1to N do
begin - s:=ny;
repeat
nextfsj:=ncxt{s]+1; w:=prefer{s,next{sj];
M rankfw,sj<rankfw,.fianccefw]] then
begin & =fiancécfw]; fiancéefw]:=s; s:=t end;
until s=0;
end;

Moi vong lap & bit dau bdi mdt chang trai chua hita hon va két
thuc véi mot cd gai chua hua hon. Vong lap repeat phai két thic boi
vi moi danh sdch cia mot chang trai chia moi cd gii va mdi [an lap
da tang thém danh sach cua mdt chang trai nao dé, va mot cd gai
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chua hua hon phai duge thiy trude khi danh sach cia mdt chang trai
bat ky duge xu ly. Thuit toan sé cho ta cdc cude dinh hon bén wing
boi vi moi cd gii néu duge mdt chiang trai nao d6 thich hon vg chua
cudi cua anh ta sé duge ga cho nguisi ma ¢b ta thich hon anh ta.

Tinh chit 34.2 Bai todn hon nhan bén vitng cé thé dge gidgi véi
thoi gian tuyén tinh.

Nhu da chi y & trén, méi [an lap trong vong lap gia ting danh sédch
sa thich cua m{t chang trai nao d6. Trong trudng hgp xédu nhat tit
ca cac phan ti cia mbi danh danh sich déu duge kiém tra (nhung
khong c6 phan ti nao duge kiém tra hai [an). That ra thuit toan o
the doi hoi it thdi gian hon né can d€ xay cic danh sach, bdi vi mbt
phuong an bén vitng c6 thé duge tim ra trude khi tit ca cic danh
sach dugc xu ly.

Cé nhiéu thién vi hién nhién trong thuat todn nay. Trude tién,
chang trai duyét qua cic cbd gai trong danh sdich, trong khi cic cb gdi
phai cht dgi mdt chang trai “dung y”. Sy thién vj nay co thé duge
hi¢u chinh bang cich thay déi thd ty nhip cia cic danh sach sd
thich. Viéc lam nay sé cho ta phudng 4an bén viing 1E 2D 3A 4C 5B,
trong dé mai b gdi déu chon duge ngudi minh thich nhat ngoai tri
cd thu 5 phai lay chang trai thit hai trong sich cia minh. Néi chung
6 thé cé nhiéu phuong an bén wing, co thé néi day la mot phudng
an “toi wu” cho ciac phu nit theo nghia khong eé mot phuong an bén
vilng nho khac kim cho cac ¢d gii eo6 thé chon tdt hon.

Mot dac diem thién vi khdc cla thuit todn la th ty ma cdc chang
tral dugc chon lam hon phu: gitta chang trai diu tién va chang trai
cudi cung thi ai nén duge phép chon trude? Cau tra i la thi ty nay
khong quan trong, Khi méi chang trai lya chon va médi cd gai dong
y nhd dya vao danh sich cua ho thi eie két qua s& nhu nhau.
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Hai trutmg hgp diic bigt ma ching ta vira khao sat da cho thiy sy rée
r0i cua biai toan déi sanh. Mae du cde thuat todn cy thé nay 6 ich
trong nhigu ing dung thye t& nhung nhiéu dng dung khac c6 thé doi
hoi ghiai quydt tong quat hon.

Mbt so bai todn tong quat da dude nghién citu nhu: bai todn dsi
sanh cyc dai cho do thj tong quat (khéng nhat thiét 12 do thj hai
phiin}; bt todn ddi sinh c6 trong cho d6 thj hai phan, trong doé cic
canh da duge dat trong lugng va viee dai sanh phai thue hién sao cho
tong trong lugng tim dugc la toi da; va bid toan ddi sanh o6 trong cho
do thi tong quat.

Viée doi siinh ¢6 trong s8 cho cic dd thi hai phan va cic tdng quat
- hoa tuong ty 6 the duge giai quyét bing cich md rong thuat todan
cho cic timg quat hoa cua bai todn dong chiy trong mang ludi. Tuy
nhién doi vdi ciac do th tong quit thi lai la mdt chu chuyén khdc. Bai
todan hon nhan bén vitng 06 thé xem nhu mot cich d8 né tranh bai
todin ddi sinh ¢6 trong cho dd thj tong quat biing cich dinh n ghia lai
bai todn.

Néu can biin day du hon vé véin de ddi sinh trong cic db thi téng

quat thi ¢o phai cn tron mot quyén sdach, day 1a mdt trong cdc bai
todn duge nghién cuu rong mi trong ly thuyét do thi.
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BAI TAP
1. Tim tat ca cac bd déi sanh nam canh cua do thj bai phan trong
Hinh 34.2.

2. Dung thuat toan da cho d@ tim ra cdce bd dbi sdnh cue dai cho cic
do thj hai phan ¢6 50 dinh va 100 canh. Cé khoang bao nhiéu canh
trong moi b ddi sAnh?

3. Xay dung mot dd thi hai phan gom 6 niit va 8 canh ma ¢6 mot bd
d6i sanh 3 canh. Néu khong duge hay chiing minh khong ton tai
d6 thi nhu thé.

4. Gia su rang cic dinh trong mot do thj hai phan biéu dién cic cong
viec va con ngudi, moi ngusi dude giao cho hai vige. Cé thé dung
thuiit toin dong chay trong mang ludi d& giai bai todn nay hay
khong ? Ching minh tra lgi cua ban.,

5. Hay sua doi chuong trinh dong chay trong mang ludi cia Chuong
33 dé Igi dung cAu tric dic bigt ciia mang ludi 0-1 xuat hign trong
bai toan ddi sanh cua doé thj hai phan.

6. Hay viet mot chuang trinh hiéu qua dé xac dinh xem mot phuong
an cua bai toan hdon nhin 6 badn vitng hay khong.

7. Co thé dé cho hai chang trai chon ¢d gii cudi cliing cua danh sdch
cua minh trong thuit toin héon nhan bén wviing hay khong?
Ching minh tra 16i cua ban.

8. Xay dung mot thp cac danh sich so thich vdi N=4 cho bai toan
hon nhian bén ving trong dé moi ngudi chon duge ngudi thit hai
trong danh sich s thich cua minh hay ching minh rang khong
ton tai tip hap nhu the.

9. Cho bigt ciiu hinh bén vitng cia bai todn hén nhin trong trutng
hgp cac danh sich sd thich cua cic chang trai va cic ed gii 1a nhu
nhau theo thi tu ting.

10. Chay chuong trinh hon nhan bén wing véi N=50, st dung cac
hodn vi ngau nhién cho cic danh sich sa thich. Cé6 khoang bao
nhieu cujc héon nhan trong sudt qua trinh thiyte hien thuat toin?
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Chuong nay gidi thidu cac thuat todn ding may vi tinh dé tao cic s8
nghu nhién. Mac di ching ta da gip cdc s8 ngiu nhién trong nhigu
phan cia quyén sach nay,nhung & diy ching ta bat dau thi xét xem
chinh xac chung la gi.

Thong thudng, trong cic cude doi thoai, ngudi ta dung thuét ngd
nghu nhién khi muén néi dén sy thy y. Mt ngudi doi hoi mot 6
nghu nhién, nghia la khong chud y dé 1a s8 may, s6 nao cing duge.
Ngudgc lai, 38 nghu nhién 1 mdt khai niém todn hoc dude djnh nghia
chinh xac: moi s6 déu cé kha nang xuit hién tuong dudng nhau.

D& dap ing dugc dinh nghia sd ngiu nhién néu trén, ching ta
phai gidi han cdc s8 duge dung vao mdt pham vi nhit dinh. Khong
thé c6 mot s8 nguyén ngiu nhién, chi e mdt s6 nguyén ngiu nhign
trong modt mién xac dinh nao do.

Thong thudng, trong hiu hét cic trugng hgp khong chi can mét
sd nghu nhién, ma can dén day s0 ngiu nhién. Khi d6, toan hoc dy
vao: ¢an ching minh nhidu mat vé cde thude tinh cua day sd ngau
nhién. Vi du trong mot chudi dai cdc s6 ngiiu nhién cia mit pham
vi nho, ching ta 6 thé mudn biét gia trj vé s Ian xuat hién.

Chudi 6 nghu nhién tuong ty nhu phiéu trudng hgp trong tu
nhién va modt sb lugng dang ké cac thude tinh cia ching da duge biét
ro. Dé thich hdp vdi cdce sit dyng hign hanh, ching ta sé xét dén cic
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s& cua chuoi ngiu nhién nhy 1a cdc s§ ngiu nhien.

Khéng oo cach nao dé tac ra cice s nghu nhién thue sy ti mot
may vi tinh. Mot khi chuong trinh do chung ta viét, thi chac chén
cAc 5§ no ta0 ra 6 thé suy luan dude, vily thi ching ¢o thé nao Ia
ngau nhién ? Phuong phap tot nhit chung ta hy vong la viét cac
chuang trinh dé tao ra cic chudi 8§ ¢6 duge nhidu thude tinh gidng
nht cic s6 ngau nhién. Cic s§ nay thuing duge goi 1a cac 8 gia ngau
nhién (pseudo-random). Ching khong thue sy ngiu nhién nhung
ching c6 thé hitu dyng nhu su xap xi cda chc s5 ngau nhién (cing
nht cac sé kieu chim dong duge dung ia sy xAp xi cla céc sb thuc)

Trong mdt vai tinh hudng, mot it thude tinh coa cac s ngiu
nhién thi quan trong trong khi céc thude tinh cbn lai thi khéng can
thiét. Trong trusng hop 46, ¢an tao cic s8 gin nghu nhién, ching
chic chiin cd cde thude tinh mong mudn nhung khéng hita hen sé c6
cac thude tinh khic. Trong mdt s8 dng dung, cac sd gin ngiu nhién
cd thé chitng minh 1a thich hap hon chc s8 gia ngiwu nhién.

De thiy riing vite lam cho gan ding thude tinh “méi s8 6 kha
nang xuat hién nhu nhau” trong mot chudi dai vin khong du dung.
VI dy, moi 86 trong doan [1,100] xuit hiégn 1 lan trong chudi
(1,2,...100), nhung chubi nay khong chie la hiru dung nhu mot chudi
gan tuong dusng chudi nghu nhidn.

Trong thyc t&, trong mot chudi ngaiu nhign gom 100 s& thude
mién xac dinh [1,100], thyc ra, mOt vai s& sé xuit hidn hon mot fan
va mot vai s§ khac thi khéng 6 trong chudi. Néu khong dat dugc
diéu nay trong mot chudi gia ngfiu nhien thin ghia la da ¢6 didu gi sai
sot trong vige tao chudi. Nhieu phuong phip kiém tra phic tap dat
o8 sG trén cic nhan xét kidu trén da duge ap dung cho cdc phudng
phap tao chuéi ngiu nhién, d& kidm tra xem 1 chudi 3 gia ngiu
nhién dai cé mdt s5 thude tinh cua chudi ngau nhigén khong. Cach
- tao s8 ngau nhidn ma ching ta sé xem xét da vugt qua rit tst cac
kiém tra nhu vay. Ching ta cung € xem xét mdt trong cic kiém tra
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quan trong nhat, doé la kiém tra Chi binh phuong (chi-square).

Chiing ta s ban ky vé cdc s8 ngiiu nhién phan b deu, vdi cac gia
tri xem nhu tudng duong nhau. Cling tuong ty cho cdc sb ngau
nhién tuiin theo cic phan phdi khong dong déu, véi mot sd gia trj o6
nhiéu han mdt s6 khie, Cac s8 gia ngiu nhién véi phuong phap phian
phoi non-uniform {(khong dong déu) thutng bao gom bai thyc hién
vai phan phdi kiéu uniform tao thanh.

Da s6 cic ing dung trong quyén sich nay dung cic s8 ngiu nhién
phan bo déu. Nhu ching ta sé thay, khé ma thuyét phuc rang cac s8
ngau nhién ching ta tao cd “tit ca” cac thudc tinh cia sd ngiu
nhién. Pay cing la mét vin d& quan trong ddi vdi cdc phuong phap
phan phoi khéc.

CAC UNG DUNG

Nhu chiing ta da thay trong quyén sich nay, nhidu ving dung da s
dung cac s0 ngau nhién rat hiu higu. Mot trong sd d6 1a trong thuit
todn mat ma, vdi muc dich chinh 1a ma héa mot thong diep dé chi co
nguti nhin méi doe duge ching. Va nhu chiing ta da thay ¢ chuong
23, mpt cach dé lam vige nay la lam cho thong diép 6 vé nhu nghu
nhién bang cich dung modt chudi gia nghu nhién dé méa héa va ciing
vdi chudi 46, ngudi nhan ¢d the giai ma dudc.

Mot linh vue khac cing su dyng ring rii cie 30 ngiu nhidn la md
phong. Mot simudation dic trung bao gom mot chuong trinh ldn
theo kiéu mot s khia canh cua thé gisi thuc: cdc s8 ngiu nhién thi
rat ty nhien, thich hgp kam da lieu nhap cho cic chuong trinh nhu
vily. Ngny ca khi khong cAn cace s8 ngiu nhién, simulation van can
cac sd tuy y dung lam d li¢u nhap, va diéu nay dude cung cap rat
thufn l¢i bdi cie cong cu tao s6 ngiu nhién.

Khi mot s8 Tugng 16n dif licu duge phan tich, doi khi chi can xd
ly trén mit tip con nhod cua né biing cich lua chon theo kiéu thu
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ngau nhién, 1a dia. Nhing ap dung nhu vily rit phd bién, ding chi y
nhat la viéc tham do chinh kién cia dan ching .

Chung ta thutng can phai ¢ mot sy lya chon gida cac phan tu
ma tat ca déun c6 vé twong dudng nhau, nghia la phai “tao mot quyét
dinh”. Vi dy nhu phm:mg phap 4p dung trong cdc trudng trung hoc
dé snp xép phong ngt cho hoc sinh la mét minh hoa clia viee dung

s0 ngau nhién trong viée tao quyét djnh Iva chon. Trong truong hgp
nay, trach nhiém quyét dinh duge giao cho “s& phan” (hay may
tinh).

Ngay trong quyén sich niy cic ban ciing o6 the thay vige sit dung
rong rai cac s6 ngiu nhién trong viec md phong: cung cip s8 litu
nhip ngiu nhién hay tiy v cho cac chuong trinh. Mot dng dung
khac nita la viée tao thuan lgi biing cich dang cde s8 ngiu nhién dé
thu hay gitip cho viée “tao quyét djnh”. Vi dy chinh la thuat tosn
Guicksort va truy tim chudi Rabin-Karp (chuang 19).

PHUGONG PHAP PONG DU TUYEN TiNH

La phudng phiap noi tiéng nhait dé tao s ngfiu nhien, dude si dung
gan nhu doc chiém ké tir khi D. Lehner dua ra vao nam 1951 Doan
chudng trinh sau tgo ra N s6 nglu nhién cho mang A:

alOf : = seed;
for i: = 1 to N do ofij:=(afi-1]*6 + 1 ) mod m;

Vdi ba hiing s6 seed, b va m.

Trong thuit toin nay, dé tuo mdt s6 nghu nhien mdi, ta diung sd
trude d6 nhan vdi b, cdng thém 1, va lay phan du trong phép chia
(két qua) cho m. Nhu vty s8 nhin duge ludn nam trong doan tir 0
dén m-1. Ditu nay rit thich hdp dé su dyng trong may vi tinh, bdi vi

ham mod thuting dé cai dﬁt néu ching ta khong xét dén tinh hudng
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tran trong cac phép toan s6 hoc, khi ma hau hét cac may vi tinh déeu
loai cac bit bj tran va vi viy thue hién rit hi¢u qua phép toan mod
véi m bang mot s8 1dn hon gia tri téi da cia mdt word trén may. Han
niia, cic s6 thi khong thyc sy nghu nhién, chuong trinh chi tao ra
cac s ma ching ta hy vong sé xuiit hién nghu nhién cho vai tién
trinh khac.

Trong thi cd ve don gian, nhung phudng phip tao s& ngAu nhién
dang du tuyén tinh da la chi dé cda nhidu tap sich toan khé va chi
tigt. Chiing cung cap cho chung ta mot sé hudng dan trong viéc chon
cac hitng s3 seed, b va m. Vai nguyén tic tong quat duge viin dung,
nhung trong trudng hdp nay sy tdng quat khong di dé bio dam cac
s6 ngdu nhién tot.

Truéc hét, m nén l6n, né cé thé Ia gia tri tdi da cia mdt word,
nhung cing khdng can phai hoan toan ldn nhu vay néu khong tién.
Thong thutng, chonm la mot lay thira ctia 10 hay 2 1a thuan 1¢i. Thu
hai & khong nén qud 16n hay qua nho: mot lya chon an toan la dung
mot s& co it hon m mot chir s8. Thit ba, b nén 1a mdt hiing s0 tly y,
khong then mdt mim rigng nio ci, ngoai trif né nén két thuc boi
x21. vdi x chiln, la yéu chu cudi cung, mot dic quyén phai duge
thira nhan, nhung né tranh dudge mot vai sy cd ¢ thé xay ra ma cic
phan tich todin hoc con dé ha.

Cac quy luat néu trén duge phat trién bai D.E. Knuth. Knuth
chitng minh rAng cde sy lya chon nay lam cho phuong phap day da
tuyén tinh tao ra chc s6 ngiu nhién t5t, thda man duge nhiéu kiem
tra thong ké phitc tap. Vin dé cd kha nang nghiém trong nhat, la tao
ra mot chu ky nho so vai mién xic dinh cua né. Vidu nhu vdi b=19,
m=381, sced=0, sé tao ra chudi 0,1,20,0,1,20,... mjt chuoi khdng
ngau nhien trong khoang tir 0 dén 380.

Ding tide 1a khong phai tit ca cie khé khian nhu vy déu dé nhan
ra. Vi viy tot nhat 1a nén theo cdc chi din do Knuth dua ra, dé tranh
duge cac cam bay tinh t& ma ong da kham pha duge.
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Gia tri khai dong bat ki nao ciing c6 thé sg dung duge trong vide
tao cac s ngau nhién ma khdng cé anh hudng gi dac biét (di nhién
la ngoai trit viee gia tri khai dong khie nhau thi tao thanh cac chudi
ngiu nhién khic nhau). ThuGng thi khong can phai luu tni ca chudi
nhu trong chuong trinh néu trén. Nguge lai, ching ta don gian gi
lai trong mot bién toin cuc a, khdi dong vai mot gia trj nao dé, roi
cap nhit bang phép tinh a:=(a*b+1) mod m.

Trong Pascal (va nhitu ngdn ngit lap trinh khac), chiing ta con
mot bude nita mdi c6 thé thyc hign dugc, bdi vi chiing ta khong duge
phép bo qua tinh trang tran: né duge dinh nghia 1A mdt trusng hap
16i ma o6 thé tao ra cac két qua khéng dy doin duge. Gia si rang
may vi tinh cua ching ta cd word 32 bit, va chung ta chon
m = 100000000, b=31415821, va khdi dong a=1234567. Tit ca cac
gia trj nay deu nhé hon gia tr t6i da ctia mot s8 nguyén, nhung phép
toan dau tién @*b+1 da lam train. Phan cta két qua da giy ra su tran
thi khéng cé quan hé vdi sy tinh todn cia chiing ta bai vi chiing ta
chi quan tam dén 8 ky s& sau. Mot thu thuat dé loai bo sy tran Ia
phan nho phép nhan ra lam nhisu phan, Dé nhan p va g, ching ta
viet: p = 10%py+ pyva q = 10449, +q,

Do d6 két qua la:
PfI=fm“P1+Pw’f“104f?1+'—'}nJ=194}"101+104@’1‘}11+P{H11+Pn‘?0

Bay git, ching ta chi muén 8 ky s5 cho két qua, vi the ching ta
c6 thé bo qua s§ hang dau tien (104p,q,) va bd qua 4 ky s dau cia
s0 hang thy nhi (104 (P19g+Ppeqy)) Diéu nay din dén chudng trinh ¢
trang sau.

Ham mudt trong chuang trinh niy tinh (p*q mod ) khong bj
tran khi ma m nho hon 1/2 gia tri sd nguyén tdi da. Ky thuat nay
hién nhién c6 thé dap @ng vdi cic gid tri m1 khdc theo nguyén tic
m=ml*mi,

Khi chay chuong trinh véi di lieu nhap N=10 va q=1234567,
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program random finput,output);
const m=100000000; m1=10000;b=31415681,
var i,aN:integer;
function multip,q:integer):integer;
var pl,pO,ql,q0:integer;
begin
pl:=p divml; p0:=p mod mi;
gl:=q divml; qU;=q mod ml;
mult:={{(p0*q1+p1*q0)mod m1}*mi1 +p0g0) mod m;
end;
function random:integer,;
begin
a={multfabl+ 1) mod ni;
random. =a;
end;
begin
reacliniN,a);
for i:=1 to N do writeln(random);
end. |

chuong trinh nay sé tao duge 10 sO nhu sau 35884508, 80001069,
63512650, 43636651, 1034472, 87181513, 6917174, 209855,
67115956, 59939877. Trong cac s nay, cé vai sy khong ngiu nhién:
vi dy, cdc ky s0 sau cung (hang don vi) xoay vong qua cic ky sd ti
0 dén 9. Dé dang ching minh duge diéu nay sé xay ra tir cong thic.
Noi chung cac ky s6 bén phai khong thit su nghu nhién, thye t& d6é
la ngudn goc cua cac 16i thong thudng va quan trong trong viée st
dung phuong phidp tao s6 ngiu nhign dong du tuy&€n tinh.

“huong trinh sau diay 1 mdt chuong trinh do, tao céc s& ngiu
nhién trong gidi han [O,r-1}:
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—__-_—’—'-—'_-___.__"_-“—_
function reandombadir:integer):integer;

begin - @ =(muitib,a)+ 1) mod m;
randombad: = a mod r;
end;

Cac ky s0 khong ngiw nhign bén phai la cac ky s& duy nhat dude
su dung, nén chudi két qua chi cé duge it thude tinh mong mudn.
Van dé nay o6 thé dé dang khic phuc bang cach dung céc ky s8 bén
triai thay thé.

Chung ta mudn tinh mot con s gitta 0 via r-1 bang cong thitc a*r
div m, nhung mot [an nda, lai phai tranh tinh hudng bj tran, nhu
trong phin cii dat sau.

s ——————
function randomintir:integer)integer;
begin a'=imultia,bj+1) mod m;
randomint: =(fa div nid)*r)div mi;
end;

Mot ky thudt thong thuting khae la tao s0 thyc n gau nhién gita
0 va 1 bang cdch xem cdc s3 tao nhu trén 1a phan thap phan véi
chim thip phan ¢ bén trdi. Didu nay o6 thé cai duge dé dang bang
cach tra vé gid trj thyce (real) a/m thay vi sd nguyen a. Khi dé ngusi
st dung ¢o thé nhan duge mot 8 nguyén trong gidéi han [0,r) bing
cach don gian nhin gid trj niy vdi r va cit ldy phan nguyen cua két
qua. Hay ¢6 the néi mot sd thye ngiu nhién gita 0 va 1 c6 thé mdi
chinh la cac sd can thiét.

PHUONG PHAP PONG DU CONG

Mot phudng phip khic dé tao cic s6 nghu nhién dit oo s3 trén “cac
thanh ghi djch chuyén hoi tiép tuyén tinh” duge si dyung trén cic
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Hinh 35.1 Mot thanh ghi dich chuyén hoi tép tuyén tunh 4 bit
may ma hoa trude day. Y tudng bat dau véi mot thanh ghi chita mot
mau tuy y (khong phai tit ca 0), sau d6 chuyén sang phai mot budc,
bo vao cac vj tri bj trong ¢ bén trii (do chuyén) biing mot bit duge
xac dinh theo ndi dung cua thanh ghi.

Hinh 35.1 md ta thanh ghi dich chuyén haéi tiép tuyén tinh 4 bit,
vdi bit mdi duge tao theo cong thite: biang eXclusive OR (XOR) cia
‘hai bit phai nhat cua thanh ghi dé. Vi du: Néu thanh ghi duge khai
tao la’1111 thi sau dich chuyén, ndi dungla 0111 (0=1 XOR 1),tiép
theo sé la 0011, 0001, 1000, 0100, 0010, 1001, 1100, 0110, 1011,
0101, 1010, 1101, 1110, 1111. Khi chiing ta nhan lai mau khdi tao,
tién trinh hién nhién da lip lai (xoay vong). Chi y ring tit ca cac
mau bit c6 thé coé (khong phai 0) déu xuit hign: gia tri khai dau lap
lai sau 15 budec.

Tuy nhién, néu chiing ta thay doi cic vj tri “rit ra” (cic bit dung
dé tinh gia trj cho hoi tiép bén trai) thanh bit 0 va 2 thay vi 0 va 1
nhu trén (thi tuy tinh tir phai sang trai) thi ching ta nhan duge chubi
1111,0111,0011, 1001, 1100, 1110, 1111, khong phai chu ky day di
nhu trude. Chung ta lai mudén bao dam rang luén nhin duge mot
chu ky day du.

Thong thudng vdi thanh ghi n-bit ching ta c6 thé sip x&p dé
chiéu dai vong lap 1a 20-1. Vi vy, véi gia trj n 16n, cic thanh ghi n-bit
tao duge chudi nghu nhién kha tot. Dién hinh, ching ta thutng hay
dung n=31 hay n=63,



208 PHUONG PHAP PONG DU CONG

Cang nhu phudng phip dong du tuyén tinh, cac dae tinh toan hoc
cua cac thanh ghi nay da duge nghien ciu rong rai. Vi dy, cd nhiéu
phuosng an lya chon vj tri “mit ra” (dé tinh g1a trj cho bit trai) ap
dung cho nhiéu loai kich thude thanh ghi dé tao dude tit ca cde mau.
Vidy, vdi n=31, cic vj tri rit ra cé tho 1a 0 va mot trong cac vj tri:
4, 7.8, 14, 19, 25, 26 hay 29.

Cac gia tri lién tiep cua thanh ghi khdong hiu dung nhu mdt chudi
ngiu nhién, boi vi hiw nhu chi 6 mét bit goi len nhau trong mot cip
gid trj lién tiép. Han nia, thuc hién theo kiéu nay giong nhu tao mot
chudi bit nghu nhién (bit trdi nhit cua thanh ghi), trong vi du néu
trén la chuoi 1000160110110111. Nhu da de cap d chuong 23,
phudng phip nay thich hgp vdi thao tic cryptography boi vi o6 thé
tao ra cac chudi bit diai tir eic khoa nho.

Mot van dé can chu y khic 1a c6 the tinh todn mdi [an mot word
thay vi moi [an mét bit theo cung phuong phap dé quy nhu trén.
Trong vi dy trén, néu si dung phép toan bit XOR cho hai word k&
tiép, chung ta tao duge mot word.sé xuit hién tai ba vij tri sau dé
trong danh sich, Diéu nay giip ta 6 duge mot phuong phap tao s8
ngau nhién co thé dé dang dp dung cho may vi tinh. Dung thanh ghi
dich chuyén hoi tip vdi hai bit 13y ra tinh todn la bit thit b va thi C
cing gitng nhu ding cdng thuc d& quy sau:

afk] = (afk-6]+afk-c]i mod m

Dé thich hgp véi phuong phap thanh ghi dich chuyén, phép toan
oong (+) trong cong thuc nity nén duge thay the biing phép todn
trén bit eXclusive or (XOR). Tuy nhién, dieu nay chuing to rng ¢b
thé tao duyc cie 6 ngiu nhién tat ngay ca khi chi dung phép ocdng
s0 nguyén thong thuing ma thei, Phuong phip nay goi la dong du
cong (addditive congrucntial).

Bit phai nhiit cua cic s6 trong phuong phap nay cling gidng nhu
cac bit trong thanh ghi djch chuyén hai tiép tuong wng. Do d6, s5
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bude dat duge trude khi bat dau iap Ly, it nhat cing bin g chiéu daj
cua chu ky lap. Ngoai ra, mot s6 két qua cing da duge dua ra ve cac
sO duge tao theo kiéu niy: co s6 dé tin vio ching chi y&u theo kinh
nghiém {(ching vugt qua duge cac kiém tra thong ke).

Bé cai dat chudng trinh tao s8 nghu nhién theo phuong phap
dong du cong, ching ta cin gid mot bang gom ¢ phan ti, luon chita
¢ s0 duge tao gan nhit. Viée tinh todn duge tiép tuc bang cich thay
thé mt trong cic s0 trong bang bing tdng hai s6 khac trong bang.
Khai dau, bing nén gom cic 8 khéng 16n qua va ciing khong nho
qua (mot cich tao dé dang la diung phuong phap dong du tuy&n
tinh).

Knuth khuyén nén chon b=31, e=55. Khi d6, eliing ta can phai
gitt lai 55 30 dude tao ghn nhat. Ciu trdc di ligu thich hgp la dung
hang dgi (quene, xem chuong 3), nhung bdi vi kich thude ctia bang
cd dinh nén ching ta chi duing mdt mang kich thude d6, véi chi sd
xoay vong nhu sau:

procedure randinit(s:integer);
begin /0 =s; j:=0;
repeat j:=;+1; afj:=(multdh,qafj-17)+ 1} mod m;
until j=54;
end;
function randomint(r:integeriinteger;
begin  j:=(j+1) mod 55;
afj:=af(j+23) mad 55]+af(G+54) mod 55]) mod m;
randomint:=(tafj] div mi)*r) divmli;
end;

Bién toan cuc a duge thay biing mdt mang va mot con tro chi si
(7) trén mang. Dung lugng 1dn cua bign toan cuc (mang o) a mét
khuyet ditm cua phudng phap tao niy trong mét s8 ing dung.
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Nhung no cing chinh la mit Igi diém, bdi vi n6é lam cho chu ki 1ap
rat dai (it nhit 13 295-1 ngay ca khi m nhd).

Ham randomint tra vé mot sd nguyén gitda 0 va r-1. Va di nhién,
chung ta cing cd thé de dang thay doi nhu phan trude 48 tra vé mdt
a8 thye ngAu nhién gida 0 va 1 (afjjim).

KIEM TRA SU NGAU NHIEN

Thudng cd thé dé dang nhin ra mdt chudi khdng nghu nhién, nhung
that khé chiing minh ring mét chuoi la ngau nhién. Nhu da dé cap
trude day, khong o6 chudi nao dude tao bang méy vi tinh 6 thé thyc
su ngau nhién, nhung ching ta c6 thé ¢6 duge modt chudi thé hién
nhieu dic tinh cua cic s6 ngau nhién. Rai thay, thuong khong thé
xdc djnh chinh xde thugc tinh nao cia s0 ngiu nhign 1 quan trong
doi vdi mot trinh ing dyng die bigét. Hon nia, lic nho cling nén nghi
dén viee thue hign mot vai kiéu kiém tra trén phudng phép tao s
ngiu nhién, dé dam hao ring khong cé nhitng tinh hudng suy thodi
xay ra. Cac phuong phiip tao s ngiu nhién cd thé rat tét, nhung khi
né xau thi sé rat kinh khung.

Nhigu kieém tra da duge trien khai dé xdc dinh mot chudi 6 duge
nhidu thude tinh cta chuoi ngiu nhién thye sy hay khong. Hau hét
cac kiém tra nay déu c6 cd sd thue sy gid tr] trong todan hoc va rit
nén xem xét thém chdng chi tiet ngodi pham vi cia quyén sdch nay.

Trong sb A6, kiém tra chi-binh phuong, mot kiém tra thong ke,
ca ban chit co ban, dé cai dat v hiu dung trong nhiéu ing dung. Vi
vily, chung ta sé xem xét no chi tiét hon.

Y tudng cia phuong phap chi-binh phitong la xét xem cac s8 tao
ra ¢6 phan bé mot cich hgp Iy hay khong. Néu ching ta tao N s6
dudng cd gia tri nho hon r, thi ching ta mong muén nhan duge
khoang N/r sd cho méi gia trj. Nhung, va day ciing chinh la ctt 161
cua van de, so [an xuat hién caa tit ca cice gia trj loi khéng nén lic
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nao cing bang nhau, vi nhu thé thi khong ngiu nhién !

Ditu nay din dén viee cAn tinh todn xem mdt chudi cic sd 6
dudge phan bo gidbng nhu mdt chudi nghu nhién hay khong, don gian
nhu chudng trinh sau:

function chisquarefN,r,s:integer):real;
var i.tinteger; - arrayf0..rmax} of integer,
begin  raninit(s); '
for i:=0 to rmax do ffi]:=0;
for i:=1 to N do
begin  fr=randomint(r); flt]l:=ft]+1;
end;
=0
for i:=0to r-1 do t:=t+iJ¥i];
chisquare: =({r*t/N)-NJ};
end;

— e

Ching ta don gian tinh tdng sd cua binh phudng tan s8 (s6 [an)
xuit hién cua mdi gia try, chia cho tAn s6 mong mudn (N/r), rdi trt
bét chieu dai chudi (N).

Con s6 nay, gid tri thdng ké chi-binh phuwong, c6 thé bidu dién
theo toan nhu sau: *
(i~ Nr )2

Ny

Xé=

Vdi 0<i<r. Néu thdng k& chi-binh phuong gin véi r thi cac s6 dé
la nghu nhién, nguge lai, néu né xa r thi ching khong ngau nhién,
Khai niém gan va xa c6 thé duge dinh nghia chinh x4c hon: cic bang
hién hitu thé hién chinh xic lam thé nho lién he gita sy théng ké véi
cac thudc tinh clia chudi nghu nhién.

Déi vdi phuong phap kiém tra don gian ma ching ta dang thyc
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hién, gia tri thong ké chi nén léch modt khodng 2 Vr so véi r. Digu
nay chi ding néu N ldn hon 10r. D& bao dam, nén thyc hién kién tra
vai [an, bdi vi né co6 thé sai 1 trong 10 fan kiém tra,

Phuong phdap kiém tra nay chi dit don gian nén thich hop cho
viee két no vao bén trong mbi chudng trinh tao 56 ngiu nhién, chi dé
dam bao rang khong c6 diéu gi ngoai dy tinh o6 thé gay ra cdc vin
dé nghiém trong. Tat ca cdc thuit toan “t6t” ma ching ta da thao
luin déu vugt qua dude cic kiém tra nay, phuong phdp “xau” thi
khong.

S dung cie phuong phap tao néu trén cho 1000 s ¢6 gid tri nho
hon 100, ching ta ¢ gia tri théng ké chi-square 1a 100.8 vdi phudng
phap dong du tuyén tinh va 105.4 véi phuong phap dong du cong, Ca
hai déu dat trong viung léch 20 so véi 100 (nghia la tiong
[100-20,100+20]). Nhung vdi phuong phip “xiu” ma si dung cac
bit bén phai tit phuong phiap dong du tuyén tinh (101011), thi ia trj
thong ké 1a 77.8 hién nhién la wvigt khéi mién xie dinh tot (néu
trén).

Hinh 35.2 biéu dién tan s8 xudt hién clia mbi gia trj 100 trong ba
bang cua phuong phéip dong du tuyén tinh da da eap. Dung céic bit
bén trai (bieu do trén cing) thi rit xau, con hai bidu dd con lai thi
khong khic nhau lam: théng k& chi-binh phuong cung cip mobt
phudng cich dé nhan ra duge phép nhan khong tét.

1
L | y

iEEII . L8 B "L=|" :I;:'

i — i — I

VMinh 38.2 Tan so vudt hidn cia mdi gia tri 100 trong ba hang
cria phacong phap dong die tuyén tink
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CAC LUU Y KHI CAlI PAT

Mot s0 loi diem thuong duge thém vao dé kam cho cic thao téce tao
s0 ngau nhién hiru dung ddi v6i nhigu loai trinh yng dung. Ngudi ta
thutng tao mot hinn, khdi dong né, rdi goi Lip lai nhiéu [an, méi [an
tra vé mot s0 ngiu nhién khic. Mot eich khde [a chi goi mot [an va
no tao ra day cic sO ngau nhién cho trinh ung dung. Trong ca hai
truong hgp trén, ngudi ta déu mong mudn nhiin dude cic chudi
gibng nhau trong cic 18i goi k& tidp (dé tim 16i hay so sinh cac
chuong trinh khiac nhau trén cung da lidu nhip) va tao duge mdt
chuodi tuy y. Tit ca cdc diém néu trén déu doi hoi phai dung dén
trang thai duge gid lai gita cac 16i goi cua haim tao s8 nghu nhién.
Piéu nay co thé khéng thuin Igi trong mdt s6 moi trutng lap trinh.
Phuong phap cong hat idi la c6 mdt trang thai kha ldn (mang gitr cie
word vira taojnhung lai co mot thuin Igi 1a ¢cé6 mdt chu ki dai nhu
vay, ma ¢o thé khong ciin phai khdi tao.

Mot eich than trong dé tranh cAc sai léch xay ra trong thao tic
tao s6 nghu nhien kb lién két hai phuong phap vdi nhau (vi du nhu
dung phuong phap dong du tuyén tinh dé khdi tao mang trong
phuong phdap dong du eong). Mot cich thue hién phuong phip tao
két noi de dang la dung phuong phap thi nhit tao mot bang va thao
tdc thu hai chon cac vi tri bang ngau nhién dé lay ra eac sd cho két
xuat.

Khi tim 101 cho mdt chuang trinh, nén dung trude mot cich tao
30 ngau nhién bi thodi hod (vi du ludn tra vé 0 hay chudi ¢6 tha tu).

Nhu mot quy fufit, cic cong ey tao 8 ngiu nhién thi dé hong, va
cin phai xem xét cAn thin. Néu khong thye hien nhiéu loai kiem tra
thong ke thi khé bao dam mdt phuong phap tgoo s8 ngiu nhién la tot.
Trén nguyén tic, d2 su dyng duge mot cdng cu tao 8 nghu nhién tot
thi phai lam hét site minh, @it co s6 trén cic phan tich todn hoc va
cac kinh nghiém khic; chi dé bao dam riing cac s8 trong c6 vé nghu
nhién. Néu o6 gi sai sot, hay xét lai cac cong cu tao s nghu nhién.
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BAI TAP
1. Viet mot chuong trinh tao ra cie tir bon ky tu. Ude tinh xem
chudng trinh cua ban tao ra dude bao nhigu tir thi Rip lai.

2. Dua theo tro choi thay hai con xde xfic 16i tinh tdng nhan duge d&
tao 1a 50 ngau nhién, lam phidce tap thém biang cich cho phép con
xuc xac khong chuan (co thé cé 8 1,2,3,5,8 va 13).

3. Tinh chudi cic mau tao ra boi phuong phap thanh ghi dich chuyén
hoi tiep tuyén tinh nhu trong hinh 35.1, nhung véi vi tri mit ra la
bit dau tién va bit cudi cung. Cho méu khdi tao 1a 1111,

4. Tai sao khong dung OR hay AND (thay vi XOR) trong phuong
phap thanh ghi chuyén héi tiép tuyén tinh.

5. Viet chuong trinh too ra mét hinh nghu nhién trong khdng gian
hai chiéu (vidu: tao ra cic bits ngdu nhién, vé “*” néu la 1, “ ” néu
la 0; Vi dy khaic: dung aie 86 ngau nhién nhu la toa do trong hé
tryc Descartes hai chiéu va vé mot ky ti *“*” tai diém dé.

6. Dung thuit toin tzo s6 nghu nhign dong du cong dé tao ra 1000
50 nguyéen ngau nhién duong nhé han 1000, Thiét k& va ap dung
mot cach kiém tra xem chung o6 ngiu nhign hay khong.

7. Tuong tu bai 6 vdi phuong phap dong dif tuyén tinh va cie tham
s0 ban tu choen,

8. Tai sao khong nén su dyng, vi dy nhu =3 va ¢=6, véi phuong
phap tao dong du cong ?

9. Gia tri cua phuong phip kiém tra chi-square la bao nhiéu khi
thuat toin ludn tao ra ¢ic 30 nhy nhaa.

10. Ban lam thé nho dé tao ra ¢ie s8 ngau nhién véi m 16n hon kich
thude word.
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Mic du dang c6 nhigu thay d6i, nhung ly do d& ton tai cia nhiéu hg
théng may tinh van Ia kha nang thyc hién nhanh, chinh xac cac
phép tinh trén nhitng con s8. May tinh da dude ché tao c6 kha niang
thue hién nhing tinh toan s6 hoc trén cic s6 nguyén va sd thuye kidu
cham dong. Vi du ngon ngit Pascal ¢é hai kiéu so la integer va real,
cung vdi tiat ca cic phép tinh thong thudng trén hai kiéu d6. Phuong
phap hién nay st dung cho ciac phép tinh sd hoc la mot phan trong
viee thigt ké va kién tao may tinh va khong phai la diéu ma ching ta
quan tam tdi ¢ day (mac du mdt thuit toin mdi, nhanh dung cho
viec nhan hai s nguyén 32 bits viin ¢d thé ¢6 tAm quan trong lén).
Thay vio d6, ching ta sé thao luan vé mot sd thuit todn ap dung cho
cac phép tosan trén nhung doi tugng todn hoce phdce tap hon.

Troug chuong nay, chiing ta sé xem xét viéc 1iap trinh bang ngoén
nai Pascal nhang thuiit toin cho phép tinh c¢dng va nhiin trén cac
da thiic, s0 nguyén dai va ma trin. Nhing thuiit toin so cap trén cic
viin dé nay déeu quen thude, dé hiéu va dé lam, nhung viée van dung
cac cau tric di liéu co s3 trong nhing trudng hdp dic biét cung la
mot van dé dang nehién ciu. Ching ta sé khong nhan manh dén
nhing ap dung nhu thudng 12, ma s& xem xét tinh chat phie tap
trong tinh todn cua cac vin dé sd hoe can ban; bai vi s8 hoc cho
ching ta mit vi dy tuydt hao vé viée thé nao la vin dyng dung din
suy nghi thuit toan dé too ra duge nhitng phuong phap tinh vi thyc
sy hieéu qua hon cic phuong phap sg cip. Nghién ciiu nay thiit 1y tha,
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bdi vi ban chét lich st cia van dé: cac thuat todn trong viée thuc
nién nhitng phép tinh s6 hoc sd cip nhu cong, nhan va chia cé mot
ich su héit site xa xua, bit ngubn tit nhing nghién ciu thuat todn
trong cong trinh cua nha toin hoc ngusi A Rap al-Khowarizmi, vdi
Ol Té nén tang con shu xa hon nia tir thai nhung ngudi Hy lap va
Balylonia (mt d& quic Tay Nam A),

Chung ta sé thiy, phép nhan da thie va dac bigt }a nhan ma tran
cho ta nhing vi du chuiin mye vé sic manh caa kidu “chia dé tri”.
Rui thay, nhung thuit todn hiéu qua nay (voi ngoai 1& dac biét quan
trong cua phuong phap da duge ban luan trong chuong 41) lai khé
thye hanh; nhing phuong phap s6 cip st dung nhing ciu tric dit
lidqu co sa tat nhién dude xem la tot nhat, ngoai trir ddi véi nhang vin
dé qua rong,

sO HOC VE PA THUC

(zia sut chiing ta muon vitt mot chuong trinh cong hai da thic, nghia
la mudn thye hien nhing phép tinh nhar:

(14+2x-3xH+{2-%)=3+%x-3x3

Mot cach tong quit, gia st chiing ta mudn chuong trinh ¢6 thé
tinh rix)=plx)+q(x), trong dé p va ¢ 1a cac da thic c6 N s8 hang.
Thyc hign viec dé rit don gian véi mat biéu dién mang (array ).
Chfing ta luu trd da thuc pitj=pytpx+..+py.xN-1 bang array
plO.n-1] vdi p{jj=pj ,v.v. Sau 6, phép cong khong c6 gi ngoai
chudng trinh ¢ dong:

e ———— oy
for i:=0 to N-1 do /i =pli]+qfi};

Thong thutng, trong ngdn ngit Paseal (xem chuong 3) ching ta
phai quyét djnh trudc con 8 N & 6 thé Ién tdi cd nao &8 khai béo
mang p, q var.
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Chuong trinh trén cho thily khi da chon cach bidu didn csce da
thitc bang mang thi phép cong thue sy don gian, cac phép tinh khac
cung o thé viet dé dang. Thidy phép nhan da thic e6 thé thue hign
bang doan chuung trinh sau:

————————— e
for i:=0 to 2*N-1) do rfi}:=0;

for i:=0to N-1 do
for j:=01to N-1 do r[i+j]:=rli+j]+pli]*q{i];

Mang r phai duge khai bido ldn gip hai lan s6 s6 hang cia da thic
tich. Moi s6 hang trong N &3 h{mg cua p duge nhan vdi tiing s& hang

trong N 0 hang cla ¢, vi viy s6 [an Ip cla thuat toan nay rd rang
la binh phusng so 86 hang cia da thie.

Nhu ching ta da thily ¢ chuong 3, viée bi€u dién mot da thie
bang mdt miang chia cic he s8 cta n6 o6 Igi @iém 1a d& dang tham
chiéu tryc tiép mdt he s6 bt ky, nhung lai bit lgi d chd phai khai béo
dy t1 ¢hd cho cac con sd nhidéu hdn so lugng cAn thiét. Chang han
nhu chuong trinh trén 16 ring khang nén dung d8 nhan hai da thie
sau:

(14x 1000y ] 4 O 1KY = ¢ + 33 10000 4 o4 211

mic du, dit ligu nhip chi c6 bdn s8 hang va két qua xuat chi cé
ba s6 hang.

Chung ta cd thé biéu dién da thie bang cich st dung cie danh
sdach lién két (linked lists) vi cdng chung nhu chudng trinh add &
trang sau.

Ac da thie nhap duge the hién bang cie danh sich kit noi vdi
moi phan tif cua danh sich tuong ung voi mot s6 hang trong da thice;
da thuc xuit 1a két qui cua thu tyc cdng. Thao tac trén cic lién kit

hoan toan tudng ty nhu chung ta di thay d cic chm:fng 3, 8, 14, 29
va nhimg ché khie trong quyén sich nay.
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function odd(p,q:link)link;
var f:link;
begin &=z
repeat
newft .next); t:=t 1 .next;
it.ee=pt.ectglt.c
p:=p*t.next; g:=q %t next
until (p=z) and (g=2z);
tt.next:=z; add:=z% .next;
end;

Chuong trinh trén khong ci tién thyc sy ddi véi viec biéu dién
mang, ngoai trit diém né khéo léo xu ly sy thigu mang dong
(dynamic array) trong Pascal (vi cling hao ton chd cho cic két noi
trén tirng 30 hang). Tuy nhién, nhy vi du trén cho thay, chting ta co
thé ldi dung kha nang oo thé ¢ nhidu s hang la zero (0). Ching ta
cé thé tao nhitng phan tu cia danh sach (list nodes) chi bidu dién
cho cic so hang co hé sd khic 0 cua da thite bang cach ké ca bac cua
s& hang dugc bifu dién trong phin ti cia danh sich; nghia la moi
phin tif cua danh sach chia cic gia trj cuac vaj, dé dai dién cho e
Khi dé, viee tach chie nang: tao mot node va thém node dé vao danh
sach rat thuan tien nhu dudi day:

type link= 1 node;
nade=record creadl; jinteger; next:link end;
function listadd(t:link; c:real; j:integerhlink;
begin  ncwit t.next); t:=tY.next; t1.c:=¢ tY ji=j;
listadd:=1t;
end;

Hiam listadd tao ra mot node mdi, gin cho node cdce field dic ta
(c.j) va k&t ndi vao danh sich sau node ¢, D8 ¢6 thé thyce hien cic thao
tie tren da thue mot cdch cb té chife, ede danh sich ¢6 thé duge shp
x&p theo thiu ty tang din cua bje ().
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Bay gig, ham add trd nén ly thua hon, bdi vi né phai thyc hién mot
phép cong chi danh cho cdc s8 hang 6 cung bac va dam bao rang
khong tao ra mpt sd hang nao o6 gia trj 0.

function add(p,q:link):link,
begin
ol %
repeat
ifpty=qty/and (pt.c+g?t.c<>0.0)
then begin  L=listadditp t.e+qt.+ep t j);
p:=pt.next; g:=q1.next
end
else if ptyj<gty
then begin & =listadd(tp }.c,p 1 j); p:=p 1. .next
end
else if gl j<pt,y
then begin & =listadd(t,q *.c.q* j)
q:=q T.next
cnd;
until (p=z) and (g=z);
t1.next:=2z; add:=z1 next
end;

Xu ly nay can nhing thao tac tinh t& dé giai quy&t nhiung da thic
bi kéo gian do ¢6 nhieu phan tir 0. Bai vi, khong gian va thai gian can
cho vite xu ly cic da thdc thi ty 1@ voi 88 lugng s8 hang, chit khong
phai bac cua da thue. Cang cé nhitng tiét kiém tuong ty nhu vay cho
cac phép tinh khac trén da thuc, vi dy nhu phép nhan, thé nhung
phai dé phong vi ¢ée da thie co the bj “suy thoai” sau mot s8 lugng
cac phép toin nhu viy duge thye hign. Vige bidu dién bang mang sé
tot hon neu da thite o it thanh phan e6 hé s 0, hoiic néu bic khong
cao. Theo chiing toi biéu dién nay la dé don gian héa viec midu ta
nhitu thuiit toin trén cic da thie sé duge trinh bay dudi day.
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Mot da thic 6 thé khong chi c6 mot ma nhieu bien, thi dy can
phai xu 1y cac da thuc nhy:

1_,,_wtz+y 6 4 120y, 97148 4 £ 10001000

Trong nhing truiing hgp nay, dirt khoat phai can dén cach biéu
dién bang danh sdch lien két: vide lya chon (cic mang nhigu chigu)
¢o thé doi hoi rat nhiéu chd. Md rong chudng trinh listadd 6 trén dé
xu 1y cac da thuie nhu vay khong khé khan gi.

NOI SUY VA TiNH GIA TRI DA THUC

Chung ta hay xem tinh gia tri cua mot da thic tai mot diem xac dinh
nhu thé& nho. Thi du dé tinh:

plx)=x+3x3-0x2+ 2x + 1

cho mot gia tri x bat ky, ta ¢o thé tinh x4, roi cong vai 3x3...
Phuang phiip nay doi hai phai lap lai viée tinh cac lay thita cua x,
ching ta ¢ the Ivu lai két qua moi fan tinh lay thita cua x, nhung
nhu thé lai ¢in luu tri qua nhiéu.

Mot phuong phip don gian tranh duge tinh trang lap lai nhiéu
[an mot con tinh vi khong sut dung qua nhigu chd luu tri duge goi
la quy tac Horner: fin lugt thye hién cie phép tinh nhin va cdng
tuong wng, mot da thie bie N 6 thé tinh dudge ma chi sit dung N-1
phép nhan va N phép cong. Phuung phap dist thira s6 chung:

pix)=x(x(x{(x+3)-6)+2)+1
lam cho thy ty tinh todin 16 rang:

y:=p{NJj;
for i:=N-I1 downto 0 do y:=x*v+p/i};

Chuing toi da st dung mdt dang ela phuong phip niy trong mot
ung dung thye hinh héit sc quan trong: tinh cic haim bam cua cac
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khéa dai (long key, xem chudng 16).

Mot vin d@é phic tap hon 1a tinh mot da thie & nhidu diém khéc
nhau. Nhiéu thuit todn khic nhau phu hgp tiy thude vao vidc Gan
phai tinh bao nhidu gid trj va o6 phai thyc hién cing mdt hic hay
khong. Néu phai tinh mét s6 hugng ldn céic gia tri thi nén thyc hién
mot vai “cdi tinh trudc”, ching c6 thé lam giam phan nao hao tén
phién todi cua cic phép tinh djnh trj v@ sau. Luu ¥ rang phuong phsp
cua Horner dbi hoi khoang N binh phuong phép tinh nhan dé tinh
gia tr mzpt da thiic bie N d N diém khic nhau. Con o6 nhigu phu’dng
phap ric 1o, phiic tap hon nia da duge xay dung dé giai quyst van
dé nay trong N(log N)bude va trong chuong 41 chung ta sé thiy mot
phuong phap chi sit dung NlogN phép nhan cho mdt tap ht;ipN di¢m

xac dinh.

Néu da thite chi ¢6 mot phin t thi viin da tinh da thde nay chi
con la vian dé Ny thita: tinh x lay thita N. Quy tic Horner trong
truong hdp nay giam cip xudng mot thuit toin don gian chi cin N-1
phép nhan. Bé thiy duge chiing ta o6 thé Jam t&t hon nhieu, hay xét
chudi sau diy dé tinh x lay thira 32;

xx2xd b x16 32

Mo6i mot 56 hang o6 duge biing cich binh phuong sd hang trude,
cho nén chi can 5 phép nhan thay vi 31 phép nhan.

Phucng phap binh phudng lién tmp cH thé duge mé rong modt
cach dé dang cho mot N tong quait néu nhu cic gia trj tinh duge duge
luu gid k. Thi dy x lay thita 55 o6 thé tinh dude i cie gia tri ndu
trén, va thém 4 phé-.p. nhan nua:

Thﬁng thuting, ¢ich bieéu dién nhj phan ¢b thé dung cho N 48
chon gia tri ndo da duge tinh dé dung lai. (Trong vi dy nay, bdi vi
55=(110111) nén ngoai tri xB, con lgi tit ca s& duge sit dung). Cac
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phép todn binh phudng lien tigp o6 thé duge tinh va cac bits cia N
dugc kiém tra trong cing mét vong 1ap (logp ). C6 hai phuong phap
thyc hién duge digu nhy ma chi sit dung mét accumulator (bién tich
liy) gibng nhu phudng phap Horner. Mt la thuiit todan quét biéu
di&n nhj phan cia N tif trii sang phai, khoi ddng bién luu giw bang
1. Tai mébi bude, binh phuong accumulator va dong thdi nhan vdi x
néu gia trj bit tudng Wng trong biéu dién nhj phan coa N bang 1.
Chudi gia trj sau day duge tinh bng phuong phip nay véi N=55:

1.1 22208 x0 332 13 326 27 x5 555

Mot thuit todan néi tiéng khic thao tic tudng tu nhu vay, nhung
quét N tir phai sang trai. Day }a mot bai tap nhip mdn lap trinh
chuin. Miic du kha nang tinh todn trén nhing con s 16n nhu viy
khé oo ich ldi thigét thyc, nhung khi ban luin vé cac s nguyén 1dn,
chung ta sé thay phuong phap nay dong mot vai trd trong viéc cai
dat mat ma khoa cong khai caa chuong 23.

Bai toan “nguge” vdi thao tac tinh mot da thic bac N3 N diem
1a viee “ndi suy da thic”: cho mét day N diém x!, x2, .., xN va cac gia
trj tuong ung la y!, y2 .., yN, hay tim da thdc bac N-1 duy nhit thoa
Pxy=yy, pXY=ys ... PICN/=YN-

Bai toan ndi suy la tim mét da thic nhd vao mit day cic diém va
cac gia trj da cho. Bai todan djnh trj la tim cae gia trj khi cho truée
da thiic va cac diem (Bai toian tim cic diém khi cho biét da thic va
cac gia trj dugc goi la tim nghiém).

Giai phap chuiin cia vin d& ndi suy dva trén cdng thiic cua
Lagrange, thuting duge sit dung dé chung to rang mot da thuc bac
N-1 hoan toan duge xic dinh bdi N diém:
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Cong thiic nay thogt nhin ¢6 vé ghé gém nhung thyc t& that don
gian. Vi dy, da thic bic 2 o6 p(1)=3, p(2)=7 va p(3)=13 dugc cho
bdi:
px)= 3 X~ -2 x— '3+7x 1 x- 3+131 1 x=2
1-21-3 2—1 2-3 3—-1 3-2

va nit gon thanh:
x2+x+ 1

Véi moi x tif xy, xy ..., Xy, cdng thite duge xay dung the nho 48 cb
plxt=y vdi 1 sx<N, bdi vi tich s§ déu la 0 trir khi j=k, khi tich la 1.
Trong thi du nay, hai s6 hang cudi la 0 khi x=1, 8 hang dau va cudi
14 O khi x=2 va hai sd hang dau 1a 0 khi x=3.

Chuyén mdt cdng thic tir dang duge md ta theo cdng thie
Lagrange sang cich biéu dién s& hang chuin ciia chiing ta khéng dé
lam chut nao. It nhit phai cé N2 phép tinh, khi c6 N phan it trong
tong s6. Mdi 0 hang la mét tich vdi N thua s3. Thyc su, dé thue hién
mét thuat toan bic hai, cin o6 it nhigu linh dong, bdi vi céc thia s
khdng chi la nhimmg con s6 ma con 1A nhdng da thic bic N. Hon nida,
moi phan tu riit giong phan tit di trude. Naquisi doe hin thich thd
kham pha rang c6 thé lgi dung di€m nay nhu thé nao @€ thyc hién
thuit toan quadratic . Bai thp nay cbn mdt viin d@ 1a sy dinh gia ban
chat dac bi¢t cua viee viet mét chuong trinh thue hién tinh todn theo
mot cong thuc toan.

Cing giong nhu vige djnh trj da thic, c6 nhiéu phuong phip
phitc tap co thé gisi quyét bai todn trong N(logN) bude, va trong

chudng 41, chiing ta s& thay mét phuong phap chi dung NlogN phép
nhan cho mét tap hgp N diém.

NHAN DA THUC

Thuat toin s6 hoe phuc tap diu tién cia chiing ta danh cho bai toan
nhan da thic: cho hai da thuc prx) va gix), hay tinh p(x)g(x). Nhu da
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hru ¥ @ diu chudng nay, cic da thdc bac N-1 o6 thé 6 N phan tu
{tinh ludn hiing s8), va k&t qua can tinh 6 bie 2N-2, véi 2N-1 phan
tu. Thi du: | -

(14+x+3x2-4x3)1 +2x-5x2-3x3)=(1 + 3x-6x3-26x%+ 1 Ix"+ 12x%)

Thuit toan chan phudng, gian dj giai quyét bai toan nay trinh bay ¢
dau chuong dbi hai N phép nhan cho cic da thice bac N-1: mbi mdt
phan ti trong N phan tif cua p(x) duge nhan vdi titng phan t trong
N phan tid cua g(x).

D2 cai tign thudt todn chan phuong nay, ching ta sé “chia dé trj”.
Mot phuong phsip dé phin mdt da thic ra lam hai ¥ chia ddi céic 8
~ hang: cho mdt da thiic bac N-1 (v6i N sd hang), ching ta o6 thé phan
nd ra thanh hai da thic vdi N/2 s8 hang (gia st rang N chia chan cho
2): mdt da thdce sé pom N/2 sd hang bic thip va mdt da thic khac sé
gom N/2 s6 hang bic cao. Vi p(x)=pg+px+...+pyn.;xN-! ta djnh
nghia

P1f1}=ﬁn+P . Apyp et
Pa)=PN PN+ 1+ APNE

Sau dé, cing dung cich dé dé tach q(x) ra, chung ta co:
plx)=p(x}4+xN2p, (x)
gix)=qyx)+xNiZq, (x)

Bay gits, dya vao nhing da thic nho hon, két qua duge tinh bdi:
Pl Iqx) =pix)qx)+ (P00 + qiixpn () aN2 +p. (oigy (x)xN

(Chung ta da s\t dung cich chia nay trong chuong 35 dé trdnh
van dé tran.)

Bay gid, diem miu chét cua vige lam nay 12 chi cin ¢d ba phép
nhan dé tinh dudge cic két qua (thay vi 4 nhu theo cdng thic trén)
bdi vi néu chiing ta tinh
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Nx)=pleiq), ryfxj=pyxigy(x) va

FenlX)=1DV(X)}+pRix)Hq(x)+qp(x)) ching ta o6 thé dat duge két qua
bang cich tinh:

POGEE)=r((X)+ (P (X )-r(x)-rp(x)ix N2y rp(x)xN

Nhing tiet kiem o6 duge o6 ke khong thé thay o tit vi du nhd nay.
Phuong phdap dya trén cd s6 phép cong da thitc doi hoi mot thuat
toan tuyén tinh, va phép nhan da thuc brute-force la binh phudang, vi
vay nén thyc hién mét it tinh cdng (dé) dé giam duge mot phép tinh
nhan (khé), Chiing ta sé xem xét ciin ké hon vé nhitng tiét kiém ma
phudng phap nay co thé tan dyng.

Trong vi dy néu trén, véi p)=Il+x+3x243 vi
gx)=1+2x-5x%-3x3 ching ta co:

N)=(1+x}(1+2x)=1+3x+2x2
rR(x)=(3-4x)(-5-3x)=-15+ 1 1 x + 12x2
Fm()={(4-3x)(-4-%)=-16+ 8x + 3x2

Do 44, ta c6 ry,(x)-ri(x)=-2-6x-11x2, va két qua dude tinh nhu la
tdng cua ba sd hang theo cong thie trén:

plxjqixy=(1+3x+2x%)
+{(-16+8x+3x%)
+(-15+11x+12x%)
=1 4+3x-6x7-26x4+ 1 1x"+ 1 2x5

Phuong phép chia-dé-tri nay giai quyst van dé nhan mét da thuce
o8 N bang cich giai quydt ba bai toin con o N/2, dung vai phép tinh
cong da thuc dé giai quyét cac bai tosn con va két hop cac két qua
lai. (Néu N=1 thi két qua tinh duge chi la mdt san phim vo huéng
cua hai sd hang la hiing). Vi vy, thi tyc nay o6 thé thyc hien da dang
bang mjt chuang trinh dé& quy nhir & trang sau.
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function multip,q:array{0..N-1] of real; N:integer)
: array [0..2*N-2] of redl;
var pl,gl.,ph.qh,t1,t2: array [0.(N div 2)-1] of redl;
rl.rm,rh: array {0.N-1] of real;
i.N2: integer,

begin

if N=1

then multf0]=p[0]*qf0}

else begin . N2:=Ndiv 2;
for i:=0to N2-1 do

begin plfiJ:=plil; ql{i]:=qli] end;
for i;:=N2 to N-1do
begin phfi-N2J:=p[il; ghli-N2]:=q{i}; end;
for i:=0 to N2-1 do t1[i]:=pl{i]+phi{i];
for i:=0 to N2-1 do t2[i]:=qlfi}+qh{i];
rov =muli(tl t2,N2);
rl:=mudtipl,ql,N2J;
rhe=multiph,gh N2
for i:=0 to N-2 do mult{N+ii]:=rh[i};

nult{N-1}:=0;
for i:=0 to N-2 do mudt{Ni]:.=rhfi];
for i:=0 to N-2 do

mudtiN2+ 1 =multfN2+i]+rmfij-(rifi]+rh{il);
end;

end;

_..mﬂm

Mac du doan chudng trinh trén md ta x5 rang va ngin gon
phudng phiap nay, nhung khong may mAn, nd lai khong la mot
chudng trinh hgp 1 cia ngon ngld Pascal bdi vi cic ham khong thé
khai bdo mang kiéu nhu vay. Vin dé nay ¢6 thé chuyén sang ngdn
ngit Pascal biang cich biéu dién cic da thic biing cdc danh sach lién
két: chuing toi dé lai cdbng viéc nay nhu mot bai tap cho ngudi doc.
Chudng trinh trén gia thiet N la mot boi s cua 2, mic du cie chi tiét
doi véi N tong quiit 6 thé giai quyst mdt cich dé dang. Nhing phic
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tap chu yéu la dam bao dude sy & qui k&t thic dung lic va cic da
thite duge phan chia thoa dang khi N khong chia chan cho 2.

Tai sao phuong phap chia-dé-trj nay lai 1a mdt cai ti€n ? D2 tim
duge cau tra 18i, chung ta can gidi quyst mdt cdng thice dé quy cin
ban, chi hdi phiic tap hdn mét chiit so véi cdng thite trong chuong 6.

Tinh chit 36.1 Hai da thite bie N ¢6 thé nhan vdi nhau bing céch
s dung khoang N phép nhan.

Tit chuong trinh dé quy, ré rang ring s8 lugng phép tinh nhan s8
nguyén can dé nhan hai da thic cp N bang vdi s8 lugng cic phép
tinh nhan dé nhan ba ciip da thic ¢8 N/2 (Luu y ring, doi vdi vi dy,
dé tinh r(x)xN khong cAn mdt phép tinh nhan nao, chi ¢an chuyén
d liéu) Néu My 1a s6 lugng phép tinh nhan cAn lam d& nhan hai da
thuc ciap N, chung ta cé:

MN:SMNFZ-FI ﬂhﬂ (ﬂﬂ NEZ ‘h’fil MI=I

Vi vay, M(2)=3, Mi4)=9, M(8)=27,... Nhu trong chuong 6, ndu
chiing ta chao N=21 thi chiing ta c6 thé ap dung mét [an nia sy lap
lai cua chinh né dé tim ra két qua:

M(2D)=3M(20-1) = 32M(272) = 33M(2"3) = .. = §OM(]) = 3D

Né&u N=2n thi 3n=2g 3n=2nlg 3=Nlg 3 Mac du 10i giai nay chi
chinh xac véi N=2" | nhung néi chung truding hgp tdng quat ta vin
06: My =NIE3=N158

rd rang tiét kigm hon so vdi phuong phap ci (dd phie tap N2).

Luu y rang néu ching ta da s dyng h&t bdn phép tinh nhan
trong phuvng phadp chia dé tri don gian nay, thi s& 06 thao tdc thuc
hién y nhu phudng phap so cap bai vi s6 [an Bip sé la M(N}=4M(N/2)
cho giai dap M2m)=4nr=N2,

Phuong phdap niay minh hoa rat tot cho ky thuat chia-dé-trj,
nhung hiém khi duge su dung trong thye t& béi vi ¢6 mot phuong
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phap chia va tri tot hon nhidu ma chiing ta s& nghién cdu tdi trong
chuong 41. Phuong phap nay thuc hién bing cach chi chia bai toan
goc ra lam 2 bai toan nho, véi modt it xd 1y thém. N6 dan tdi so lugng
phép nhan can c6 tinh theo cong thie dé quy cua chia va trj chufin
la MN=2MNJ'2+N va cho két qué MN g?in b?lng NIgN.

CAC PHEP TiNH SO HQC V&I CAc s6
NGUYEN LGN

Mot s6 nguyeén 16n co thé xi ly nhu mét da thite, véi nhimg rang
budc han ché trén nhing phan tit. Thi du s8 nguyén 28 chi s8
0120200103110001200004012314
c6 thé tuong ing véi da thifc:

X264 0325 4 0523 4 20 L g IR 17 16 L 12 40 10 4 464 x4 4 X3 1 B2 44

Khi d6, s6 nguyen chinh la gia tri cua da thie véi x=10. Nguge
lai, bat ky da thie bac N-1 ndo vdi cic hé sd ducng nho hon 10 déu
tuong dng chinh xdc véi mdt s& nguyén N chit s6.

Do d6, ching ta ¢6 thé su dung cie phép tinh trén da thice dé xua
ly ciic s0 nguyen 1dn. Khi dd, chiing ta c6 the bidu dién cac sd nguyén
mét cach don gian bang cac mang, 19i si dung cac thao tac tinh todn
thong thudng, chi nang cao cic thao tdc nay khi nao mang luu tra
da thuye. Thi dy, dé nhan hai s8 nguyén 100 chi s8, ching ta cd thé
s dung thuat todan trén dé tinh dude modt két qua 200 cha sa.
Khuyét diém cua cdch tinh nay la cic he sé trong két qua tinh duge
khong phai lic nao cing nho hon 10. C6 thé didu chinh digu nay
trong mot tinh hudng cid bidt: bit dau véi i=0, ehng pfi] div 10 cho
pli+1], thay thé pfi] bang p[i] mod 10, rdi tang i lén, tiép tuc cho
dén khi khong con h s6 nao khic 0.

Co thé s dgng mot cd s0 16n hon 10. Thi dy, con s8 28 chit sd néi
trén cing cd thé tuang ung véi da thuc ¢
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120x%+2001x°+31 1x4 + 13+ 2000x2 4 401 x+23 14

Tinh trj da thic nay véi x=10000 s& dude s nguyén néi trén.
Diéu nay cho phép s& nguyen duge bidu didn vdi it bd nhé hon (trong
vi du nay la 1/4), thé nhung cic hé 6 lai ¢6 kha nang tran trong cac
tinh toan xu Iy trung gian. Todn hoc da nghién etu céin than van dé
c6 thé su dung mdt cd s0 1dn ddn o nao, nhung trong thue t& vin
con chut it thi¢t hai khi vi cin trong ma ding mat co s8 nhd.

Doi vai mat ma RSA (Chuong 23), ching ta khong chi can nhan
cac sd nguyén 1én, ma con phai lay thita va chia. Dic biét, ching ta
can tinh MP mod N khi M, p, va N dau Ix nhing s& nguyén Ién. b6
khong phai 13 mdt tinh toan don gian dé thye hién, nhung ching ta
c6 thé phic thao mét phuong phép. Dau tién, phép tinh liy thira c6
thé thyc hién bang nhing phép nhan lien tiép nhu da trinh bay g
trén, do 46 chi cin xem lam the nao d€ tinh M 1My mod N véi M| M,
va N déu ia nhitng s6 nguyén 16n. Piém then chét trong viée thue
hién tinh toan phép mod ta tinh 10P mod N cho mei 88 10P nhd hon
sd nguyén ldn nhat 6 thé gip. Sau d6 thi mot phép toan mod dac
biet nao cling la mpt lién két tuyén tinh cua nhing gia trj nay, Mot
cg 80 I6n hon s& giam duge téng s& nhing tinh todn can thict. Trong
cac thuiit ng todn hoe, phusng phap nay phu hgp vdi viec tinh,
chang han:

0120200103110001200004012314 mod N
‘bang cich tinh:

120(x® mod N) + 200x% mod N) + 311(x* mod N)
+ (x* mod N) + 200002 mod NJ + 401(x mod N) + 2314

vl x=10000. Cae gii tri 10000P mod N ¢6 thd dudce tinh trude va
Itu vao trong mit biang, hoje tinh thém khi can, nhu trong thuat
todan tim chudi Rabin-Karp trong chuong 19.
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Cai dat cac phép toan trén ma tran ciing o6 nhitng vin dé tuong tu
nhu d8i véi cac da thie da ndu trén. Vi du nhu cdng hai ma tran
cling don gian bdi vi cong ma trin chinh 1a chng tung phan tu mot,
giong nhu cic da thiic.

Nhan ma trin cing khong cé gi phic tap. Néu goi r 1a ma tran
tich cia hai ma tran p va g, thi rfijj (phan ti co dong la 1, oot laj)
chi don gian la téng cua cac tich tung cap phan ti
p[i,0]%qf0j]+pfi, 11*ql[1 j]+...+p[i,N-1]*qIN-1}], nhuy  trong
chuong trinh sau:

M

for i:=0 to N-1 do
for j:0 ta N-1 do
begin  £&:=0.0;
for k:=0 to N-1 do t:=¢+pli,k]*qlkj);
rfijj. =t
end;

W

Ngudi doc ¢6 thé thi qua vi dy sau d& kiém tra lai chuong trinh
néu trén vdéi trudng hgp:

1 3 —4) (8 3 © (17 25 -18

1 1 -2l [3 102 =1 11 9 =10
1 -2 5| |lo 2 6 ~14 —-13 26
\ ;7\ \

M&i phan ti trong s6 N2 phan tif cia ma trin tich duge tinh bai
N phép tinh nhan, vi th& can khoang N3 phép todn dé nhan hai ma
trin N dong N cit.

Cing nhu trong cde da thic, cidc ma trén thua (nghia la co nhidu
phan tit bang 0) ¢6 thé x{ Iy nang dong hon bang cich dung cac danh
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sdch lien két. Dé gid nguyén ciu tric hai chiéu, mdi phan t& khac 0
cua ma tran dude luu trong mot nmit cua danh sich chyda gia tri va
hai lién két, m{t tro téi phan tu khac ¢ ké tiép trén cung dong va
mot tro téi phan tu khac 0 ké ti€p trén cung cdt. Thyec hién trén cac
mia tran thua theo cach nay cling tuwdng tyf nhu d6i véi da thue thua,
nhung bj phuc tap ¢ chd mdi nit xuat hién trong hai danh sach.

Ap dung k¥ thuat chia dé trj trong bai toin s hoc ndi tiéng nhat
la phuong phap cia Strassen trong van d2 nhian ma tran. Chiing ta
sé khong dé chp chi tiét 0 day, nhung chung ta ¢d thé phac thao
phuong ph:ip, bai vi né rit gidbng vé oo ban vdi phuong phap nhin da
thuc vita nghién cdu.

Phuong phép binh thuong dé nhan hai ma trin N dong N cit doi
hoi N3 phép nhan vd huéng vi moi phan ti trong N4 phan ti ciia ma
trin tich k&t qua can N phép nhin. Phudng.phdp cua Strassen la
chia bii toin ra lim hai, dng véi viee chia ma trfin ra lam bon ma
tran N/2 dong N/2 ct. Bai toan cbn lai cang bing vaéi viéc nhan hai
ma tran 2x2 cing gidng nhu ching ta ¢é thé giam s8 phép nhan tit
bdn xuing ba bimg cich lign hé ciac phan t véi nhau trong bai todn
nhan da thiuce, Strassen cung tim duge mt cach lién két cic phan tu
voi nhau dé giim sd phép nhan khi nhian hai ma trin 2x2 ti tim
xudng hay. Viéc siip xép lai va cdc thanh phan yéu cau kha phic tap.

Tinh chit 36.2 Hai ma trin NxN cé thé nhan vdi nhau bling coch
s dung khoang N*81 phép nhan,

Theo trén, chung ta ¢é sd phép nhan cAn thiét dé nhan hai ma
tran bang phuong phap Strassen duge tinh theo cong thuc dé quy
chia dé tri : M(N)=7 M(N/2)

N6 co két qua la: MINj=NIg T=N2.81

K&t gua nay thit sy bat ngd khi né xuiit hién [an dau tién vao
nam 1968, bdi vi trude 4o, tat ca deu cho rang dé nhan hai ma tran
NxN, tat nhién phai dung N° phép nhan. Van dé da duge nghién aitu
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sdu trong nhiing nam gdn day, va cidc phuong phap hdi tét hon
phudng phéap-cia Strassen da dudge tim ra. Nhung thuat todn “t8t
nhéat” cho phép nhan ma tréin vin chua tim duge, va day 12 mot
trong cAc bai todn ndi ti€ng nhat con d8 lai cia Tin hoc

Mot chi y quan trong la ching ta chi d&¢m s& phép nhan. Truée
khi lya chon m{t thuat toan cho mdt ap dung trong thye hanh, con
phai quan tAm d&n hao phi do cdc phép chng va trif them vao dé lign
két cac phan tir va do cdc 1di gpi d& quy. Cac hao phi nay phy thude
ning vao may va cdch cai dit rigng. Nhung tong phi nay lai lam cho
thuét giai Strassen kém hidu qua hon phudng phap chuin d6i vdi
cac ma trin nho. Ngay ca trong cic ma trin 18n, tuy theo s8 thanh
phan cua d ligu nhap, phuong phap Strassen ciing chi thye sy cai
thign trong khoang tit N1 dén N141 D cai tién nay khong dang ké,
trir khi N thit 1dn. Vidy nhu, N phai 1dn hon 1 trigu thi phuong phap
Strassen chi dung 1 phin 4 s8 phép nhan so vdi phuong phip chuan.
Vi the thuat giai nay chi la mot sy dong gop vé mat Iy thuyét chi
khong phai thyc hanh.,
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BAI TAP
1. Co thé biéu dién da thuc dudi dang ry(x-r (x-ro)...(x-ry). Lam thé
nao dé nhan hai da thnic trong biéu dién nay ?

2. Viét chuang trinh Pascal 4& nhaAn hai da thic thua (hau hét cic
hé s déu bang 0) bang cach dung biéu dién xau lién két khong
chia cie hé s6 0.

3. Vigt chuong trinh Pascal dé gin gia trj v cho phan tif tai dong i va
cOt 7 trong mdt ma trin thua. Gia st ma trin duge biéu dién bang
xiAu lien két chua cac phan ti 0 caa ma tran.

4. Hay dua ra mdt phuong phap tinh gia tri mdt da thic da bisgt
trude cac nghiém ry, ry ..., ry va so sanh véi phudng phap Horner.

5. Viét mot chuong trinh dé tinh gia tri da thic bang phudng phap
Horner, trong d6 da thie duge biéu dién bang xiu lign ké&t. Phai
bao dam chudng trinh ciia ban hoat dong hidu qua dsi vdi cic da
thiuc thia.

6. Viet mot chuong trinh cai dit phuong phap ndi suy Lagmnge oo
thai gian chay N2

7. C6 thé tinh x ma chi dung it hon chin phép nhan hay khéng ?

8. Liet ke tit ca cic phép nhan da thite duge thyc hién khi dang tha
tuc mudt trong chuong niy dé binh phuong da thiic
1 +x+x24 03+ x4+ + x5+ 1T +28.

9. Can khoang bao nhiéu phép nhan khi ap dung thd tuc mude 48
binh phuong da thic 1+xN ?

10. Cai dat mét phién ban cua thua tyc mult, trong 46 dung biéu dién
xau lién két cho céc da thic.



37
PHEP KHU GAUSS

Mot trong nhing tinh todn cd ban nhét la giai h¢ phuong trinh.
* Phép khit Gauss, la thuat todn cd ban d€ giai he phudng trinh nay,
thi tudne déi ddn gian va cd thay ddi chit it ké tit khi né duge kham
pha ra cich day 150 nam. Thujt toan nay trd nén dé hiéu dac bidt
trong 20 nam qua, do d6 ngudi ta rit yén tim khi ding né.

Phép khit Gauss la mot vi du vé mdt thuit todn duge cai dat sAn
trong hau hét cac thy vién chudng trinh; that vay, né 1a mot thanh
t5 od ban trong mdt s ngdn ngd may tinh, vi duy APL va Basic.
Thuat todn cd ban thi d& hidu va dé cai dat, tuy nhién, mdt 5 tinh
hudng dac biét da phat sinh khi ngudi ta mudn cai dit mdt phién ban
o6 thé sia déi dude ciia thuat todn chd khong phai 1a thu tye chuin
binh thuong. Phuong phdp nay cang ding dé nghi¢n céiu nhy mdt
trong nhing phudng phap s quan trong nhit duge sit dung thudng
xXuyen.

Cang nhu cic tai liéu todn ma ta da nghién aifu tu trude tdi gio,
chiing ta sé chi tap trung giai quyét cic nguyén ly od ban. Doc gia
quen vdi dai s8 tuyén tinh khong doi hoi phai hiéu phuong phép co
ban. Ching tdi sé xay dung mdt ban cai dat don gian bang Pascal,
cach nay b thé dé hiéu hon la mdt thu tyc trong thu vién cho cac
ing dung don gian. Tuy nhién ching toi cling o6 trung ra cac vidy
ve cac khé khan khi gip phai. Di nhién 1a d8i vii nhang wng dyng ldn
hay quan trong can phai c6 ban cai dit chuyén siu hon.
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Vi DU BON GIAN

Gia s cb ba bi€n x, y va z va ba phuong trinh sau:

X+3Iy-42=8 x+y-22=2 -x-2y+52=-1

Muc tiéu cua ta Ja tinh gia trj ciia cac bign sao cho ching thda
dong théi ba phuong trinh trén. Ty ting hé phudng trinh ma bai
todn o6 thé khong o6 Ioi giai (vi du véi he o6 hai phuong trinh mau
thuan nhau, nhu x+y=1, x+y=2) hoiic c6 nhieu Ii giai (vi dy, c6 hai
phuong trinh gidng nhau hay tong 8 bién nhiéu hon tdng s phuong
trinh). Gia s riing s6 bién va s8 phuong trinh biing nhau, ta sé thay
rang lii giai néu co thi duy nhat.

DE dé ma ring odng thiic, ta dat tén bi¥n o6 kem chi s& (A6 tén
bién x, y, z thanh Xy, Xy, Xy):

Il +3I2'4I3=8 11+13*213=2 -11-2124'513:—1
Dé tranh viét Bp lai cac tén bidn, ta ding ky hidu ma tran dé biéu
dién h2¢ phuong trinh: \
_ P
]. 3 4 Il . 8 |
1 1 -2 Xy | 2
1

-1 -2 &5|}%3 -
) S G

Co thé 4p dat nhidu thao tic Jen hg phuong trinh trén ma khong
lam thay ddi nghiém:

1

Ddi ché lan nhau gitta céc phutong trinh: vo rang rang thd ty vist
cac phuong trinh thi khong anh hudng dén nghiém. Trong phép
bigu dién ma trin, thao tic nay tuong dudong vdi bién déi theo dong
trong ma tran {va trong vector bén phai).

Doi tén bién: tuong duong vdi bien d6i theo ct trong phép bidu
dién ma trim. (Néu oit i vaj ddi chd nhau thi cic bign X;, X; cing phai
ddi chd nhau).
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Nhan phuong trinh vai mot hing so: tuong dudng vdi nhan mbt
hang trong ma trén (va phan td cua vector bén phai) véi mot hang
s0.

Cong hai phuong trinh: Thay thé mdt phuong trinh bng tong
cua chung,

Can phai suy nghi mot chut dé ty thuyét phuc ring cic toan t
nay, dac biét 1a todn tu cudi cung, khong anh hudng dén Ioi giai. Vi
du: Lay mdt hé phuong trinh tudng duong véi hé trén bang cach
thay thé phuong trinh thi hai bing hiéu cua hai phugng trinh dau
tien:

(1 3 ~-4)[% [ 8)

0 2 =-2||xy| = 6
_1 _2 5 IH -"'1
\ I\ \ /

Luu y rang diéu nay da khua x1 rm khoi phuong trinh thy hai.
Tuwang tg vity, ¢6 the khi x1 ra khoi phuong trinh thia ba biing cich
thay thé phuong trinh d6 bang tong cua phuong trinh thi nhat va
thu ba:

[
1 8 -4)[x (8"
0 2 =2|ixy| = |6
0 ] 1| |x 7
\ A\ 'J'j X

Bién x1 da bj khu ¢ phudng trinh thi hai v ba. Theo cich nay ta
o the bién doi h¢ phuong trinh goc think hé phuong trinh don gian
hon ma e6 cung 16i giai. Vdi vi dy trén, chi cin mit vai bude két hgp
hai trong nhitng toin t trén: thay thé phuong trinh thiu ba bing
cach tru cai thu hai véi hai [an cai tha ba, diéu nay khién tat ca cac
phin ti nam dudi dubng chéo chinh tré thanh zero, lic nay hé
phuong trinh trd nén rit dé giai:
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2.132-21'3 =6
-'4.1:3 =-—8

Phuong trinh thu ba ¢d nghiém la x4=2, thay gia trj nay vao phuong
trinh thu hai, tinh dudc x4 la:

2{132—4 =0
Iz =5

Tuong ty, thay hai gia trj cia x2, x3 vao phuong trinh tha nhat dé
tinh x1

X1 =]
va hé phuong trinh duge giai xong.

Vi du nay minh hoa hai pha co ban trong phép khu Gauss, Pha
thu nhat la pha khw-tién, trong dé hé phuong trinh ban dau duge
bign doi, mdt cich cé he thong dé khit cic bign ra khoi phuong trinh,
thiinh hé o6 toim zero dudi duomg chéo. Tién trinh nay goi 1a tam
gidc hoa. Pha thu hai la pha thay-ngude, dung ma triin tam gidc vira
duge tao 6 pha mot dé tinh cdc gia trj bién,

TOM TAT PHUONG PHAP
Tong quat, giai bé N phudng trinh véi N &n sb:
n.11.1:1+ﬂ.121:3+-~ +H1NIN =bl

agyXytagyyt.. tagney =by

HN 1.1:1+HN2T2+ ' as +{INNIN =b'N
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L e A~ E——— Ko So—

He phudng trinh nay duge viét dudi dang ma trin nhu mdt
phuong trinh duy nhat:

/ / £\
iy W32 Hm] Iﬂ '5‘1.
1 Qyy ... 6N | [*2| by
o
aNyp ON2 - QNN -‘C3J bn}
\ !\ \

Hay viéit don gian Ax=0, trong dé A la dai dién cho ma trdn, x dai
dién cho edc bign va b dad dién vé phai cua phudng trinh. Vi cac dong
cua A duce thao tac doc theo cic phan ti cta b, dé tién lgi xem b nhu
la cbt thit N+1 cia va dung mang Nx(N+1) @é chira ching.

Pha kfu-tién dude tom tit nhu sau; trude hét khi bien dau tién
trong moi phuong trinh trit phuong trinh thit nhat bang cach cong
phudang trinh thit nhit (43 nhan véi mot hiing so thich hgp) véi ting
phuong trinh con lai, k&€ den khu bién thd hai trong mi phuong
trinh trit hai phuong trinh dau tién bang cich cong phuong trinh
thit hai {(da nhan véi mdt hiing 6 thich hgp) véi tiing phuong trinh
ké tir phuong trinh thy ba dén phuong trinh tha N, k& dén khit bign
thi ba trong moi phudng trinh trit ba cai dau tién, v..v.. Dé khi bign
thit i trong phudng trinh thd j (vdi j nAm gida i+1 va N) ta nhan
phudng trinh thit i vai @;;/a;; va trif no ra khoi phuang trinh thi j.
Tién trinh nay duge md ta ngin gon hon qua cac dong 1énh sau:

TTr——— -

for i:=1 to N do
for j.=i+1 to N do
{or i:=N+1 downto { do
af j k] =afj k]-aft.R] * ofj,i}fafi.i};

Doan ma o6 ba vong lap, thoi gian thye hién ti 1& véi N, Vong 1ap
thy ba truy nguge leén dé tranh pha huy ndi dung cua ofj, i} trudce khi
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dung né dé diéu chinh gi4 tri cia cic phan t& khac trong cing mdt
dong. Doan ma trén qua don gian 48 ma co thé ding hoain toan: afi,i]
co thé 1a 0, vi vity o6 thé xay ra trudng hop chia cho zero. Tuy nhién,
diéu nay dé sita vi 06 thé déi chd bat ky dong nao (tit i+ d&én N) vdi
dong thi i dé ofi,i] khéac 0 6 vong lap ngoai cing. Néu khéng cé dong
nao nhu viy, thi ma trin nay 1a ky dji: khéng o6 nghiém duy nhat.
(chuong trinh nén thong bio tutng minh trutmg hgp nay, hoac ci dé
16i chia cho zero xay ra.) Can viét thém mdt doan ma dé tim dong
thap hon co phan tu & ot i khac 0 va d6i chd dong nay vdi dong i.
Phan tw ofi,ij, cudi cung duge ding dé khi cac phan ti khac 0 dudi
dutng chéo trong obt that i, duge goi 1a phan a2 tru.

Thit sy, tot nhat nén dung dong (tit i + I dén N) ma phén td & oot

i 00 C0 gid tri tuyet d6i lon nhit, Ly do la o6 thé xay ra 16i sai néu gia
tri pivot dung dé chia qua nho. Néu afi,i] qua nho thi két qua cua
phép chia afj.ij/afi,i] duge dung dé khit bién i ra khoi phuong trinh
J (véi j tir i +1 dén N) sé riit 16n. Thit sy, nd o6 the 16n nhu vay 1a 48

kau cic hé 50 off, k] vé mot dicm ma tai dé @i trj afp, k] tra nén méo
mé do “16i sai”.

N6i ¢ich khae, cic s8 khae bigt nhieu vé dp lon khong thé duge
cong hay trit mot cach chinh xie theo so dau cham dong, he thong
thutng dung dé bi¢u dién cic s8 thye, va viee dung mot phan ti try
nho I ting dang ke kha nang nhing phép toan duge thye hién.
Dung gia trj lon nhat trong oot { tu dong i+1 dén N s chic chan
rang k&t qua ciua phép chia trén ludn ludn nhé hon I va sé tranh
duge 16i sai nay. Cé thé nhiim dén vag:c nhin trude edt i dé tim phan

tu Ién nhat. Nguai ta da ching minh riing o6 thé dat duge ciu tra 1oi
dung dan ma khong can dung bién phdp phitc tap nay.

Boan ma sau minh hea pha kha-tién, Vai mbi i tir 1 d8n N, ra
xudng cot i dé tim phan tt 16n nhat (trong nhitng dong thd i+ 1 trd
lén). Dong o6 chida phan ta nay duge ddi chd vdi dong i, va bién thu
i bj khu khoi trong cic phuong trinh tir i+ dén N:
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procedure eliminate;
var ij,h:integer; treal;

begin
for i:=1to N do
begin
max: =i,

for j:=i+1 to N do
if abstafj,i}i>abstafmax,ij} then ma:=j;
for k:=ito N+1 do

begin t:=afi,k]; ofi,k]=afmax,k]; afmax,k]:=t end;
for j:=i+1 to N do
for 2:=N+1 downto i do
afj, k] =alj k]-afi, k]*afj,ilfafi,i];
end
end;

Mbt 88 thuit giai o6 yéu cau phan td tru ofi,i] phai duge dung dé
khr bign thit i ra khoi mai phuong trinh ngoai trtt phuong trinh tha
i (khong chi la thi i+ 1 dén thu N).

Sau khi thye hién xong pha khi-tién, mang a ¢6 nhing phan ti
nam dudi duting chéo 1a 0, k& dén thue hign pha thay-nguoc. Sau day
la doan ma cua pha nay:

procedure substitute;
var j k:integer; t:real;
begin
for ;:=N downto 1 do
begin
(:=0.0;
for k:=j+1 to N do L=t+afj,k]*x{k];
x(il:=alj N+1]-t)iaj g}
end;
end;
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Goi lénh khi, ti€p theo goi Iénh thay-nguge dé tinh nghiém cla
mang x ¢6 N phan tu. Déi véi ma trén ki dj (singular ) viéc chia cho
0 van ¢6 thé xay ra- phai co mdt haim thu vién kiém tra ngogi 1 nay.

Tinh chiit 37.1 Mot hé N phuong trinh dong thoi cé6 N bién phai
ditng N33 phép nhén va cong dé giai nghiém.

Thai gian thyc hién thu tuc thay-ngude 1a O(N2), vi the hau hét cac
cong viee duge thyce hién 1a trong thu tuc khit. Duyét lai tha tuc @6
cho thiay riitng moi gia trj cta i, thi k dude 1ap N-i+2 [an vaj 1ap N-i
[an: dieu nay nghia la vong lap trong cung duge thue hién tong cac
so hang (N-i+2J)(N-i} v6i 1, gia trj cua téng nay ANV +O(N2). Gia
trj cua -afj,i}/afi,i] c6 thé tinh ¢ ngoai vong lap &, vi thé vong lap
trong cung chi con mét phép nhan va mdt phép copng.

Mét cach khac, sau khi thu tyc khu tao cic sd 0 dudi dudng chéo
thi dung dung thu tuc nay dé tao cic sb 0 trén dudng chéo: trude hét
tao cit cudi cung thanh 0 ngoai trir phan ti o/ N,N] bang cach cing
vii ¢/ N,NJ (sau khi 43 nhan of/N,N] v6i mot hang so thich hgp), ké
dé thue hién y nhu viy cho ebt ké ot cudi cung, ... Nghia la ta xoay
ting phan mét lan nda, nhung trén phan khac cda mbi cbt. thyc
hién nguge 1en qua cac cdt. Sau khi tién trinh nay (tén 1A Rut gon
Gauss-Jordan ) hoan tat, ta sé chi c6 nhing phan to ¢ duong chéo la
khic khong, lic hé phuong trinh ¢d l6i giai tam thuong. Tuy nhién
s8 phép toin duge dung trong tién trinh nay 1én hon nhidu so vdi
tién trinh thay-nguge.

Léi do tinh toin Fa ngudn quan tAm chinh trong phép khi Gauss.
Nhu da ndi ¢ trén, ta nén thin trong trong nhing tinh hudng do Ion
ciua cdc hé s6 khic biét nhau nhigéu. Dung phian ti 16n nhéit ¢o sén
trong ¢ot tam phiin tu try dé chie chiin ring cdc he s8 16n & khong
dugc tao ra mdt cich tuy ¥ trong tién trinh xoay, nhung ¢é thé sé
khong luon ludn tranh duge 16i nghiém trong nay. Vi dy: nhing hé
sO rat bé sé tro thanh I6n khi hai phudng trinh khac nhau cé hé sd

gan nhau. Tuy nhién, ngudsi ta o6 thé xdac dinh trude khi nao thi vin
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d& nhu viy s gay ra nhing loi giai khéng chinh xdc. Moi ma trén o6
mbt sb lugng s8 dude két hop goi 1a s didu kién, s8 nay o the duge
dung dé danh gia tinh ding din cua li gidi cia mdy tinh. Mot tha
tuc thu vién tdt cho phép khit Gauss sé tinh duge sd dieu kién cua
ma tran cang nhu tinh duge 1i giai sao cho tinh ding &in cua 16i giai

o6 the dude bist. Mot giai thich cin ké cho vin deé dé vugt qua pham
vi cua sach nay.

Phép khi Gauss vdi vige xoay tung phan si dung phan t{ try ldn
nhat o6 san 13 “bao dam” san sinh cdc két qua cb 11 sai vé tinh todn
nho nhat. Cé nhitng két qua tedn hec duge tinh todn can thin cho
thay rang loi gidi hoan toan ding, ngoai tri nhing ma tran co dieu
kien xau (c6 thé la do hg phuong trinh hon 1a do phuang phap giai).

Thuat giai nay da ting la cha de cia nhigu cong cude nghidn ciu
Iy thuy&t kha chi tiét va o6 thé duge gidi thidu nhu la mot thu tyc
tinh toan cuaing dung rong

NHUNG BIEN DOl VA MG RONG

Phudng phap vita md ta thi thich hgp nhat véi ma trin NxN véi N*N
phan ti khac 0. Nhu ta da thiy doi véi nhimg bai toan khae, nhing
ky thuit die biét thi thich hgp voi nhing ma trin thua trong dé hau

hét cac phan tii 1a 0. Tinh trang nay tuong ing hé phuong trinh ma
méi phudng trinh chi ¢6 it s& hang.

Néu cac phan to khac 0 khong co ciiu tric diic biét, thi bigu dién
xAau lien két da ban ¢ chuong 36 rat thich hgp, v6i moi nit 1a mot
phin td khac khong cia ma trén, duge xau ki vdi nhau theo dnng va
cdt. Phuong phiip chudn ¢6 thé dude cai dat bang biéu dién nay, voi
nhitng phic tap do nhu cau tao va huy cac phan td khic khéong. Ky
thuat nay oo thd khong dang bo cong lam néu ¢6 du bd nhd dé chita
toan bd ma trin, vi né phiic tap hon nhiéu so véi phudng phap

chuiin. Cang vily, ma tran thua trd nén it thua hon trong tién trinh
khua Gauss.
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Mot s6 ma triin khong nhdng chi ¢6 vai phiin tir khiac khong ma
con co mot cau tiric don gian, do vay xau lién két la khong can thiét.
Vi dy phod bién nhat cia loai ma trdn nay Ja ma triin band, trong d6
cic phan ti khac khong hiu hét ¢ gan duding chéo. Trong truong
hop nay, vong lap bén trong cua thuat giai khit Gauss chi can izp vai
{An, vi thé tong thdi gian thuc hién (v bb nhé ¢an thist) thi ti & véi
N, chd khimg phai N3,

Mot trutng hgp dic bigt 1y thu cia ma trin “day” 1a ma tran “ba
duong chéo”, trong dé chi nhitng phan i truc tiép ngay & trén, truc
tiép 0 bén trén hay truce tiep & dudi dudng chéo la khac khong. Vidy,
dang tong quat cia ma trin “ba dutng chéo” vdi N=5 I
{{111 219 0 0 0 !
@y gy a3 0 0
O ayy agy ayy O

0 0 ayy ayq a4

N

O 0 0 a54 ﬂﬁ
\

Véi nhiing ma trin nhu viy, phip khi-tién va thay-ngudce chi
con mot vong lap:
fori:=1 toN-1 do
begin
i+ IN+1]:=afi+1N+1]-ofi, N+ 1]*afi+1.i}/afi,i]:
ofi+1,i+1l=afi+1,i+1]-ofi,i+1]*afi+1,i}jofi,i]:
end;
for j:=N downto [ do
x(j]:=(a[j N+1]}-afj,j + 11*x[j+ 1])alj jJ:

Vai phép khd-nguge, chi trutng hgp j:=i+1 va kr=i+1 can dugc
gop vao viafi,k]=0 vii k>i+1. (Trutng hgp k=i c6 thé duge bd qua
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vi né gin zero cho mdt phiin td mang ma phan i nay khéng hao gids
duge xét lai - sy thay doi tuong ty nay o6 thé duge tao thing trong
phép khu Gauss.)

Tinh chit 37.2 Mt hé "ba dudng chéo” céc phuwong trinh dong
thoi co the duac giai theo thoi gian tuyén tinh.

Di nhién, mot mang hai chiéu ¢6 kich thudec NnN sé khong duge
dung dé chua ma trin “ba dudng chéo”. B nhd can cho chuong
trinh trén ¢ thé la tuyén tinh theo N biing cich dung bén mang
thay vi mOt ma triin: moi mang chita mot trong ba duting chéo khac
khong, mang cudi cung chua oot thd N+ 1. Chad ¥ rang chuong trinh
nay khong can thiét phai xvay phan tu o6 sfin 1dn nhat, vi khong cé
bao dam nao cho viée chia cho 0 hay sy tich 1y cac 16i sai tinh todn.
Poi vai mot vai loai ma tran ba dudng chéo diéu nay xay ra thuong
xuyén, tuy nhién, nguti ta da ching minh ring né khéng phai la ly
do dé guan tam.

Phép nit gon Gauss-Jordan ¢é thé duge cai dat véi tién trinh
xoay diy du thay thé mot ma trein bdi nghjch dsdo cia né. Nghich dao
cua ma trim A viét AL, ¢d tinh chit sau: hé phuong trinh Ax=b o6
thé giai dude bang ciach thyue hién phép nhin x=A-16, Cang vay, can
N3 phép toian dé tinh x vdi b cho trude. Tuy nhién, co cich tién xu Iy
ma tran va philn ra né thanh cic phiin sao cho ¢ thé giai hé phuong
trinh tuagng dudng voi bat ky vé phai nio trong thai gian ti 18 véi N2,
nha vige luu thizm s8 N qua moi an ding phép khi Gauss. Dai khai,
diéa nay lion hé dén sy nhd ciac tac ta thue hién trén cdt thd (N +1)
trong pha khu-tién, vi thé két qua cua khu-tién trén cbt thd (N+1)
mdi ¢6 the duge tinh mot cich ¢ hitu qua, k& dén thyc hién pha
thay-ngudge nhu binh thuong.

Viéc giai hé phuong trinh tuyén tinh cho thiy vé mat tinh todin
tuong dudng vai phép nhiln ma triin, da ¢é nhing thuat giai (vi dy
phép nhan ma tran cua Strassen) co thé giai hé¢ N phuong trinh ¢6
N an s0 trong thoi gian xap x1 N33, Nhu phép nhan ma trn, ding
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phuwang phap nhu vy khong dang tru khi hé phuong trinh rét lon
duge xu ly nhu l@ thutng (néu c6). Nhu da néi thdi gian thuc hign
phép khu Gauss lién he dén s8 dit lidu lidu nhip 1a N3/2, thoi gian
nay kho cai thién hon nwua.
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BAI TAP

1. Tim ma trin duge tinh bai pha khu-tién cua phép khi Gauss khi
ding dé giai cic phudng trinh x+y+2=6, 2x+y+32=12 va
dx+y+33z2=14.

2. Tim hé ba phuong trinh véi ba 4n s8 sao cho ba vong lap for cia
pha khu-ti€n sai, ngay ca trugng hgp o6 1i giai.

3. Can bao nhiéu dung luong bd nhd cho phép khu Gauss trong
trusng hdp ma triin NxN ¢6 3N phan t khic khéng ?

4, Mo ta ditu gi xay ra khi phép kha thyc hién trén ma trin ¢ mjt
dong toan bang khéng ?

5. M6 ta dieu gi xay ra khi phép kha thye hién trén ma triin 6 mjt
cOt toan bang khong ?

6. Cé bao nhiéu tic tu toin hoc ding trong phép thu gon
Gauss-Jordan?

el o

7. Néu hoin vj cac edt trong ma trdm, c6 anh hudng gi dé hé phuong
trinh tudng duong ?

8. Lam thé nao kiem tra nhimg phuong trinh mau thuan khi dung
phép khit ? Con cie phuong trinh dong nhit thi sao ?

9. Néu dung phép khit Gauss cho hé M phuong trinh v6i N an s8 khi
M<N hay M>N thisao ?

10. Cho vi du chiing to ¢in phai pivot trén phin tu ¢6 in én nhit,
dung nguyén ly than tho:ai cua may tinh nghia la cic s6 co thé biéu
dien dudi dang hai ky s6 (moi s6 phai d dang x.y * 10%, trong d6 x,
y va z la cac s0 nguyén mot ky s0).
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Thuat nga khop dudng cong (curve fitting) hay didu chinh di lidu
duge dung dé ma ta bai toan tdng quAt cta vide tim cde ham khdp véi
mot thp cdc gia trj dang dugce quan sat (ng vai modt tap diém. dac
biét, cho cic diém

II. xz, cears IN
va cAc gid trj tuong ung
Y1 Y2 -« YN

Muc dich I tim cﬁc ham sao cho

ﬂxl)=-}'1' ﬁxy=y2, Bk ﬁIN)myN

va sao cho flx) duge gia su “hgp 1y” & nhing diém di ligu khac. Cé
thé rang mdt x va y duge lidn hé bdi ham flx) 4n danh nao d6 va muc
titu cua ta Ia tim ra ham d6, nhung, djinh nghia cta tir “hgp 13" phu
thudc tiung vng dyng. Ta sé thily ring thuong thi xdc djnh ham
“khong hdp ly” thi dé hon.

Khip duting cong c6 ing dyng hién nhién trong sy phan tich cic
da ligu thuoe thi nghigm va'con nhigu Wng dyng khédc nita... Vi dy,
né co thé duge dung trong do hoa may tinh d& san sinh ra duding
cong “col duge” ma khong caAn phai luu mdt s8 hegng 16n cac diém
vé. Mot iing dung o6 lién hé la dung chinh dudng cong dé cho ra mét
thuat giai nhanh trong tinh todn gia trj cia ham chua biét & mdt



250 PIEP NOLSUY

il Sl T

diém bat ky: Gid mot bang nho chua cac gid trj chinh xac, sy higu
chinh duong cong sé suy ra cic diem khiic.

Cé hai phuong phap co ban duge dung dé ti€p can bai todn nay.
Phuong phap thi nhat la phép ndi suy: tim mot ham lién tyc khdp
vdi céc gia tri da cho, Phudng phap thu hai, diéu chinh di ligu binh
phudng nho nhat (least-squares data fitting), duge dung khi caic gid
trj o6 thé khong chinh xdc va ham tim duge khdp cang nhiéu cang
tot.

PHEP NOQI SUY

Ta da thiay phuong phap giai bai todan ndi d liéu: néu biét f1a da thde
bac N-1, ta ¢d bai todn noi suy da thuic ¢ Chuong 36. Cho du ta khong
c6 hiéu bict dac biét gi vé £, ta cling o6 thé giai bai todn ndi di lidu
bang cich cho fix) la da thie ndi suy bace N-1 trén nhing didém va gia
tri da cho. Dieu nhy ¢d thé duge tinh toan bing ciach dung cac
phudng phip duge phic thao ¢ Chuong 36, nhung ¢é nhiéu ly do dé
khong dung phép ndi suy da thuc cho noi di ligu. Vi mdt lugng 1dn
cac phép tinh ¢o lién hé. Vi dy, tinh mdt da thue bie 100 dudng nhu
pha hiy phép ndi suy duting cong qua 100 diém.

Han ché chinh cua phép ndi suy da thic la do cic da thite bic cao
A nhung ham tudng déi phiic tap ¢6 nhing tinh chit khéng doan
trude dude, khong thich hop cho ham néi. Mot két qua tix toan cd
dién (ly thuyét xip xi Weierstrass) ndi ring co thé xAp xi bit ky ham
bang da thiic (bac du cao). Khong may, cic da thde bac kha cao b
khuynh hudng dao dong nhiéu. Cho di hau hét cac ham duge xap x1
hau hét khap ndi trén mot khoang déng bsi mdt da thuic ndi suy
nhung luon luon ¢6 nhing chd ma sy xap xi trd nén khong chap
nhan duge. Hon na, 1y thuyét nay gia s riing cic gia trj du li¢u la
cAc gia trj chinh xac ly tir mot haivm dn nao 4, nhung trong thyc té
cac g tri do thutng la chi xap xi. Néu nhang y 1a nhing gia tri duge
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xap x1 ti mot s& da thue an bjc thép, ta hy vong cac hg s6 cho 86 hang
bac cao trong da thite ndi suy la 0. Cach nay it dude dung, thay vao
dé, da thuic ndi suy thu dung cic s6 hang béic cao dé giup dat duge sy
ndi chinh xac. Nhiing anh hudng nay khién cdc da thic ndi suy
khong thich hdp trong nhiéu ing dung ndi dutng cong.

NOI SUY SPLINE

Cing vay, cic da thic bac thip 1a nhirng dutng cong don gian duge
su dung rong rai trong nodi duing cong. Manh la huy bo tu tuéng tha
tao mot da thic di qua tat ca cdc diém va thay vi dung cédc da thiic
khac nhau dé noi cac diém ké nhau, ndi cac doan sac cho thit mijn.
Mot trusng hgp dac bigt kha t&€ nhj lién hé sy tinh toan tuong doi
tryc tiep, duge goi la ndi suy spline.

Spline la mot thiet bi co hoe dude cac nguti vé so do thiet k&
dung dé ve cac duong cong dep, ¢6 thim my: ngudi vé xac djnh tip
hgp cac diem (nut) roi be cong mot giai plastic hay miéng go linh
hoat (spline) quanh ching va lay vét ching dé tao thanh mot dudng
cong. Noi suy spline thi tusng duong vé mat toin hoce vdi tién trinh
niy va cho ra cing mdt k&t qua. Hinh 38.1 minh hoa mét spline qua
10 diém.

Klinh 3% 1 MOt spline qua 10 niit
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L ss e =i S i

Co thé thay rang hinh dang cia mjt duing cong tao bdi spline
gita hai nut ké nhau la mot da thite bic ba. Trd lai bai todn néi d@
ligu, diéu nay c6 nghia 1a ta nén xem duding cong 1a N-1 da thuc khac
nhau ¢6 bic ba.

si(v)=a+bxl+ex+d, i=12.N-1

Vdi s;(x) ta da thiie bic ba xdc djnh gida khoang x; va x; . ;. Spline
6 the duge biu dién trong mot mang bdn chigu (hay trong 4x(N-1)
mang hai chiéu). Viec tao mot spline gom viéc tinh cac he s8 a, 8, ¢,
d tit cac diém x vi cic gia tri y da cho, Vige be cong mét spline vé mat
vat ly tuong ung véi viee giai h¢ phuong trinh véi nghigm 1a cic he
s0. Vi dy, Hién nhién ta phii c6: si(x)=y; v s;, 1(%;4 1) =Yy, Vi i=1,
2.y N-1 vi spline phai cham cée nit. Khdng nhirng né phai cham
ciac mit ma dudng cong di qua cdc nit dé phai min, khdng git. V
mit todn hoc diéu nay nghia I cae dao ham bac nhit cua cde da thic
spline phai bang nhau & moéi nat (8°;_;(x,)=8";(x;) vdi i=2, 3, ... N-1).
That syt thi cac dao ham bic hai cia cic da thie cing phai bang
nhau ¢ moi nit. Cac diéu lien nay cho ra 4N-6 phudng trinh vdi
4(N-1) hé s0 la an. Can xsic dinh thém hai dieéu kién nda 48 mo ta
tinh trang ¢ hai diém cudi cia spline. Cé nhigu cach: dung cai goi la
spline "ty nhién’ duge rat £ s“;fx;)=0 va $"n.1xn/=0. Cac diéu kign
nay cho ra mot hé day da % 4N-4 phuong trinh véi 4N-4 An s6, he
phuong trinh nay giai duge bang phép khit Gauss vdi an la cdc hé s8.

Tuy nhitn, cing cung mot spline nhung ¢d thé tinh todn kha
higu qua hon vi that sy chi ¢6 N-2 an: hiu hét cac didu kige cia
spline la thira. Vidy, gia sit p; 1a dao ham bac hai cua spline tai diém
X5 V1 8% gy =s"xy=p; voi i=2, 3, .., N-1 vh p;=pny=0 néu biét
trude cae gia tri p; vapy, thitait cahé sd a, b, ¢, d 06 thé duge tinh
trén cic doan spline, vi ta co bon phuong trinh véi bdn dn sd trén cac
doun: vai i=1, 2, ..., N-I ta phai co :
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$i(%y) = ¥;
$i(Xi+1) = Yi+1
§”i(x;) = py
8"i(x14+1) = Pi+1
Céac gia tri x, y da cho trude, dé xac dinh day da spline chi caAn tinh
cAC gia tr] py,..., py Dé tinh duge, dung diéu kién dao ham bac nhat
phai bang nhau: cé N-2 diéu kién @ng véi N-2 phuong trinh can dé
giai N-2 an, theo p; D& dién ta cic hé s6 q, b, ¢, d theo p, cac gia trj
dao ham biic hai, ta thay cic biéu thic vao bon phuong trinh tién
trén moi doun spline, diéu nay din dén mot s bidu thie phic tap
khong can thiét., Thay vi dién ta cic phuong trinh trén tirng doan
spline ¢ dang chuin liégn hé dén it An s8 hon, Néu ta thay cic bign Ia
t=(x-x)/(x;, 1-2;} thi spline dugc biéu dién nhu sau

Si(£)=fj'i+ 1+{1-in " (I:‘.+ l-xi)sz’t:i“t)Pi.fl ’ r(l't/ﬂ " (1--‘3))}) l)‘,i&

bay gitt mai spline dudge xac djnh trén soan [0,1]. phuong trinh nay
dd “ghe hon” la hinh thic bén ngoai cua nd, vi ta chi quan tAm dén
hai diém nuit 0 va 1 va holc ¢ hofic (1-£) bang 0 & nhirng diém muit
nay. Cich biéu dien nay dé kiem spline duge ndi suy va lién tuc vi
$;.1(1)=8i(0s=y; vdi i=2, ..., N-1, né chi hdi khé ching minh dao ham
bic hai lién tyc vis“(1)=s", |(®)=p;. 1. Cé cic da thuic bac ba thoa
nhing dieu kién nay tai cic diém nuit, vi thé chiing tuong duon g voi
cac doyn spline md ta d trén. Néu ta thay thanh £ va tim hé s8 cua
x*,... thi ta s c6 cung bi¢u thdc an laq, b, ¢, d theox, y vap giéng nhu
ta dung phuong phap duge mo ta d doan trude. Nhung khong oo ly
do gi lam nhu vy, vi ta-da kiém rang cac doan spline nay thoa cac
dieu kién cudi, va 6 thé lugng gia titng spline & bat ky diém nao
trong doan cua né bang cach tinh £ va dung cdong thide trén (khi da
biét p). |

Dé tinh p, ta gin cie dao ham cip mdt cua.cac doan spline bang
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i

céc diem cudi. Dao ham cap 1 (theo x) cla cdic phudng trinh trén la:
SYty=zi+ (i, 1%y ( (362 -Lps oy + (3(1-8)2 -1) p; )I6

Trong dd z;=(y;, -y/(x;11-x;). K& dén gin §'i-1(1)=s"i(0) véi
i=2...N-1, ta sé c6 hé N-2 phudng trinh;

(XX Ps1 + 204 1-X5. P + (X1 2P 41 =60202; )

Hé phuong trinh nay thudc dang tam gidc don gian ding phép
khu Gauss 0 Chuong 37 dé giai. Vi dy, néu dat u;=x;, -
di=2(x;,1-%;.1), vA wi=6(z;2;, 1), ta co he phuong trinh véi N=7;

(dyuy 0 0 0 (py)  (wy)
i“-*z dz uz 0 0 ||py g
0 2 d4 iy 0 1Ep4 = Wy
'0 0 4 dﬁ Ul |P5 W
0O 0 0 w-, d; : w

\ 5 h}l kpb) 'k ﬂ)

That sy, he tam gidc doi xing nay cé nua dudi bang véi nita trén
cua duting chéo chinh. N6 duge xoay trén phan ti ¢6 sin [én nhat
néu khong can tim lui giai ding cho hé phudng trinh nay.

Phuong phiap duge mé ta o doan trén dé tinh spline bac ba duge
dé dang viét dudi dang Pascal nhu tha tyc makespline & trang sau:

Cac mang d vau la dqi dién ma trin tam giac ma dung chuong
trinh & Chuong 37 dé giii. Trong chudng trinh d6 thay afi,i] bang
dfi], ofi+1,i] hay ofi,i+1] bang ufi] va ofi,N+1] bang z{i],

Tinh chat 38.1 Mot spline béc batrén N diém cé thé thue hién theo
thai gian tuyén tinh.

Digu niy hién nhién ¢é duge tit chuong trinh

Vi du xiy dyng modt spline bac ba tit naim diém:
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procedure makespline;
var i;integer,
begin
readin(N);
for i;=1 to N do readin(x{i],yfi]);
for i:=2 to N-I do dfi}:=2+{xfi+1]}-x[i-1]);
for i;=1to N-I doufij =x{i+1]-x{if;
for i:=2 to N-1 do
wii]:=6.0%(yli+ 1]-yli}ufi] - (fi]-yli-1Dfufi-1] );
pl1]:=0.0; p{N]:=0.0,
for i:=2 to N-2 do
begin
wii+ 1l =wli+ 1j~wli]*ufijidfi];
dfi+ 1] =dfi+1]ufi]*ufi]/dfi];
end:
for i:=N-1 downto N-1 do
plil:=(wli]-ufi]*pli+ 1])id{i};
end;

P

(1.0,2.03, (2.0,1.5), (4.0,1.25), (56.0,1.2), (8.0,1.125}, (10.0,1.1)

(Cac diem trén lay ti ham I+ 1/x). Cdc tham s8 spline tim dugc
bang cich giai h¢ phuong trinh:

{3
(620 0)|p, (2.250"
261 0/fpyl B 450
018 3||pg| | .150
00 3 10| [p- 075
\ ) SJ"J \ /

véi két qua
p2=0139541, };3=-[}_DG]23, p4:[).[]2658, p5=-0.@ﬂ047

Dé lugng gid spline cho bitt k¥ gia trj x nao trong khoang [x x5/,
don gian ta tim khoang {x;x; . 7 ¢6 chia x, 10i tinh ¢ va diung cdng
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thite trén cho si(x} (rdi lai diing ham nay dé tinh p; va p;, 1)

function evalfv:real Jrreal;
var f:real; iinteger;
function fix:real):real;

begin f=x*c*x-x; end;

begin

i:r=0; .

repeat i:=i+1 until vfi+1];

t:=fv-x{ij)fufi];

eval: =t*y[i+ 1]+(1-t/*y[i]+uli Ul (ft)*pfi+ 1]+ fit-1)*p[i])/6.0;

end;
“hm_

Chuong trinh nay khong kiém tra khi v khong nhm gida x/1] va
x/N]. Néu sd doan spline nhitu (mghia 1a N 1dn) cé mét s§ phuong
phap tim c6 hi¢u qua hon d Chuong 14 duge ding dé tim khoang
chua v,

C6 nhiéu thay d6i vé tu tudng dieu chinh dudng cong bang each
rap cac doan da thuc sao cho that mjn. Vige tinh todn céc spline
thude linh vite nghién citu da phét trién rét tt. Cae kiéu spline khac
lién b dén cice chuan Jam min cing nhu cAc thay d8i khac nhu ndi
long dieu kién cdce spline phai cham ding vao mbi diém di lidu. Va
mat tinh todn, chung lién he cung mét s8 bude xace dinh céc hé s6 cho
mbi doan spline bang cich gidi he phudng trinh tuyén tinh it tir cde
g10i han duge dua ra trén sy kién ching dude ndi vdi nhau nhu the
naon.

PHUONG PHAP BINH PHUONG NHO NHAT

Khi nhitng gid tri da liéu khong chinh xac, thudng ta éin phai tucng
tugng ra hinh dang cia ham khdp vdi di ligu. Ham nay c6 thé phy
thudc mot 6 tham so
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| flxi=fley, ¢y, ..., ¢y, X

va thu tuc dieu chinh duting cong 13 tim ciich chon cdc tham s8 nao
khdp nhat vdi cac gia tri quan sat dude & cic diém da cho. Néu ham
la mot da thide (véi tham s6 la nhing hé s8) v cac gid trj 1a chinh xac
thi day chinh la phép noi suy. Nhung ta dang xét nhing ham tong
quat hon va di ligu khong ding. Dée don gian hoa van de, ta tap
trung vao vigc ndi nhitng hiim Ia td hop tuyén tinh clia ham don gian
hdn, véi cac tham s0 An la cac heé s8:

fxi=c 1f (x) + cofolx) + ... Fepfulx)

Ham nay bao hiim hiu hét ciac haim ma ta quan tam. Sau khi
nghién ciu xong trudng hgp nay, ta sé xét d&n nhing ham tdng quat
hon

Mbt cich pho thong dé do nute do tot cua ham néi 1a tidu chudn
binh phuong tong quit. O diy sai s6 duge tinh biing cich them vao
binh phucng sai s6 & madi diém quan sit dwge:

E (flx )"'J’J)"

I{J"C

bay 1a mét phép do rat ty nhién: binh phuong duge thyc hién da
khu cac ude luge gita cdc sai 86 vdi cac diu hidu khac nhau. Hign
nhién, ditu ngudi ta mong mudn nhit la tim ra mot phép chon céc
tham 58 sno cho t6i tiéu héa E. Dieu nay khign phép chon o6 thé duge
tinh o6 hi¢u qua; day 1a phuong phéip binh phuong nhé nhat, phuong
phap nay ding nhu djnh nghia cua né. D€ don gian héa dao ham, xét
trutng hgp M=2, N=3. Gia s 6 ba diém x,, x,, x4 va cac gid trj
tudng dng yy, yu y3 thoa ham ed dang : flx)=c fi(x))+ cofy{xh Ta

phai tim mdt phép chon cdc hd s8 ¢ 15 € z sao cho tdi titu hoa saj s6
binh phuong nho nhit.

E=(efy(x 1) +eofyfxy) - y1)2 +ef 1(x2) +eyfylxy) - yo)2
+Heyfyfxy) +eyfulxy) - y3)?
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Dé tim ciic phép chon cia ¢ va ¢y sao cho toi tiéu héa sao s nay,
don gian chi cAn gan zero cic dao ham dE/de vadE/dcy Véi ¢q ta cé:
dEr;dlI?l: 2(c If](.l: 1) o szzrx 1) - yl)flfxl)
+2(c1fy(%) + Cofyfxy) - yo)fy(xy)
t2(eyfy(xy) + cofolxy) - yaifilxy).

Vige gan dgo ham bang zero cho ra phudng trinh c6 bign lacy va
¢y phai thoa (fi(xy), ... 1a cic “hang s8” ¢6 tr bigt trudc)

Cﬁf}(x l,iflllx 1,1 + flfxz.]flfxz) + fl(.]::g}fl(xg))
Feyfaxfi(xy) + folxo)f1(xy) + folxy)f\(x3)
=yixy) + yofilxg) + yafilxy)

Ta o6 phuong trinh tuong ty, khi gin dao haim dE/dec2 vé zero.
Nhing phudng trinh nay trong o ve gheé gdm nhung ¢6 thé don gian
chung bang cich dung ky hiéu vector va todn t{ tich vd hudng Néu
dinh nghia vector x=(xy,x,,x3) va y=(y1,y2,y3) thi tich vd huéng cua
x va y la mot s6 thyc duge dinh nghia baoi:

Ly=X1y)1+xyys+x3y;

Biy gits, néu ta dinh nghia cic vector fi=(fi(x1).f1(xo).f1(x4)} v
fo=(fulx 14y xy)folx)), thi phuong trinh véi heé sb cl, ¢2 ¢6 dang don
gian nhu sau:

cfifitesf1fo=x.f c\fef1tedofo =y

Cac phudng trinh nay c6 thé giai bing phép khi Gaus dé tim céac
he $0. Vi dy, gia su c6 cdc diem d liéu:

(1.0,2.06} (2.0,1.53) (4.0,1.26) (56.0,1.21) (8.0,1.13) (10.0,1.1)

khdp vii ham co dang ¢ +cyfx (cac diém nay hai khong chinh xac
khdp véi ham 1+ 1/x.) Trong trudng hgp nay, f1 1a hiing

f1=(1.0,1.0,1.0,1.0,1.0,1.0) va £,=(1.0,0.5,0.25,0.2,0.125,0.1),
vi vty ta phai giai hé phudng trinh sau



KECTE DUONG (CONCS 256G

6.000 2.175) {¢; 8.280

2175 1.378) |c, 3.623

viy o dip s6 1 ¢ =1.054 v cy=0.998 (ca hai déu xap xi bang 1 nhu
mong nudm).

Phudng phap trén dé dang duge tong quat hod cho trudng hgp
nhiéu hon hai hg 8. Dé tim cic hang ¢q,¢y,...,c trong

fixi=cfilxi+cofolx)+.. +epfplx)
lam t0i tiéu héa sai 8 binh phudng nhd nhit cho cac diem va céc
vector
=y Ty e X)) Y=Y o TN

trude hét ching ta tinh cic vector thinh phian cua ham

H=ihxy), iy, .. fifan)
5f2=ff2fx 1). ﬁ”}f.lizf‘, vy fzf.fNH

Va cé he phuong trinh tuyén tinh MxM dang Ac=b vdi a;=f.f;
b;=f,.y, 101 giai cua hé phudng trinh nay la cac hé s& can tim.
Phuong phap nay dé dang chi dat bang cach ding mang hai chiéu

cho ciac vector £, va coi -y nhu vector thd (M+1). thi mang
af1,.M, 1. M+1] ¢ the duge dien day bai doan chuong trinh:

o

for i:=1 to M do
for j:=1to M+1 do
begin =00
for k:=1 to N do t:=t+7i,k]j,k];
afijl=¢;

end;
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" Tri— i

va giai bang cdch dung phép khit Gauss & Chuong 37.

Phuong phdp binh phuong nhé nhit ¢ thé dude md rong cho
nhiing ham phi tuyén (vi du nhu ham flx)=cie~%2% sinc.4x) va né
thutng duge dung cho logi Wng dung nay, V& oo ban thi tu tucng
giong nhau, nhung c6 thé khé tinh dao ham. Ngwdi ta thudng dung
phudng phap lap: ding mdt s6 ude lugng cho cic he s8, i si dung
cac ude lugng trong phudng phép binh phuong nhd nhit d8 tinh céc
dac ham, do vity can phép ude lugng cic hé s& t6t hon. Ngay nay
phudng phap od ban nay dang duge dung rong rii, mot phuong phdp
duge phic thao bdi Gauss ngay tit thap nién 1820.
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BAI TAP - o

1. XAp xi ham Igx bang da thic ndi suy bic bdn & cac diém 1,2,3,4 va

5. Udc lugng chat lugng khdp bang cach tinh téng binh phuong cia
cac sai sO tai 1.5, 2.5, 3.5va 4.5

2. Giai bai toan trén vai ham sinx. V& do thj ctia ham va x4p xi trén
may tinh cia ban, néu cd thé.

3. Giai cdc bai todn trén dung spline bic ba thay vi mdt da thic noi
suy

4. Xap x1 ham lgx bang spline bac ba d cde niit 2N véi 1 <N <10 Thi
nghiém d nhung vj tri khac nhau cia cic mit trong ciing mién xéc
dinh dé liy nhing Ii giii tot hon.

5. Diéu gi xdy ra trong phép ndi binh phuong nhé nhit néu mét

- trong nhung him 1a ham fi(x;=0 v6i { nao d6?

6. Dung phép noi duting cong binh phudng nho nhat tim cac gia tri
cua a vit b sa0 cho cho ra cang thic t6t nhét & dang ayinN+by a8
mé ta tong so cic chi thj duge thye hign khi Quicksort dang thuc
hién trén tip tin ngiu nhién.

7. Gia tri nao cua q, b, ¢ toi tieu héa sai s6 binh phuon g nho nhét
trong viec sut dyng ham fix)=axlogx + bx + ¢ d& xép xi f11)=0,
fi4)=13, f18)=41 ?

8. Co bao nhiéu phép nhin (gdm ca pha khit Gauss) lign quan trong

vieée dung phuong phap binh phuong nho nhat tim M hé s8 dua
trén N diém quan sat duge?

9. Trong tinh hudng niv mdt ma trin trong noi dung cong binh
phudng nho nhat la ky dj ?

10. Phuong phap binh phusng nho nhit c6 dung duge khong néu hai
diém quan sit khiae nhau duge md ta boi cung mot didm ?
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TiNH TiCH PHAN

Tich phin la phép toan giai tich can ban thuong tién hanh trén cac
ham duge x 1y trén mdy tinh. Ching ta can tim "dign tich gidi han
bdi mot dugng cong” mot cach hidu qua va vdi mc',‘)t d0 chinh xac hgp

ly. Trong chuong nay, chung ta s& xem xét mot s6 thuat todn of dién
diing d€ giai bii todn tinh sb can ban nay.

Truée hét, ching ta sé xét truong hop cic ham s8 duge cho san.
Khi 4y, c6 thé thuc hien phép tich phan hinh thic (symbolic
integration) d& chuyén sy biéu dién cho mot ham thanh mdt biéu
didn tuong ty cho tich phan. Digéu nay thich hgp khi ham sd duge x& '
Iy nm trong mdt Iép hep cdc hiim s& ma tich phan cia né cho sin

& dang gidi tich, hojic niim trong pham vi cua cic h@ thong ma né xu
Iy cac bidu dién nhu vay cia cac ham sd.

Mat khac, him s& cé thé xac dinh boi mét bang, khi gia tr) cua
ham s& chi o6 thé xac dinh tai mot s6 it cac diém. Trong trudng hop
nhu vily, ngudi ta chi ¢ thé cho duge mot gid trj xap xi cua tich
phan, dya trén nhing gm dinh vé ding diéu cia ham sb gita cac

diém. Tinh chinh xac cda tich phan hAu nhy phy thudc hoan toan
vao tinh ding din cua cic gia djnh.

Hau hét cac truong hop thong thutng nam gida hai logi ham s
dudc néi & tren: Ham s8 duge tich phan o6 thé tinh duge gia tri tai
bt ky diém n#o. Cing nhu trude, tinh chinh xac cua tich phan phy
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thudc vao cic gia djnh vé ding didu cia ham s6 & gita cdc diem ma
ta lya chon d€ tinh toan. Myc dich cia né 1a d& tinh todn mot x&p xi
tich phan hgp Iy ma khong phai tinh qua miic s8 lugng gia tri ham
s8 tai cac didm. Sy tinh toin nay thuting goi 1a phép ctu phuong
(quadrature) bang giai tich s&.

Trong chuong niy chiing ta sé xem xét nhitu phép cau phuong.
Céac phuang phap nay rit sd cip, mue dich 1a d€ thu thap mét s6 kinh
nghiém nhu la cac phuong phéap s6 cd s3. Nhizu ap dung thye su ¢
thé mit ra tif ciic ky thuit cd ban ma ta xét, tuy nhién cac phuong
phap giai cdc bai toan khé hon, dic bigt 1a giai s cac phuong trinh
vi phéin, lai quan trong hon trong ng dung.

TICH PHAN HINH THUC

Mot vidy dan gian 1 tich phiin cdc da thie. Trong chuong 36, ching
ta da xem xét ciac phuong phap “hinh thic héa" (symbolically) cach
tinh tong va tich cua cic da thic, su dung mot chuong trinh tac
dong len biéu difn cua da thie (va vi phian) ciia cic da thic o6 thé
lam bang cich nay. Néu mét da thic:

PX)=patprx+pyx®+ . +py_aN-1
duge bidu dién don gian biing cdch dua cde hé s0 vao trong mdt mang
larray ) p thi tich phan c6 thé tinh toin dé dang nhu sau:

—_——
for i:=N downto 1 do p/i J=pfi-1]fi; plo):= 0

Chuong trinh trén ap dung cong thic (uen thude néu i >> 0.
Mot Iép ham réng hon Iap ham da thue cing b thé tinh toan hinh
thitc néu ta thém vio mot s6 quy tie. Chiing han, quy thc tich phan
tirmg phan., |
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j'u dv = nu —_[udu,

néu dude si dung sé md réng kha nhitu tip hop cdc ham s6 cé thé
lay tich phan.

Tuy nhién, do s& quy tac ¢6 sfin ¢o thé ding deé tinh tich phan cho
mot ham dac bigt rat nhigu, nén viéc tinh toin hinh thice thyce su gip
khé khan khi phai lya chon cdc quy tic, nguti ta chi vita mdi phat
hién ra mot thuit toan giai quyét viin dé nay: holic tinh duge tich
phan (hinh thite) hodce tra 18i duge rang k&t qua tich phan khong thé
bieéu dién bang cic 5 hang cua nhing ham sd cip. Sy mé ta thuit
toan dé vugt qua Lhudn khé cudn sich nay.

Di nhién, ky thuat hinh thuc (symbolic techmiques) ¢d nhing
gidi han cian ban do nhiéu tich phan (trong cic ing dung) khdong the
tinh duge bang k¥ thuat nay. Trong phin sau, ta s& xét qua modt sd
ky thuat khac.

CAC PHUONG PHAP CAU PHUONG
DON GIAN

Cé 1 phuong phdp hién nhign dé tinh xip x1 mdt tich phan la phudng
phéap hinh chi nhat. Viee tinh mot tich phiin gidng cich tinh phan
dién tich gidi han bdi mot dung cong, va ta ¢6 thé udce lugng phan
dién tich nay bang ciach edng dién tich cua cic hinh cht nhat nho ma

né nam sat ngay dudi dudng cong, nhu hin{,) 39.1.

Chinh xdc hon, gia sit chung ta can tinh Jf¥)4x v gia sit khoang
[a, b] duge chia thanh N phan, gidi han bai ®ic digm x4,..., x4 1- Khi
d6 ta ¢6 N hinh chi nhiit véi chieu ring cua hinh ch@ nhat that §
(1=i =N) A (x;, 1- x;). Chidu cao cua hinh chit nhit nay o6 thé chen
la fYx,) hay fix;, 1), tuy nhién, hinh nhi két qua sé chinh xdc hon néu
ta dung gid trj cua f tai diém gida cic khoang
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Ta ¢6 cong thite cau phuong:

X;+Xi4
r= Efxi+1_1'}f -

i=i=N 2

Truong hop tat ca cac khodng chia c6 dd dai biing nhau, dat
Xip 1% = w, tacdx;, 1 + x; = (2i + 1) w, vy Xap xi r tinh duge dé
dang.

_——“—_—‘——_-——_-ﬂ-__.._
function intrect(a,b:real; N:integer): real;

var i ; integer; w, r : real;

begin r:=0; w:=(b-a)/N;
for i:=1 to N do r:=r+w*flaw/2+i*w);
intrect.=r;

end;
I"_'‘—'—I_-ll---u_-._-.—_ll_

Di nhién la khi N ldn, 18i giai sé chinh xdac hon, Hinh 39.2 cho

thily k&t qua cua viée xu dung cac khoang co 4o dai nho hdn s0 vdi
cac khoang trong hinh 39.1-

Duéi day la mot vi dy dinh lugng hon d8 tinh gia trj cua (ma ta
biét ]a In2=0.6931471805599 ...} khi dung intrect (1.0, 2.0, N) vdi
N=10, 100, 1000: |

10 0,6928353694100

100 0,6931440556283
1000  0,6931471493100

Khi N=1000, 16i giai cua ta chinh xac d&n bay chi 8 sau diu
phiy.

St xem xét cach danh gia s8 thutng goi y cho cac phuong phap
chinh x4c hon. Khai trién Taylor ham f trong mdi khoang (x;, 1, x;)
tai diém gita cia né, tich phan, 1oi cbng tat ca ciac khoang lai. Ta
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] -—-—'r——n - ———

Flinh 39.1 Plucong phap hinh cfud nhat
khong di vao chi tiét, k&t qua cudi cung cho thay:
Jbﬂt)dl =pr+ wHI’JH + wﬁﬂﬁ 2
& .

Véi w=(b - a)/N va ey phu thude vao gia tri cua dao ham bac ba
cla f tai trung diém cla khoang {x;4 1, x;)... (thong thuong thi do la
mot xAp x1 t5t vi hau hét cdc him thong thubing déu ¢6 cac dgo ham
bac cao khéng lén m). Vi dy, néu ta chon w=0,01 (tuong dng vdi
N =200 trong vi dy trén), cdng thic nay cho thay sy tinh toan tich
phan chinh xdc dén siu chi s sau diu phay.

Mot phuang phap x4p xi tich phin khic la chia phan dién tich
cong thanh nhung hinh thang (xem hinh 39.3). Nhic lai rang dién
tich hinh thang la tich cia chigu cao véi trung binh cpng cta hai day.

Phitong phiap hinh thang dan dén cong thuc chu phuong.
flx;) +(x;41)

t= > (X4y—%) — 5
1=1=N

|||Illlumull||“ :

Hinh 39.2 Plucong phap hink ¢l nhét voi khodng chia nio nhon




268 CAC PHUCGNG PHAP CAU PHUONG PON GLAN

e —.

_

Itinh 39.3 Phicong phap hink thang -
Trong trutng hop dd dai cia tit ca cac khoang (x;, x;, ;) la nhu
nhau, ta c6 chuong trinh sau:

e e e e

function inttrapfa,b:real; N:integer):real;
var iinteger; w,t:real;
begin  £=0; w:=/b-a)/N;
for =1 to Ndo L=t+w(fla+i-1)*w)+ fla+i*w))/2;
inttrop: =1;
end;

-_— -  e-e eoe————m - -

Sai s0 cia phudng trinh nay c6 thé tinh tuong ty trudng hgp
phudng phap hinh chi nhat.

fhf(.x:)dx =t - 2wle, — 41&595 * i
a

Viy sai s6 trong phuong phép hinh thang nhidy gip hai sai 8
trong phudng phip hinh chit nhat. Tinh tich phan [ &4 ta cb thé 6
két qua sau:

10 0.6937714031754
100 0.6931534304818
1000 0.6931472430599

Mot phudng phap khice 1a cau phudng spline: phép noi suy spline
da xét trong cic chuong trude va bay gis tich phén duge tinh bang
cach ap dung trén timg doan ky thuat lay tich phan hinh thic cho
cac ham da thite da duge md ta & tren, Phuang phap nay rit gan vdi
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Hinh 39.4 Plicong phap hinh thang voi khodng chia nhé nhon

phuong phéap hinh thang va phuong phép hinh ch@ nhat, nhu ta sé
thay dudi day.

! i
it

1

)
‘ I
-l
..L.'_i

PHUONG PHAP PHO!I HGP

Xem xét cdc cdng thic dung dé tinh sai sb trong phudng phap hinh
ch nhat va phuong phdap hinh thang, ta tim duge mdt phuong phap
don gian c6 d chinh xdc cao hon, phuong phdp Simpson. Y tudng
chinh dya trén sy khi s& hang dau tién trong phan sai s bang cach
két hop hai phiong phap. Nhan cong thic dung dé tinh sai s8 cua
phm:mg phap hinh chit nhit vdi 2 v6i cdng vdi cong thue tuong dng
cua phuong ph"lp hinh thang dem két qua chia 3 ta e¢d cong thie:
f flx)dx = a 2 @2r+t = 2wdey + ...
3
56 hang w bj khit, vity cong thite cho ta mdt phuong phap dat duge
két qua véi sai $6 cd bimg kiit hgp cic cong thie ciu phuong tuong
ung: |
Ti+17%] X

x;
S =1_1£N & S {f () +4f ( ) + f(Xi+1))

Néu chia doan [a, b] thinh cic khoang ¢ 0.01, thi phuong phap
Simpson cho két qua chinh xde vao cd mudi- chi s& sau diu phiy.

Chuong trinh tuong dng & trang sau nay doi hoi tinh ba gia trj
cua ham s6 trong mai vong lap trong, nhung k&t qua thi chinh xdc
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hon két qua cia hai phudng phip trude:

function intsimp(ab:real; N:integer)real;
var i:integer; w.s:real;
begin s&:'=0; w:=(b-a)/N;
for i:=1to N do
s:=s+tu*fla+(i-1)*w+4*la-w/2+i*w)+fa+i*w)j/6;
intsinp: =s;
end;

10 0.68931473746651
100 0.6931471805795
1000  0.69314718055699

phuong phap Simpson thyc ra chinh la phuong phap tich phan cac
ham ndi suy bac hai tirng manh. Ditu thd vi [a bon phuong phap
chung ta vira xem xét déu ¢ thé xem nhu phuong phép tich phan
cac ham ndi suy: phudng phip hinh chit nhat (da thic ndi suy cap 0),
phudng phip hinh thang (da thiic ndi suy cap 1), phuong phdap
Sympson {da thite ndi suy cip 2) va ciu phudng spline vdi da thie
bac ba.

PHUGNG . PHAP THICH UNG

Mot phan ldn thiéu sot trong cac phudng phap ching ta da xem xét
cho d&n gidf 1a e sai s0 phy thude khong chi trén dd dai cac khoang
con (cua phép phan hoach) ma con phu thude vao 49 ldn cua dao
ham cap cao cua ham so 1y tich phan. Cac phudng phap nay sé
khong tot cho vai ham s6 (¢6 dgo havm ciip cao ldn). Tuy nhién, chi
c6 mdt s5 it ham od dac haim eiip cao 18n & moi dizm. Digu hgp 1y la
ham 1dn vi cic khoang (eta phan hoach) nho & ché cie dao ham nho.
Mot phuang phap thuc hign diéu nay modt cdch ¢6 hé thdng goi Ia
mot phuong phap cau plurong thich iing.
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{34

f{ 4 [ i
Iinh 39.5 Phucomg phap cdan phuong thich g

Phuong phép tdng quét 1a sit dung hai phuong phép cau phuong
khac nhau trén moi khoang con, so sdnh k&t qua, va chia nho
khoang nay ra néu sy sai khac qua l6n. Di nhign ta can phai chu ¥
mot ti vi néu hai phuong phép sit dung deu kém, két qua (cia hai
phuong phap) cé thé khdong chénh lach nhung lai 13 mdt két qua
kém. Mot cach dé tranh didu d6 1a chon mét phuong phap ludn ludn
cho k&t qua lén hon gia trj chinh x4c cua tich phéan (trén khoang con
dang xét) va phuong ph:p kia lai cho két qua bé han gia trj chinh xdc
nay. Mot cach khde dé tranh dieu 46 la bie dam cho mdt phuong
phap chinh xdc hon phudng phép kia. Cach thid hai nay s& duge md
ta trong doan trinh dudi day.

function adapifa,b:real):real;
begin
if abstintsimp(a,b,10)-intsim(a,b,5))j < tolerance
then adapt:=intsimp(ab,10)
else adapt:=adapiia,(a+b)/2)+adapt((a+b),2,b)
end: -

Ca hai cich tinh tich phan déu la phuong phap Simpson, tuy
nhién mét phan hogch ¢6 s§ doan nhigu gip ddi s§ doan cla phan
hoach kia, chi y&u, mdt phuong phdp cla chuong trinh dung dé
kiém tra do chinh xdc cia phuong phap Simpson trén mdt khoang,
néu két qua chua tot thi chia nhé khoang ra nia.
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Trong cdc phudng phap khac, ta quyt djinh s8 lugng cic bude cin
phai thyc hién va nhan kit qua (du ¢6 chinh xdc hay khéng). Tro ng
phudng phip ciu phudng thich ung thi do chinh xdc duge quan tam
tdi, con 80 lugng cac bude thyc hién lai khong dinh trude. Do dé,
tolerance can phai chon cin thian dé chuong trinh khong bj lap ma
khong thoait ra duge. S6 cic bude can thiét phy thude rat nhigu trén
dang cta hamg duge 14y tich phin. Mét haim s& bign thién nhidu thi
s lugng c:ic bude sé nhiéu, tuy nhién két qua sé chinh xdc hon nhiga
so vdi cac phuong phap trude. Hinh 39.5 cho*thiy su phan hoach cua
doan khi ding ciu phuong thich ung (dya trén cbng thuc hinh
thang) cho ham s0 trong cic hinh 39.1 - 39.4. Chii v : cde khoang 16n
khi ham s& thing va trun, cac khoiang nho hon khi ham déc nhanh.

Mot ham s& nhu trong vi du cua ta o6 thé dude tinh vdi mdt s& budc
vira phai. Bang sau cho thily cdc gia tri cua ¢, k&t qua tich phan tuong
Ung va s0 [an su dung d&n chudng trinh con trén @& tinh todn

0.00001000000  0.6931473746651 i
0.00000010000  0.6931471829695 O
0.00000000100  0.6931471806413 13
0.00000000001 ~ 0.6931471805623 33

Chuoug trinh nay c6 thé cii tién bang nhiéu cich. Trude hét, chic
chiin la khong can goi iniésimp (a, b, 10) hai lin. Thyc ra, cic gid trj
ham cho chudng trinh con nay da duge tinh mot phan trong intsimp
(a, b, 5). Thu hat, gia trj folcrance ©6 thé lien quan chit ché hon véi
dd chinh xdc cua i giai néu né duge xét theo ti 1@ 0 dai khoang
dang xét vdi do dai todn khoang. Cudi cung, mdt chudng trinh con
tét hon ¢d thé duge thye hien biing mdt phuang phap tét han phuong
phap ciu phuong thich ting bing quy tic simpson (tuy nhién, theo
mot quy it eo ban cua dé quy (recursion), mét chudng trinh con
thich ing khic khong phai 1a mdt y hay). Mot phuong phap ciu
phuong thich dng tinh vi ¢6 thé cho ra két qua chinh xac cho cic bai
toan khong giai duge bang cich khde, tuy nhién nén chd ¥ dén loai
ham s6 dang xu ly dé tim phudang phip thich hogp.
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BAI TAP

1. Viet mot chuong trinh d¢ tich phan binh thdc (va dao ham hinh
thife) cac da thic x va Inx. St dung dé quy trén cd sd tich phén
tirng phan,

2. Phuong phap cau phuong nio cho két qua tot nhét khi tich phan
cac ham sau: filx) = &x, fix) = (3 - x)(4 + x), fix} = sinfx) ?

3. St dung bdn phuong phip ciu phuong (hinh chi nhit, hinh
thang, simpson, spline) d& tinh tich phan ham y = I/r trong
khoang [0.1, 10].

4. Lam bai tap trén véi y = sin x.

5. Diéu gi xay ra khi phuong phap thich ung duge sut dyng dé tinh
tich phan ham y = 1/x trén khoang [-1; 21.

6. Lam bai tap trén véi bon phuong phap c¢au phusng can ban.

7. Tim cdc diém phan hoach khi ciu phuong thich dng hamy = I/x
trén khoang [0.1; 10] vdéi tolerance 1a 0.1,

8. So sanh dé chinh xic clia két qua tich phan bai trude khi ding
phuong phaip cau phuong thich Wng dya trén quy tAc simpson va
khi dung phuong phip ciu phuong thich tng dua trén quy téc
hinh chit nhit.

9. Giai bai toan trén véi y = sin x.

10. Tim mét vi dy cho thiy ré la phuong phip cau phuong thich nghi
cho két qua chinh xidc han han § phuong phap khac.
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CAC THUAT TOAN
SONG SONG

Hau hét cac thuat toan ching ta di khao sat qua ddu o6 kha nang
ung dung rat thiét thye. Phan 1dn cic phuong phap nay da ton tai
khoang mdt thap nién hosic lau hon, trai qua nhieu thay d6i quan
trong vé phan cing va phan mém trén may tinh. Cac thiét k& phan
cung mdi ciing nhu cic kha nang mdi cua phan mem chic chin ¢
thé tac ddong rat nhidu dén nhing thuit toan da o, nhung hau hét
cac thuit todn tot trén nhing mdy cl, cling 1A nhing thuat todn tot
trén cac may mdi.

Mbt 1y do cua hién tugng nay la thidt ké nén tang clia cic may
tinh it thay d6i trong nhitng nam qua. Thiét k& cta rat nhieu he
théng may tinh déu dya trén cing mdt nguyén 1y ed ban duge phat
trién bai nha todin hoc Von Neumann duge xdy dyng tif quan diém
hueu trd da ligu va chi thi trong cung mot viang nhd, va mdt bo xu ly
iy tirng chi thi tif bo nhd, xd 1y tufin ty mai [An mdt chi thj. Nhigu
co ché da duge xiy dung mot cach cong phu ti mi nhiim lam cho may
tinh trd nén re tién hon, xu ly nhanh hon, kich thudce vat 1y nho hon
ma kha nang luu t1¥ Iai Idn han, nhung kién tric cua hau hét may
tinh chi ¢6 thé xem la nhing bitn thé ti md hinh Von Neumann.

Tuy nhién thai gian gan diy, cic tién bd vé ki nghé phin aing
lam cho gia thanh cua aic by phiin may tinh tré nén thap hon, cho
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phép chung ta ¢6 the nghi dén kha nang phét trién nhitng mo hinh
midy khac, mdt trong s do la mdy tinh c6 kha nang xi 1y mot s8
lugng 16n cdc chi thj trong cing mdt thai diém; hay cac chi thj duge
cing héa (wired in) 4 tao thanh mdy chuyén dung c6 kha nang giai
quydt mdt van d@; hay may tinh gom cdc mday nhd hon hgp tac vai
nhau dé giai quy&t cung mdt vin dé. N6i ngin gon, ching ta o6 thé
nghi d&n viéc cho may tinh thuc hién dong th#i nhigu thao tac thay
vi mdi lic chi ym mot thao tac. Trong chudgng nay, ching ta sé xem
xét hidu qua tiem tang trong cic y tudng nhu thé, trén modt s8 van
dé va thuit todn ta da nghién cviu. Mdt cach riéng, chiing ta cing
xem xét hai cach ti€p ciin thiét k& may tinh c6 thé thich hgp véi sy
phat trién cua cdc thuat toan song song: perfect shuffle va systolic
array.

CAC CACH TIEP CAN TONG QUAT

Cac thuiit toan cd so rit thuiing duge st dung, va khi dung ching
trong cic bai toin 1dn thuting cé khuynh hudng thyc hign cic thuat
toan nay trén cac mdy tinh I6n hon va manh hon. K&t qua cla
khuynh hudng nay 1a mat loat cic "sidu may tinh" ra doi biéu hién
cho k¥ thuit mdi nhit, ching ta chap nhan mdt s8 nhugng bd doi voi
khai ni¢m cd s¢ Von Neumann nhung van duge thiét ké thanh mot
médy da ning va hitu dyng doi vdi tit ca cde chudng trinh. Cach tiép
can chung dé st dung loai méy nay cho cac van d2 thuoc loai chiing
ta dang quan thm bat dau tif nhitng thuat todn tét nhat trén cdc may
quy Udc va sita'ddi ching cho phit hgp véi nhimg dae tinh nho 46 cla
mot may mdi. R rang hudng tiép cin nay khuy@&n khich vige duy tri
cac thult toan va kién truc cd trong may mdi.

Cac bd vi xu ly vdi tiem naing tinh todn ddng chi ¥ gin day da c6
gia thanh ha han. Mot cich ti€p can hién nhién la thit si dyng nhidu
bd vi xit 1y nay @2 giai quyét cung mot viin de. Mot s8 thuat todn b
thé thich wng t&t vdi cach x(t Iy phan tan nay, sd con lai don gian i
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khong thich hgp vdi cach thic cai dit nay.

Sy phédt trién cia cic bd xi 1y tuong ddi hitu qua ma gid 1o da din
dén sy xudt hign cia cdc cong cy da nang diung trong viéc thigt ké
va xay dung cdc b xu Iy mdi. Ditu nay, dén Iugt no lai din dén chce
hoat dong gia ting trong vite phat trién cac may chuyén dung dé xu
Iy cdc van dé rieng bigt. N&u khong co sfn mot may tinh thich hgp
cho syt thi hanh mot thuit toan nao d6, ta o6 thé thit k& mot may
nhu thé! Vay cac muy tinh thich hgp vdi nhing bai tedn khac nhau
c6 the duge thidt ke va xay dung vira viin trong mét vi mach.

Mot y tudng -:.hung trong tat ca cic cach ti€p can nhy la ed ché
song song: chung ta ¢o g‘mg tieét kiem thai gian biing cach d& nhidu
viéc khic nhau duge xidy ra cing mat hic. Y tudng nay o6 thé din
d&n sy hén don néu nhu né khong duge thue hidn mdt cach trat tu.
Dudi day, ching ta s& xem xét hai vi dy minh hoa cho mot s k¢
thuat nham dat duge nnic dd cao cia ed ché song song trong mot s8
cdc 1dp bai todn. Y chinh la gia st chung ta khong chi c6 mdt ma la
M bd x1t Iy trén d6 cb thé thyce hién chuong trinh cia chung ta, Vi thé

néu mei diéu [Am viée tot, ta oo thi hy vong chuong trinh ctia ching
ta chay nhanh hon trude dé M [an.

Céc van dé trude miit lign quan dén vige t8 chide cho M ba x ly
lam vige cing nhau nhu the ndo dé gidi cing bai toan. Plau quan
trong nhat la cic by xu ly nay 11}1.;11 lién lac duge voi nhau theo mot
cAch nao do: phai cd cic mach ndi lién ching va mot oo ché duge dac
ta dé truyén di lidu trén cic mach nay. Hon nda, b nhidng gidi han
vat ly trén kiéu két ndi duge phép. Vi dy gia sd cic bd xi ly cua
chting ta 1 ciic mach thich hgp 32 duim g két noi. Ngay ca chiing ta.
co dén 1000 bo xur Iy nhur tha, thi moi bo xit ly chi ¢6 thé ndi lign 32
bd xu 1y khac. Viie chon lya cdch két ndi cic bo xit 1y véi nhau I didu
co ban nhat trong xu 1y song song. 11on nia, cAn phai nhd 1a lva chon
d6 phai duge quyét dinh ti trude: mot chudng trinh o6 thé thay déi
hoat Adng ciia no tuy tirng thé hitn cia bai todn, nhung mot cai may
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thi khong thé thay déi cach két noi gita cac phan cua nd v6i nhau
dude.

Trong mdi mdt ¥ tudng vé cic kiéu may mdi vita duge nhic dén
d trén, quan diém tdng quat vé xu ly song song theo nghia mot sd b
xu ly doe lap cing véi mdt sb cich két ndi cb dinh duge ap dung nhu
sau: mot situ may tinh ¢é nhiéu bo xit ly rit chuyén dung va cic mau
két ndi eo tinh nguyén ven d6i vdi kién truc cua né (va anh hudng
dén nhiéu khia canh trong viéc van hanh cua né); ciac bp vi xu ly
dude ndi lien véi nhau bao gom mot s6 tuong 481 nho cic bd xu ly
manh va sy két ndi don gian; va méot mach tich hop (VLSI) bao gbm
mot s& kha 16n cde bd xit 1y don gidn vdi nhing két ndi phuc tap.

Nhieu quan diém khac vé xa ly song song da duge nghién ciu
rong rai tu thoi Von Neumann, dang duge quan thm tro lai vi da o6
the san xuit cic bd xd ly véi gia thanh thip. Vige dé cip dén tat ca
cac quan diém dé nam ngoai myce tiéu cua cudn séch nay. Thay vao
d6, chiing ta sé xem xét hai loai m:iy duge dic ta cho mot st bai todn
quen thude. Khi khao sit cde niiy nay, ching ta sé thiy duge hidu
gua cla cau tric may tinh trén vige thiét k& thudt todan. O day cb 4oi
chuit phu thude lin nhau: chiic chiln khong ai thiét ké mot may tinh
mdi mi khong nghi dén ding né vio muye dich gi, va ai cing mudn
chon loai may tinh tot nhit ¢ thé dé thye hién cie thuat todn quan
trong nhit.

SU XAO TRON HOAN TOAN
{PERFECT SHUFFLE)

Dé lam sang to mét s van de dang ghy tranh cai lién quan dén viéc
thue hién cic thuidt toin nhuy mot mady thay vi mét chuong trinh,
ching ta sé xét den mot thulit toan tron thich hgp cho viéc thie hién
bang phan cing. Nhu ching ta s¢ thiy vé sau, c6 thé phit trién mot
phuong phap tdng quit giong nhu thé vho trong ban db dn vé may
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"thuat giai® loai may hgp nhit mot mau ndi két dé dat dudge su thuc
hién song song cua M bd xu ly trong vide giai quyét nhidu vin de
khac ngoai bai toan trdn (merge}.

Khac biét co ban gita viée viét mdt chuong trinh vA thiét k& mot
méy dé giai quy&t vin dé Ia chuong trinh 6 kha nang thich wng vdi
nhing thé hién dac biet cua vin dé, trong khi may phai duge thist
k& mach (wired) tit trude, do 46 ludn thyc hién cic thao tic trong
trinh ty dinh trude. Ta hiay cung xem lai chuong trinh sip x&p dau
tién sort3 trong chuong 8 dé thiy ro sy khac bigt nay. Da da ligu 1
ba s& nguyén xuit hién trong thit ty nao, chuong trinh sort3 van
thue hign [an lugt ba thao tde "so sinh - hoan d6i” ddng trinh ty da
dinh trong chuong trinh. Khong ¢d thuat toin nao khac trong cac
thuat toan sap x€p ching ta da gap o6 tinh chit nay. Day céc thao
tac so sanh chung thyc hien ludn phu thudc vao két qua cua fan so
sdnh trude, vi the thé hién nhicu vin da trong viéc cung hoa.

Truong hop dic biet, néu ching ta o6 mot thigt bj phan cing gobm
hai mach nhap va hai mach xuat c6 kha nang so sinh hai s8 nhap
vao, va hodn vj ching khi can thiét, thi ching ta ¢6 thé mic ndi ba
thiét bi nhu thé véi nhau nhu hinh 40.1 d€ tao ra mdt may sip x&p
vdi ba dit lidu nhap (phia trén cta hinh v&) vi ba di liéu xudt (phia
dudi ctia hinh vé). O day, hop dau tién hodn vi C va B, sau d6 hop thu
hai hodn vi B va A, sau cung hop thu ba hodn vj C va B dé cho ra két
qua cudi cung. May nay sip x&p dude bit ki hodn vi nao duge nhip
nao (nhu chuong trinh sort3 lam).

Di nhién con nthigu chi tiét can phai duge ban luan k§ ludng hon
trude khi 06 thé xay dung duge mot siip x&p that sy dya trén so do
ching ta vita thiét k& ¢ trén. Vi dy, phuong phip ma hdéa dit ligu
nhap van con chua dude dic ta. Dé giai quyét vin dé, ta c6 thé nghi
dén viée xem moi mach trong so do trén nhy mot keénh véi da duong
truyén dé c6 thé truyén mot bit trén mot dusng truyen. Cing o6 thé
nghi dén phuong an dé cho bd so sanh chuyén ddi doc tirng bit d
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lidu tir mot dudng truyén don (bit diu trudce tién). Van da thai didém
cling can phai ban thém: phai 6 mot cd ch& dé dam bao khong c6
thao tdc so sinh hodan chuyén nao dude thue hién trude khi c6 di
litu nhap san sang. Ching ta khong cé kha niing di siu hon vao chi
tiét clia nhing vin dé ve thiét k& mach nhu thé, ma sé tap trung vao
cac van dé ciip cao vé viée néi lién cde bd xit 1y don gian thanh bd xi
ly so sanh hoan chuyén dé giai cic bai toan rdong hon.

D& bt dau, ta quan tam d&n bai todn trdn hai tap tin da duge sép,
s dung mot day cic thao téc so sénh hodn chuyén doc 1ap véi di ligu
can tron, vi thé thich hgp cho vige thye hién biing phan cing. Hinh
40.2 cho thay thao tic ctia phuong phép nay trong viée trdn hai tap
tin da sip 6 tam khoa thanh mét tap tin da sép.

Trude tién, ching ta viét noi cfung hai tap tip theo hai hang
ngang, moi tap tin nam trén mot hang, va thing hang vdi tap tin o
trén. Trén ting cot cua hai hang dit litu nay, hodan vi hai s8 trén hai
tip tin néu can, sao cho s8 16n hon niim dudi 6 nho hon trong cung
cdt. Tiep dé, chia doi tirng haing, chen them hai nita méi vao bang va
thuc hign cic thao tic so sinhhoédn chuyén nhu trén cho céc cap s8
¢ hang hai va hang ba (luu y ring viéc so sanh ¢ic ciip s6 trén nhirg
hang khac la khong can thiét vi [an sip trude da lam). Theo cach nay
cac dong va cpt cua bang déu duge sip. Day 1a mdt tinh chit co ban
cua phuong phap, ban doc ¢6 thé mudn kiém ching nhung dé dua ra
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Hinh 40.2  7ron co tinh chdt tach va chen
mot bang chiing chinh xac la mdt bai tap doi hoi nhitu "manh khée"
hon la ching ta c6 thé nghi dén.

Héa ra dac tinh nay duge bao ton bdi cing mot thao téc chia ddi
mdi dong va chen cdc nita dong mdi nay vao bang, va thyc hién so
sanh hoan d6i tirng cap phan ti k& nhau trén cung mot edt ma trude
d6 céc phan tif nay thudc vé hai dong khéc nhau. Sau mdi bude &
dong sé tang doi, sd edt giam di mot nita va cie dong, cot nay van con
duge sap. Dau tién ching ta ¢6 16 cot va 1 dong, sau dé6 la 8 cot va
2 dong, sau do la 4 dong va 4 cit, 2 dong va 8 cdt, va cudi cung la 16
dong va 1 cpt da dugc sip.



282 | | SU XAO TRON HOAN TOAN

Tinh chit 40.1 Viée tron hai idp tin da ditoe sdp véi N phan tz ¢é
the duroe thire hidén trong khoang IgN bude xit Ly song song.

Neu N=20 thi phuong phip chi thyc hién chinh xdc n bude, mbi
budc doi héi it han N/2 phép so sinh ddc lap. D& ching minh rang
phuong phap nay sip xép duge, can phai ching minh cic ¢t vin con
dudce sip, cdc ban hay tha lam vige nay nhu mot bai tap. Vdi cac kich
thude khac, khi xur 1y don gian 1a them vao mdt sé khéa gia.

Thao tic oo ban "chia dd6i mdt dong va chen thém céc nura” duge
md ta & trén dé dang thiy duge mot cdch trye quan trén gidy, nhung
lam cach nho dé c6 thé chuyén dat y tudng niy thamh viée noi mach
cho mot may ? C6 mot ciu tra 161 tinh t&€ va ding ngac nhién cho van
dé nay b the rit ra duge ngay bang cich viét lai bang theo mot cach
khac. Hon la vigt lai bang trong mot mang hai chiéu, ta sé viét lai
ching nhu mdt danh sich cic sd, t6 chite theo thu ty cot: dhu tien
dat mot phan t vao ¢t 1, sau d6 dat cic phan ta kia vao cic cht 2,
3... Vi thao tic so winh chuyén ddi chi xay ra véi mot eap phian t ké
nhau trong cing mot ¢dt, ndi vdi nhau theo thao tac "tach va chen”
can cho viée dua e cap phan td vio bp so sanh chuyén doi.

Hinh 40.3 thé hién tudng whg nhing md ta vé su dung cic bang
& trén, ngoai tru tit ca cac bang duge viét theo thu tu edt (bao gbm
mot bang khdi dong kich thude 1x16 vai mit tap tin, va bang khac
cho tip tin con lai). Doc gia 6 thé kiém ching sy tuong dng gitta luu
do nay va cac bung da cho trude dé. Cac hdp so sdnh hoan ddi duge
vé 10, va cac dong duge vé cho thiy cic phan t dich chuyén trong
thao tdc "chia doi va chen thém". Pding nguc nhién la khi bitu dién
theo cach nay, mbi thao tic "chia doi va chen thém" duge bién doi
mdt csich chinh xdc via dan gian thinh mot mau két néi. Mau két noi
nay dude goi la perfect shuffle vi cac mach that sy duge chen vao
theo kidu ngudi ta x:do trdHn cac quin bai.

Phuong phap nay dude dat tén la ¢ron chan lé do K E.Bather
phat minh m vho nam 1968, Nét die trung od ban cua phuong phap
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nay la tit ca cdc thao tac so sanh hoan déi trong cing mot giai doan
duge thyc hién song song. Nhu da dé cap trong tinh chét 40.1, né
dang dugce chi y vi rd rang né ching to hai tap tin N phan ti c6 thé
duge tron trong logN budc song song, sit dung it hon NlogN hop so
sanh hodn doi. Tt mé ta d trén thi nhian xét nay ¢6 vé nhu duge rit
ra dé dang, nhung thyc t& van dé tim kiem mot mdy nhu thé da
thach thic cde nha khoa hoe trong mot thoi gian.

Bather cting phat trién mot thuat todn tron khac gan nhu vay
(nhung khé hiéu hon), tron doi mot din dén mot loai may khac con
don gian hon nhu duge thé hién trong hinh 40.4. Phuong phéip nay
c6 thé duge md ta chinh xdc biing céc thao tic "chia ddi va chen
thém" trén cic bang nhu @ trén, ngoai trit viée bat dau vai tap tin
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inh 40.3  Tron chan lé bang phicong phap xdo trén hoan todn
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thi hai trong thi tu sip ngude va ludn ludn lam ddong tac so sanh
hoan ddi gitta hai cap phan tir ké nhau trong mot cHt ma cdc phan ti
nay truéc dé ¢ cing mdt dong. Ching ta s& khong ching minh
phuong phap nay lam viée tot, ma chi trong dén khia canh khac:
phuong phip bitonic merge da khic phuc duge sy ray ra trong
phuong phéip tréon chéan le la cic hdp so sinh hoan ddi trong & giai
doan dau sé bj dui di mot vi tri so vdi goe khi @ cac giai doan sau. Nhu
hinh 40.4 cho thay, moi giai doan cua phudng phap binotic merge
déu c6 cung s6 bd so sanh va cung mot vj tri.

Bay git khéng nhing ¢6 quy luiit trong sy két ndi ma con cé quy
~ luat trong cac vj tri cia cic bd so sanh hodn ddi. Cé nhieu bd so sinh
hodn do6i hon so véi phuong phap tron chéan lé, nhung dé khong phai
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Hinh 40.4  Tron doi mor bang phwong phap xao tron hoan toan
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1a véin dé, vi chi can cing mot sd bude song song nhu & phuong phap
ci. Diém quan trong cua phuong phép Ia né tryc tiep dua dén cach
thuc thuc hién phép tron ma su dung N bd so sénh hodn 46i. i.' tuong
la don giin md phong cdc dong trong bang trén biing hai dony, vi thé
tao ra mot may chu ky (cyeling) duge méc ndi cing nhau nhu trong
hinh vé 40.5. Mot may nhu viy 6 thé thuc hién logN chu k¥ so sdnh
hodn ddixdo t1dn, moi thao tac cho mot giai dogn trong hinh vé,

Chu y cin than rang day khong phai 1a cach thyc higén song song
ly tudng: vi ching ta o6 thé tron hai tip tin N phan ti véi nhau chi
su dung mt bd xu 1y vdi s6 bude ti lé N, chiing ta cé thé hy vong thue
hién phép tron do vdi mot sd bude cb dinh su dung N bd xit ly. Tuy
nhién, trong trudng hgp nay chiing minh duge la khong thé dat duge
miic do ly tudng va cac may mo ta d trén da dat duge cdch thuc hién
song song tot nhat cho vige trom su dyng cac bd so sanh hoan dai.

Kiéu két néi perfect shuffle thich hgp cho nhitu van de khéc
nhau. Vidy, néu mdt ma trin 2°x2? duge gid trong thi ty dong, thi
perfect shuffle sé chuyén vj né (chuyén né vé thu tu cft). Mot s8 vi
dy quan trong hon bao gom phép bign déi Fourier nhanh (88 xét &
chuong sau), siip xé&p, ude lugng da thite, v mot s van dé khac. Méi
bai toan trém co thé giai quyst bing cich si dgng mdt may cycling

v
XN
-‘-‘Q‘.&:‘:a’gﬁ e s}

Hinh 4.5 Afor neiy Xbo tron hoan todn
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perfect shuffle véi cich thic két noi gidng nhu so db & trén nhung
cac bd xu ly phie tap hon. Mot vai nha nghién citu con tinh dén viée
ap dung kieu két noi perfect shuffle cho cac may da nang.

CAC MANG SYSTOLIC
(SYSTOLIC ARRAYS)

Mot véin dé cia md hinh perfect shuffle la can cc day ndi dai. Hon
nia cé nhiéu day ndi giao nhau: mjt shuffle n day néi c6 s6 diém
giao nhau ty 1& véi N hai dac dién nay lam cho vige xay dung mjt
may perfect shuffle that sy tro nén khé khan hon: day néi dai dan
dén vige tri hoan thoi gian, cdc diém giao nhau lam cho chi phi két
noi cao va khong thun tién.

Mot cAch ty nhién d€ tranh khoi hai nhude diém tién la chi nai
cac bd xur ly vdi cic bd xu 1y ¢b vi tri vat 1y ké né. Nhu da n6i 3 tien,
chiing ta thao tdc dong thisi cic bd xi 1y: tai mbdi bude, mdi bd xi 1§
doc dit lidu tir bd x1t ly “hang x6m" cla né, thyc hign cde xt 1y va xuét
k&t qua vio ciac "hang xém". Héa ra dieu nay cung khdng can thiét
phai gidi han, va viao nam 1978, H. T . Kung chi ra rang mét mang cac
bd xat Iy nhu thé, ma dng goi la systolic array (vi cach thdce di ligu
di chuyén trong ching ggi nhé dén nhip tim dap), cho phép su dung
cac bd xu ly rit hignt qua cho nhigu van dé co ban.

Chung ta sé& xem xét vit:e sit dung cdce systolic array cho bai toan
nhén ma trin vdi vects nhu mot Wng dung dién hinh. Gia s c6 thao
tac nhian ma tran vector sau

(1 3-4) (1) {8

L1 1-2] [5| =] 2
l-1-2 5| |2 1
\ \ T

Viée tinh toin xit ly niy sé duge thye thi trén mot dong cua ciac
bd xu ly don ma mdi bd xi 1y ¢é 3 dong nhap va 2 dong xuat nhu
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Hlinh 40.6  Mdt mang systolic
trong hinh 40.6. Chung ta st dung 5 bd x(t 1y vi dang biéu dién da
litu nhap va doc dit lidu xuat trong cich thie tinh todn thai gian k¥
iudng nhu mo ta dudi day.

Sudt moi bude, moi by xut Iy doc mot dir lieu nhap tir bén #rdi, mot
tit trén va mot bén phai; thye hién mbdt thao tac tinh todn don gian;
va ghi mot di litu xuit ra bén 4rdi, va ghi mdt dd lidu xuit ra bén
phai. Theo dic ta, di liéu xuitt bén phai nhan bat e ndi dung gi cla
d lidu nhap bén #rdi, va di lidu xuit ben phai nhan két qua cia
phép cong tich cua phép nhan d liéu nhap trdi va trén, véi da ligu
nhap phai. Mot dac tinh quan trong cda céde bd xu ly nay la chiing
ludn thyc hi¢n mot sy bien doi dong tir d litu nhap sang dit lidu
xudit; chiing khong bao git phai ghi nhé cac gia trj @a tinh toan (Diéu
nay cing ding cho ciac bd xu Iy trong may perfect shuffle). Day la
mot luat nén tang do sy khong ché & nmute thap thigt k& phan cing,
vi viéc bd sung thém bo nhd co thé rit dat.

Doan vita roi da dua ra mdt "chudng trinh" cho mily systolic, @&
hoimn tit vi¢e md 1 thuat todn, ching ta cing cin md ta chinh xdc
cich thie dua dd li¢u nhap nao. Viee 1ip k& hoach nay 1a mét dic
trung can thitt cho may systolic, né nhin manh sy tuong phan véi
may perfect shuffle, la may ma tit ca cae di lidu nhip dau duge dua
vao cung mot lde, va cae di ligu xuit déu co thé sit dung dude & mot
thoi diém sau d6.

Ké hoach tong quat ¢ diy la dua ma trin vao tir cdc dong nhap
phia trén cua cac b xu Iy, phan chiéu (reflected) xung quanh dusng
chéo chinh va quay 45°, va vector duge dua vao tir dong nhip bén
trdi ctia bg xu ly A, sau d6 truyén sang cic bd xit Iy khiae. Cée két qua
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trung gian dugc truyén tU phai sang trdéi cua mang, vdi output
eventually xufit hién bén dong xuiit phia trai cia bd xi 1y A. Hinh
40.7 cho thay tirng budc thye hién trong vi du ban dau.

Vector nhiip duge dua vio qua dong nhiip #rdi cia bd x& Iy A tai
cac budc 1,3,5, va sau d6 truyén sang phai dén cic bd xit ly khac g
cAc budc sau. Ma tran nhip duge dua vao cho cic dong nhap trén o
budc 3, ddi xung lech dé cac dudng chéo phdi sang tréi cia ma tran
co thé duge dua vao § ciac bude ké tiép. Vector xudit hién nhu di lidu
xuit frai cua bd xit 1y A 6 cac budce 6, 8, 10. (trong luu db, vectd nay
xut hién nhu mot d lidu nhip phai cia mot bd xi ly tudng tugng
0 bén trai cua A, bd xit ly nay thu nhan dip 4n).

Co thé theo vit viée tinh toan thit sy biing cach theo cac di lidu
nhap phai (da ligu xuat trdi), chung di chuyén tit phai sang trai cua
mang. Tat ea viéc tinh toan déu cho ra két qua 0 cho dén tan budce
3; sau budc 3, b xut Iy C ¢6 1 cho dong nhap réi cia né va 2 cho dong
nhdp &rén, vi thé né tinh toin duge k&t qua 1, két qua nay duge
truyén qua cho by xit Iy B nhu la di litu nhip phai cho busc 4. O
bude 4, bd xi ly B ¢6 ba gia trj nhap deu khac 0, va né tinh todn duge
gid tri 16, d& truyén qua cho bd xu 1y A & bude 5. Dang hic ay, bo xu
ly D tinh todin gid trj 1 cho bd xi 1y C sit dung 8 bude 5. Sau dé & bude

0, bo xu ly A tinh todn dudce gid tri 8, gia trj nay duge xem nhw di ligu
- xuat dau tién d budc 6; C tinh todn gia tri 6 cho B st dyng 0 bude 6,
va E tinh todn gid trj dau tién khac 0 (-1) cho D st dung ¢ budc 6.
Viéc tinh todn gia tri dia li¢u nhip tha nhi duge hoan téit bdi B & bude
6 va truyén qua cho A dé xuilt & budce 8, va viée tinh tosan gia try dix

litw nhap thd nhi duge hoan tat bai C 6 bude 7 va truyén qua cho B
va A dé xuitt ¢ bude 10.

Mot khi qua trinh xur ly da duge mo ta d nuic do chi tiét nhy trén,
phudng phip tixf nén dé hiéu hon & nuic cao hon. Céc s& trong phan
gitta cua hinh 40.7 (trong hinh ch@ nhat) chi don gian 1a ban sao cua
ma tran nhip, duge quay va phan chiéu nhu da dbi hoi dé thé hian
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Hinh 30.7 Nhdn ma trdn voi vecio biang mang systolic
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cho ciac dong nhap trén cua céc bd xu Iy, N&u kiém tra cic s8 8 céc
dong nhép tuogng ing vdi cac bd xi ly nhan ma trén, ta sé nhan thay
ba ban sao cua vector nhap duge dat ding vao vi tri phai va ding
lugt d& nhan vdi cac dong ma tran. Khi do cAc dong xuAt phai cia céc
bd xu ly thé hién cic k&t qua trung gian cho mdi phép nhan mpt
dong ma trin vdi vectd. Vi dy, phép nhan vector véi dong gida cua
ma tran &oi hoi cac phép tinh con sau:

1*1=1, 1+1*5=6 va 6+(-2)*2=2, va cac két qua nay xuit hién
trong cic hinh chi nhat chia sd 1, 6, 2 (doc chéo, dudi hang 1 1 -2
mot budc). Mot may systolic quan 1y sip x€p moi viée d& mdi phan
tu cua ma trin "gap" duge vector nhip va cac tinh todn thich hgp tai
bd xu Iy ma né la A litu nhap, d& nd ¢d thé phai hgp chat ché véi ede
thanh phin khéc dé cho ra k&t qua tirng phéan.

Phuang phap nay cé theé md rong dé thyc hién bai todn nhan ma
tran NxN vdi vector NxI su dung 2ZN-1 bd xu ly trong 4N-2 budc.
Pitu nay dén gan vdi tinh hudng ly tudng fa dé mdi bd xu ly thye
hién mot cong vige hiu ich tai moéi bude: mdt thuit toan béc hai
duge giam xudng tuyén tinh su dung mot sO tuyén tinh cac bd xu ly.

Nhut trude diy, ching ta chi mdi md ta mdt phugng phdp chung
cua tinh toan song song. Nhiéu chi tiét trong thiét ké logic caAn dugc
lam sang to trude khi ed the xay dung mot may systolie nhu trén, Tt
vi dyu nay, ban oo thé: danh gia vang systolic arrays cung lic don gian
va hitu hidu. Vects xuit duge dua ra hiv nhu do ao thuéat. Tuy nhién,
moi bd xu ly riéng ré chi thye hién cie thao tac tinh toan don gian
nhu vita mo ta d trén: phép la niim & sy k&t hgp va sdp x€p thai gian
the hién di lisu nhap.

Cing nhu vii may perfect shuffle, systolic array c6 thé duge sa
dung trong nhiéu loai bai todn, bao gom doi sanh chuoi va nhan ma
trin cung nhing van dé khae. Va ciing nhu vdi may perfect shuffle,
mot vai khoa hoc gia dy tinh st dung mAu ndi két nay cho cic may
song song da dung.
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TRIEN VONG

Qua viée nghién ciru may perfect shuffle va may systolic array tada
thay dugc thiét k& phan eing cé thé tac dong dang chi y trén vide
thiet k& thuat toan, va mét du dosdn ro rang la cAc thay dai c6 thé
dem dén nhing thuat toan mdi thd vj va mot hirng khai mdi cho
nhing ngusi thiét k& thuat todn.

Trong khi day dang con la mét linh vyc nghién ciu ly thy va hia
hen nhiéu két qua trong tudng lai, ta phai dua ra mdt vai ghi chi
tinh tdo. Truéc tién, can phai cé nhidu o ghing vé ky thuat d8
chuyén d6i cac so do tong quiat duge phéc thao & trén thanh céc may
thiit sy c6 kha nang viin hanh tot. Doi vdi mot s6 ung dyng, phi tdn
tai nguyén khéng thé bien minh duge vi-mot may thuat giai vdi bd
vi Xt Iy truyén thong thue hién trén mot may truyén thdng vén o6
thé giai quydt du tot vin de. Vi dy, néu mot ngudi o6 nhitu thé hién
cua cung mot van de vh o6 nhigu bd vi xt Iy d€ giai quyét van de dé,
thi y tudng xu ly song song cd thé dat duge don gian bang cach dé
moi bd vi xit 1y (su dung thuat todan truyén thong) thao tac trén mot
phién ban, ma khong can néi két cic bp xit ly nay véi nhau., Néu cé
N tap tin can shp x&p va N bo xt ly @8 sip x&p chung, tai sao khong

d€ don gian dung mbi bo xu ly cho mdt viée siip x&p han la ép ching
cung lam viée véi nhau ?

Riit kho lugng gia hiéu qua cla cic chign lude xi ly song song
khac nhau trén vige thye hién thuat toan. Tat ca cic van dé da ban
cal 8 chudng 6 va 7 ¢an duge xem xét lai, véi mot sy phice tap bd
sung, mot may tyf no trd thinmh mot bién, Ciach dé& nhat va phd bieén
nhiit dé so sinh hai midy 1a cho thye hién cung mot chUdng trinh
trén ca hai mdy, lai ¢6 thé danh lita chiing ta hoin toin néu thuit
toan cd so cua chwong trinh lign quan chiit ché dén kién tric cua
mot trong hai may. Lic dé mdy 6 kién tric pha hop vdi thuat toan
sé thyc hién chudng trinh tot hon nhidu so véi mdy kia. Dé so sanh
chinh xdc hai may, can tap trung vao véin dé ¢an duge giai quyét va
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xeny xét thuit toan tot nhat cho van dé doé trén timg may. Li¢u kién
tric may mdi cé cho phép ching ta giai quyét cic vin de khong thé
giai quyét tréen kién trdic may cd ?

Cac ky thuit ma chiing ta vira ban luiin dén trong chuong nay
hién nay chi 1y giai dude vu diém cho cic ing dung véi yéu chu thai
gian hay khong gian dic bidét. Trong viée nghién cifu nhiéu s do
khie nhau cua xu 1y song song va hiéu qua cua ching trén sy thuc
hién ciac thuat toan, ching ta ¢d the trong chd sy phat trién mdt may
song song da dung cé kha nang thye hién duge cai tién cho nhiéu ldp
thuit toan hon.



CAC THUAT TOAN SONC SONG 293

BAI TAP

1. Phéc hoa phudng phéip song song cho thuat todn Quicksort.

2. Ching minh phudng phap tach - va - chén bao dam cée cbt dude
sép xép.

3. Viét chudng trinh Pascal dé tron tép dya vao phucng phép cla
Batcher

4. Viét chuong trinh Pascal dé€ tron tép dya vao phuong phap cua
Batcher nhung khang thyc hign bat ki xdo tron nao.

5. Can bao nhiéu perfect shuffle 48 mang tit ca cdc phan td trong
mang kich thuée 27 trd vé cac vj tri goc clia ching ?

6. Hay vé mot bang gidng nhu Hinh 40.7 d€ minh hoa thao tac cia

phép nhan ma tran va vector systolic cho bii tap sau
\

2 1 4\ { 3} ( 3"
1 -1 3{ |-1 ~1
\ £ % \/

7. Viet mot chuong trinh Pascal gia 1ap thao tdc mang systolic ding
dé nhan ma trin NxN va vectd Nx1.

8. Cho biét lam thé nao dé chuyén vi ma tran bang phuong phép
mang systolic.

9. Can bao nhiéu bd x1 ly va bao nhigu bude khi diing mdy systolic
dé nhiin ma triin MxN va vector Nx].

10. Hay trinh by mot so do song song don gian d& nhan ma tran va
vectd bang cich diung cic bd xi ly ¢6 kha nang "nhd" cdc gia trj
tinh duge.



41

BIEN POI FOURIER NHANH

Mbt trong nhitng thuit toan s hoe duge st dung rong rii 1a bién doi
Fourier nhanh, mdt phuong phap hitu hidu dé tién hanh cac tinh
todn can ban. Bién d6i Fourier nhanh o6 tam quan trong lén trong
giai tich todn hoc va la ddi tugng cua nhidu sich nghién ciu, Sy xudt
hién caa phudng phip tinh tedn hiéu qua la mdt bude ngoiic trong
lich su tinh toan.

Bi&n d&i Fourier cé riit nhidu 1itng dung. N6 la co s6 cua nhidu
thao tdac cd ban trong x¢ ly tin higu. Hon nida, nhu ta s& thiy, né
cung cAp modt phudng phap thudn tién dé cai thién hidu qua cua céc
thuat toan s6 hoc thong thutng. Muyc dich ctia phan nay 1a phac qua
od sG toan hoc cla bién d8i Fourier v néi tdng quat vé nhiing 4p
dung cta nd. Ching ta sé xem xét dic triung cia thuét toan can ban
nay trong khudn khé cic thult toin ma ta da khao sit.

Dac bigt, ching ta sé xem xét phuung phdp su dung thuit toin
nay dé it gon thye sy thoi gian cin thiet dé nhan da thie, bai toan
da khao sit ¢ chudng 36. Chi can mét sO it kién thidc vé giai tich
phite, ta c6 thé cho thidy bang cdch nao bién ddi Fourier cd thé su
dyng d€ nhan da thic va c6 thé dinh gia duge thuit todn bign doi
Fourier nhanh.
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TINH GIA TRl - NHAN - NOI SUY

Chién luige chung cua phudng phap cii tién viee nhan da thic ma ta
da xem xét nha diem thuan Igi la mot da thic bac N-1 dude xac dinh
hoan toan boi gia tri cua né tai N diém khde nhau. Khi ta nhan hai
da thic cip N-1, ta duge mot da thie bac 2N-1 , néu ta ¢ thé tim
duge gia tri cua da thie tich tai 2N-1 diém thi né hoan toan dugc xac
dinh. Mat khac, gid trj cua két qua tai mot diém bat ky duge tinh
bang tich sb hai gid trj cua hai da thitc ban dau tai didm dé.

Do trén, ta c6 sd do tdng quit sau d€ nhan hai da thie bac N-1.

Tinh gia tri hai da thic ban dau tai 2N-7 didm khéc nhau.

Nhén hai gia trj tim dude tai mbi diém.

Nbdi suy dé tim két qua ma céc gia trj da tinh tai cac diém da cho.

Vidy, dé tinh r{x)= plxiglx) vii plx)=1+x+x2 qlx)=2-x+x2 ta c6
the tinh p(x), ¢fx) tai nam diém bit ki, ching han -2,-1,0,1,2 dé duge:
[p(-2), pt-1), ptO), p(1), pt2)] = [3, 1, 1, 3, 7}

[q(-2), q(-1), q(0}, q(1), q(2)] = 8, 4, 2, 2, 4]
Nhan titng s& hang tuong ng ta cé:
[r(-2), r(-1), (0}, r(1}, r(2)] = {24, 4, 2, 6, 28]
Theo cong thie nodi La >
O e 24 AT 5e) x—2
‘ =2+1 =2-0=2=1 =-2=2
+4 x+2 x-0 x-~1 x-2
=1+2 -T=0=-1-T=1=-2
+9 x+2 x+1 x—1 x—2
0+2Z0+4T0-1T0-2

+2 x+1 x-0 x-2

142 T+¥T 1072
+ 98 x+2 x+1 x-0 x-1
2+2 2+1T2-02=1

+ 6
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Rut gon ta ducge:
rix)=2+x+2x2+x4

Nhu da néi tif trude, phuong phap nay khong phai 1a mét thuat
todn hip dAn vi eic thuat todn tot nhat cho hai cong viée tinh gia tr]
(ap dung phuong phip Horner) va noi suy (cOng thite Lagrange) dbi
hoi N phiép toan. Tuy nhidn, vin o6 hy vong tim duge mét thuat
todan to! hon néu ta tim duge 2N-1 diém d& tinh gid trj va ndi duy dé
nhit.

CAC CAN $6 PHUC cUA PON VI

Ta nhac lai mdt s ki€n tic vé giai tich phite. S8 i=V -1 Ia mot s&
ao . Mot s5 phic bao gom hai phan thye va o, thudng dudc vigt 1a a
+ bi vdi a, b 1 hai s8 thyc. D& nhan hai s8 thuye, ta tién hanh binh
thuting va thay i=-1. Vi du:

(a + bijic + di} = (ac - bd) + (ad + be)i

Trong khi nhan ¢ic s8 phuc, doi khi phiin thuc (hay phan a0) o6
the mat di. Vi du:

(1-i)1-1)=-2i
(1 +i)}4=-¢4
{1 + HH = J6

Chia phuong trinh cudi cho 16=v2", ta cs:

1 I &
Tz v <!

N6i chung, cd nhiéu sd phdce khi liuy thita len ta dugc s6 1. Nhing
so nhu viy goi 1h can cia don vj., Thute ra, véi mbdi N, ¢b dang N s0
phiic Z sao cho ZN=1. Mgt trong chiing, dit tén b wy, goi 1a can bac
N chinh cua don vj, cic bic N khic nhan dude bang cich lay thita
lén bac k, k=0, 1, 2,..., N-1. Chang han, ta c6 thé ligt k& ra cac can
bac tam cua don vi nhu sau:
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wy'y, wyl, we?, wed, wet web, wgb, wy7

Can sb dau tien, W3R, 1a s8 1 va can s8 thit hai wﬂ , 12 can bac N chinh.
V6i N chan, ta ciing 6 1a -1 (vi khong quan trong. Ching ta sé chi

dung céc tinh chat can ban cia cin bic N dya trén djnh nghia cia
can béic .

TINH GIA TRl TAI CAC CAN CUA DON VI

Diém khé khiin cua ta lh mdt chuong trinh d€ tinh gia trj cua mot da
thic bac N-1 tai cdce can biac N cua don vi. Chuony, trinh nay ddi N
hé so xac djnh da thitc thanh trj tinh tai cdc can bac N cia daon vi.

Bude dau tién cua qua trinh nhin da thic tde 14 tinh gia trj cta
mot da thuc bac N-1 tai 2N-1 diém. Tuy nhién, nu ta xem da thuc
béc N-1 nhu la mot da thide bac 2N-2 véi N-1 hé s6 (clia cac s8 hang

co bac cae nhat) la zero.

Thuit toin duge st dung dé tinh gia trj cia da thic bac N-1 tai
N diem sé dya trén mdt chitn luge x0 1§ “chia d&€ trj"
(divide-and-conquer). Khong gidng nhu viée chia da thdc ¢ gita
(nhu thuit toan nhan d chudng 4), chung ta sé chia da thuc thanh
hai phan: mot phitn gom cac s6 hang béc le, phan con lai gdbm céc s8
hang bac chan. Vidy véi N=8, sy sdip xép cdic s8 hang duge thyc hién
nhu s

P(x) =po+p elx+pycitp.pctappct+pcd+pgxbrpoal
=@ tppttpEtpl) + x pyrpgt+prxt+pad)
Epe{xi) +x pll(x'!

Can bjc N cua don vj rat thich hgp vdéi kiéu phan tich nay vi néu
ta binh phuong mot cin cua don vi, ta duge mot can khac cua don
vi. Tot hon nia, véi N chan, neu ta binh phuang mdt ¢an béc N cua
don vi, ta sé duge mdt cin bac JJ cua don vj. D& tinh gis tri cua da
thite vai N hé so tai N diém, ta chia ching thanh hai da thic cé
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%N he s8. Cdc da thitc nay chi can tinh tai ;N diém (tai cic can bac
EN cua don vj).

Dé minh hoa, ta hay xét viéc tinh mdt da thic bac 7 p(x) tai ciac can
bac 8 cua don vj.

Vi wg"=-1, day s& trén la:
Wa:wsu, wal, w,F, waﬁ, -wa’ﬂ, -wﬁl, _wgz' _wﬁ:a

Binh phuong mdi s6 hang cua day tien ta duge mot day {W,} céc
can bic 4 cua don vj.

WB:LU4O, HJ41, W42, LU43, LU4“, 11-’4], H)42, LU'43
Bay gits, dang thite
px)}=p(x?) +xpy(x?)

cho ta ngay cich tinh p(x) tai tAm gia trj cn bac tdm cia don vi. Pau
tién, ta tinh p,(x) va py(x} tai cic can bic 4 caa don vi. Sau dé ta cd:

Py =p (w)+wgpyw,")
plwgl)=pfw,)+wglptwg!)
plw 32.} =pE(-'.U‘42J + szp;;(LU42)
plwy)=py(w ) +wgpglwg?)
pwyt)=p(w s+ wgipow?h)
P(wg™)=pelw™ t¥g'py(w,y®)
P(wgb)=pe(wf)+webp1w,6)
PlwgT)=pelwy")+wy'p )

N6i chung, dé danh gia p(x) tai ¢iin bac N cia ddn vi, ta tinh mot
cach dé quy trén can bic p,(x} va pyfx) tai ciin bac .}N cua don vj va
tién hanh N phép nhan nhu trén, Cach nay chi tien hanh duoe khi
N chan, vay dé lim bing dé quy dugce, ta gia sd N 1a mot liy thita cia
2. Qua trinh d& quy dirng khi N=2 v ta ¢6 py+p1x can duge tinh tai
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1 va -1 vdi cac két qua py+py vapypy.

Tinh chat 41.1 Mé&t da thifc bac N-1 cé theé tinh gia tri tai cée cén
bac N cua don vi véi khoang NigN phép nhan.

Tinh chat trén c6 thé thidy duge néu ta diung cbhng thic
M(N)=2M(N/2}+ N(M(N) 1a s8 phép nhan cin thiét dé tinh gia trj
cua cédc da thie bac N tai cic cin bic N cua don vi). Dang edng thic
4 ¢ chuong 6, ta 6 M(N)=NIigN.

NOI SUY TU CAC CAN PON Vi

Bay gitf ta da ¢6 mot cich tinh gia tri cia da thic kha nhanh trén
mot tap hop dac bigt cde diém. Ta cAn mdt phuong phap nhanh dé
ndi suy mot da thie trén cing mot tap hgp. Tu do6 ta s co mdt cach
tinh phép nhan da thic nhanh. Digu ngac nhién 13, viéc chay chuong
trinh tinh todn cdc gia tri da thuc tai cac cin don vj sé cho ta phép
ndi suy. D6 chi la moét vi dy cua phép bién ddi Fourier nguge.

Chang h:;m; vai N %8, bai todn ndi suy la tim mot da thue:
rix)=ro+rx+roci+rat+r ot rad +rab+ 0727
vOl cac gia ti
riwg')=sg rwg})=s5; Mwg?)=s9 Mwg?)=s4
r{w 34)=S4 T(w85)=55 r(?ﬂaﬂ,p':-’iﬁ P(Wa?)=37

Khi cac diém duge xét la cac cin cua don vi, th yc sy bai todn ndi
suy la bai toan "ngugc” cua bai todn tinh todan. Néu ta dat:

8$(x)=80+8 1 X+ 8,102+ 503 +5 0+ 5500 + 510+ s 7x7

thi ta co theé nhiin duge cic he 88 r; (i = 0, 1, ..7) bing cach tinh
gia tri cua da thic sfx) tai nghjch dao cua cin bie N cta don vj.

- T - i-i - -r - -
Wy LoD wy 1-’“{3 z,wa 3,w3"',w3 g ﬁ,ws 7

nhung d6 chinh la day vdi thit tu doi khac:
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WL w7 wgbwgdwgd wed wywgl

Noi khac di, ta ¢d the st dyng cing mdt chudng trinh cho phép
ndi suy va phép tinh gia tri: chi don gian la sip x&p lai cac diém dung
dé tinh gia trj.

Chung minh cdc Iy luan trén can vai tinh todn cho cac tdng hitu
han; cdc tinh toan duge thyc hién nhu sau:

s(wgh) = > si(wigly
t=<j=N

== E r(odg) oty

0<3<N

=¥ Y rih)(wty

0<)sN 0=1=N

= E ri“"jl&i -t)

N<TEN U=i=N

= r; E w-}.?l_") = Nl't

D=<1=N 0=<j<N

Trong tinh todn trén, ta su dyng cong thic:

Il

E w-ig_t)

0=<j<N wﬂ-t)—l
Chi ¥ rang mét thita s8 duge thém vao la N. Day chinh la "djnh
Iy nguge” cho bign doi Fourier roi rac. Tu day ta cb:
Tinh chét 41.2 Mot da thitc bac N - 1 c6 the ndi suy tai céc can bic
N cua don vi vdi khoang chirmg NigN phép nhan.

Cac 1y luiin todn hoc néi trén o6 ve phic tap. Tuy nhigén két qua
lai rit dé ap dung, dé ndi suy mot da thic theo cde diém cin bjc N
cia don vj, ta sit dung cling mdt chuong trinh nhu khi tinh gia trj,
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sap x&p lai k&t qua ta s& c6 duge he s8 cua da thic.

CHUONG TRINH

Hién tai ta da cé ting phan thuat toan nhan hai da thie chi sit dung
khoang NigN phép toan. So db tdng quat la:

Tinh gia tri cua da thic nhip vao tai cac can bac 2N - 1) cia
dan vi.

Nhan hai gia tri tim duge tai méi didm.

Ndi suy dé tim k&t qua bing cich tinh gia trj cua da thic xéc
dinh chi badi cie s8 duge tinh tai cic can bic (2N - 1) cua dan vi.

Sy mbd ta trén c6 thé chuyén trve tiép sang thainh mdt chuong trinh
trong dé su dung mdt thi tuc (procedure ) 48 tinh gia trj cua da thie
bac N-1 tai cac can bic N cia don vi. Tuy nhién, cdc phép toin nay
thuc hién trén s& phic ma trong Pascal lai khong o6 xay dung kiéu
s& phue. Do 46, ta ¢an ¢o mdt tha tuc dé xic djnh kiéu s& phuc cing
nhu cac phép toan trén cac s8 nay. Vai gia dinh 1a kiéu s phiic da c6,
ta c6 chudng trinh tinh gid trj sau:

————
evalip,outN,0);

eval(q,outN.0);
for i;=0 to EmfN do rfi]]:=pli]*qfi];
evall{r,outN,0);
fori:=1 to N do
begin t:=1fi} it =r{aadN+1-i] r{outN+1-i]:=¢; end;

for i:=0 to astN do rfi L=r{ijltoutN+1):
————

Trong chuong trinh nay, ta gia si bién toan cyc outN 12 2N-1 va
p. . r lacic mang so phiie diinh tit 0 tdi 2N-1. Haij da thuc duge nhan
P- q 6 cip N-1 va cic he 5 thém vao dé duac mang 2N-1 phin ti
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Hinh 41.1 So do “Khong xao ogn Iy neong” cho FFT
la cdc s khong. Thi tuc eval thay cic hé s3 da cho nhu la bign thy
nhat cia da thic bdi cac gia trj cua da thite tinh tai cAc can cua ddn
vi. Bi¢n thu hai xdc dinh bic cua da thitc va bign thid ba sé mo ta dudi
day. Chuong trinh trén tinh tich cua p. ¢ va dé két qua d mang r.

Nhu ta da thay tir trude, chuong trinh d2 quy ¢6 cic mang c6 thé
gay khoé khin khi cai dat. Ngoai ra, con mot bai todan thong thutng
la quan ly ving chifa (storage) biing cdch dung lai nd mft cich thong
minh. Ditu ta ¢An & day 1a c6 mot thi tyc d¢ quy dua vao mjt mang
N+1 hé sb va cho ra N+1 gid trj trong cung mdt mang. Tuy nhién,
qué trinh dé quy lai bao gobm vige x\¥ 1y hai mang ri nhau: cac hg sd
lé va chin. Sy xd0 tron ly tuong (perfect shuffle) cia chuong trude
I4 cai ma ta can. Ta c6 the dua cac hé sb le vao trong mot mang con
(nita dau) va cac he s8 chin vao mdt mang con (mifa sau) bang céch
thue hién sy "khong xdo tron ly tudng” (perfect unshuffle) cua di
lidu nhap, nhu so db trong hinh 41.1 véi N=15.

Di nhién cic gia trj can sd phie cing can cai dat. Ta cb.
2N L 2Af
why = ms{m) + zsm(m)
S dung cic ham lugng giic quy wde ta o6 the tinh dé dang gid trj

WNj Trong chudng trinh dudi day, mang ,;; duge gifl dinh 1A chya cac cin
bac (oxetN+1) cua don vj.

Ta c6 chuong trinh sau cia FFT (Fast Fourier Transform : bién
doi Fourier nhanh).
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pProcedure evalfvar p:poly; N.k:integer);
var i j.integer;

then begin t:=p/i ] plLi=p{h+1]; p{k]:-=t +pl; plh+1]=t-pl;
end

clse begin

for i:=0 to N div 2 do
begin j:=L+2%; tfi]:=p[i]: tfi+1+N div 2l =pljl+1,;
end;

for i:=0to N do ple+il:=tfi};

cualip, N div 2,k);

eval(p, N div 2. jk+1+N div 2);

Ji=(outN+1) div (N+1);

for i:=0 to N div 2 do
begin  t:=w(i%*»{k+(N div 2)+1+i});

Hil:=pfk+i]+t: t{i+(N div 2)+1]:=plk+i]*t
end;
for i:=0 to N do pik+i)=t{i]
end;
end;

_—

Chudng trinh nay chuyén da thie bic N vao mang con pfk... k +
N] bang cich dung phudng phap dé quy da néi qua 0 trén. (D& don
gian, ma nay g s rang N+1 I mot liy thita cua 2, mae dau digy
nay bo di dé dang). Néu N=1, ta dé dang tinh gid trj tai 1 va -1, Véi
N=1 thu tuc nay dia titén sé xio tron ( shuffles), roi goi d& quy chinh
né dé chuyén sane bai toan cho N/2, sau d6 két hdp cac két qua tinh
toan nhu da mod ta d tem. Dé nhan dudce cic cin vj can thist, chuong
trinh chon tir mang tai mot khoang xace dinh bdi bigh i Vi du, néu
atN=15, ciic can bac 4 cia dan vi tim thay trong w/0}, wi4], wi8],
w{12]. Ditu nay Fam gidam bét s tinh todn cge cin cua don vi sy
dung,
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Tinh chit 41.3 Hai da thic cip N ¢b6 thé duge nhan vdi
ZNIgN+O(N) phép nhan phue,

Nhu da noi, sur ap dung cua FFT rong hon nhidu so véi phép todin
nhan da thice chi ra 6 day; va FFT da dude sit dung manh mé va khao
sat trong nhiéu linh vye khac nhau. Tuy nhién, cac nguyén tic
chinh trong cac ap dung cling tudng ty nhu trong viéc nhan da thue
duge xem xét ¢ day. FFT la midt vi du ¢d dién vé phuong phip
"chia-dé-tri" (divide-and-conquer).
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il

BAI TAP

1. C6 thé cai ti€n nhu thé nho thuit todn tinh gia trj - nhan - noi suy
dé nhan hai da thic p(x), qx) v6i cdc nghiém da bigt pg, p,, ... PN
VA qe q1-PN ?

2. Tim mot I:épiN s& thue ma gia trj cua da thac bac N tinh tai doé c6
s8 phép todn it hon N2,

3. Timy mot tap N s thue ma phép ndi duy da thite bac N trén tap
dé dung it hon N2 phép todan.

4, Gid tri cua wyM véi M>N la gi ?
3. C6 nén su dung FFT dé nhan cde da thic ¢d nhidu he s§ bang 0,

6. Chuang trinh FFT ba [an goi eval, tuong ty nhu thuét toin nhan

¢ chuang 36 ba [an goi mult. Vi sao cai dat FFT hiéu qua nhisu
hon ?

7. Tim mot cach nhan hai s6 phite si dung it hon 4 phép nhan,

8. Vung chita bao nhiéu sé duge s dung bai FFT néu ta khéng dung
bai toian quan ly viing chita vdi sy xdo tron 1y tudng (perfect
shuffic}.

9. Vi sao khong thé dung céc ky thuat nhu sy x40 tron 1y tudng cho
cac mang khai bio dpng (dynamically declared arrays) trong thu
tyc nhin da thic ¢ chuang 36 ?

10. Viet mot chuang trinh hiéu qua A& nhan mot da thie cap N véi
mét da thuc cap M (khong nhat thiét 1a cic Wiy thita cda 2).
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QUY HOACH DPONG

D&i vai nhidu thuat toan ching ta da tim hiéu 8 cac chuong trude,
nguyén ly "chia d& tri" thutng déng vai tro chi dao trong viéc thiét
k& thuét todn: dé giai quy&t mdt bai todan i6n, chung ta chia né thanh
nhizu bai toan con cd thd duge gidi quyét doc lap. Trong phuong
phap quy hoach dong, viec thé hién nguyén ly nay duge day dén cye
do: khi khong bigt chic can giai quyét bai todan con nao, ching ta giai
quybt tAt ca cac bai todn con va luu trr nhing 18i giai nay voi myc
dich stt dung lai ching theo mét sy phéi hgp nao dé6 dé giai quyét cic
bai todn tdng quat hon. Cach tiép cin nay duge su dung ring rai
trong linh vire van tri hoc. Thufit ngd "quy hoach" ma ching toi su
dung & day ngy ¥ néi dén qua trinh dua bai tean ban dau vé mét dang
nao d6 ob thd dp dung phuong phap nay dé giai. Do 1a ca mdt nghe
thuat, do vay ching tdi s& khéng di siu vao chi tiét ma chi xem xét
mot vai vi dy dé qua dé gidi thi¢u cling cdc ban cdch ti€p cin nay.

Khi sit dung phuong phip quy hoach dong dé giai quyét van de,
ta c6 thé gip phai hai khé khan sau. Mot 1a, khéng phai lic nio sy
két hogp 1ai giai cua cac bai toan con cliing cho ra 16i giai cua bai todn
I6n hdn. Hai 14, s6 Iugng cic bai toan con cin giai quyét va Juu trd
dap an co thé rat lon, khong thé chiip nhan duge. Cho dén nay, chua
ai xac dinh duge midt ¢ich chinh xdc nhung bai toan nao co thé dugc
giai quyét hidéu qua bang phuung phip quy hoach ddng. Co nhiing
van dé qua phic tap vih khé kbain ma xem ra khong thé ung dung
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\

quy hoach dong dé giai quyét duge, trong khi ciing ¢6 nhitng bai toan
qua don gian khién cho vige sit dyng quy hoach dong dé giai quyst
lai kém hi¢u qua hon so vdi dung céc thuat toan kinh dién.

Trong chudng nay ching ta sé khao sit mot s& bai todn c6 thé
dung quy hoach djng giai quy&t mdt cach higu qua. Nhitng véin de
nay déu lien quan dén bai todn tim phuong an t8i wu dé thyc hién
moOt cong vige nao d6, va chuing c6 chung mét tinh chat la dap an t5t
nhit cho mot bai todan con viin duge duy tri khi bai todn con d6 trd
thanh m{t phan trong bai toan 16n hon.

BAI TOAN CHIEC TUI XACH

Mot tén trom sau khi md duge mot két sit thi nhan thay trong d6
chita dyng N loai do vat c6 kich thudc va gia trj khac nhau. Nhung
hin ta chi c6 mot chide tii xach c6 dung lugng M (c6 thé chia duge
‘mét s6 do vat sao cho tdng kich thudc cia cic do vat nay nho hon hay
ding bang M). Viy vin dé dit ra cho tén trdm la hén phai chon lua
mot danh sich cic do vit sé mang di nhu thé nio dé cho tdng gia tri
lay cip duge 1a 16n nhat.

~ Vidu tén trom c6 mot tii xich dung lugng 17, va trong két sét
chuia dyng cac do viit thude 5 loai khic nhau ma kich thude va giatrj
dugce ligt ke trong hinh 42.1. Khi d6 tén trom c6 thé mang di 5 db vat

value 4 5 10 11 13
name A B s D E

sl2e

Winh 42.1 MO v du vé "bai 1oan chiée nii xach”
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k I % 3 4 5 6 7 8 Y0112 1t 151617

)=

costfki 0O U 4 4 + 8 8 8 {21212 16 16 16 20 20 20

besifk] A A A A A AAAAAAAAAA
j=Z

costik; O O 4 5 3 8B Y O 12 i3 Hdin 17 i 20 21 22

bestik}] A BB ABB ABBABGSBARDRBSB
1=4 |

costiki O O 4 5 3 B i0 1012 1415 16 18 2020 22 24

bestih] A BB ACBACCACTCACOC
jet

costikf O Q@ 4 5 3 8 10 11121415 6 18 2028222

bestik] A BBACDACCACCODO CC
J=5

costik)] O O € 5 3 3 10 11 i3 1415 17 1820 21 23 24
bestik] ABBACDECCECCDESC

Hinh 42.2 107 gidi cho "bai toan ciiéc i xach"
loai A (khéng thé 6) vai tong gid trj la 20, hay hin eb thé chat day tai
xdch vdi mot do vit loai D va mt do vit loai E vdi tdng lugng i ¢ thé
dat dugce la (costfi-sizefj]]vvalj] (vi do vat j thém vao sé lam day
phan con lai cta tui xAch c6 dung lugng I). N&u gia trj mdi nay vugt
qua cost{i] (gia trj ldn nhat tii xach dung lugng i 6 thé dat duge khi
khong c6 do vat j) thi chiing ta s& cip nhit costfi] va bestfi].

Hinh 42.2 minh hoa timg budc qua trinh tinh todn trén vi dy ciaa
chung ta.

Néi dung that sy cia phudng an toi vu {(danh sich cic db vat can
bo vao tdi xdch) co thé tim lai duge dya vao cic gia trj trong mang
best. Theo dinh nghia, best/M] cho biét dd vat cudi cung phai them
vao tii cach, vay do vat vita duge bo viho tidi xach trude dé 12 best
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{M-size[best{M]]], cui lan nguge nhu viy ta s& ¢6 danh sich cdc da
vat trong tui xach vdi tong gia tri l16n nhat. D&i véi vi dy cua ching
ta d trén, best/17]=C, sau d6 ta b bestl10]=C va best{3]=A

Tinh chiit 42.1 Thai gian gici quyét bai toén hii xach bang phitong
phap quy hoach dong ty 1é vioi NM

Do viy bai todn tii xich c6 thé giai quyét d& dang khi M khong qia
lon, nhung thai gian thi hanh chudng trinh sé trd nén khé chap nhin
khi M lén. Han nia, co mjt diém e8t y&u khong thé bo qua duge dé
la phuong phap khong thé thye hién duge néu M va nhing kich
thude hay gia trj cua cic do vat 1a s thye thay vi s& nguyén. Day
khong phai 1h mot ric roi nho, ma la mdt khé khan chinh, Chua cb
mdt giai phap tét nao cho van dé nay duge bigt dén, va ching ta sé
thiy ¢ Chuong 45 nhiéu ngussi tin ring mot giai phap nhu vay khong
ton tai. Nhan thic 1a khé khan cia vin de, ban doc o6 the s& mudn
thu nghiém phudng phip véi trugng hep tit ca cde loai da vat déu s
gia tri 1, kich thude j va M=N/2,

Nhung néu dung lugng, kich thudc va gia tri ctia cac db vat déu
la s& nguyén, ching ta eé dude mit nguyéen ly cd ban 1a quyét dinh
tdi uu, khi di duge chon thi khong can thay déi. Mat khi da bist cdch
tot nhit dé bo do vio cic tii xdch c6 kich thudc bat ky vdi j db vat
ban dau, ta khong ¢an xem xét lai nhitng vin dé dé nia, bit ké cac
dd vat sé chon tiép theo 1a gi. Khi nao nguyén ly téng quat nay con
hoat domg duge, thi phuong phip quy hoach dong con tng dung
duge. Trong trugng hop nay, nguyén ly hoat da ng dugc vi véi céc gid
trj nguyén ta co thé chon duge mot quydt dinh chinh xAc, t&i wu.

PHEP NHAN TO HGP NHIEU MA TRAN

Mot ting dung cb dién cua phuong phap quy hoach dong la tim cach
cye tiéu hoa 53 lugng cac phép tinh phai thyc hién khi can nhan mot
loat cac ma trin khice kich thude vdi nhau.
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el il ™

(Gia su ¢d 6 ma tran can duge nhin véi nhau.

{ ) [\

111 2121 ¢ y [ €11 f \ / \
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Di nhién, d& phép nhan hop &, s8 cot cua mdt ma trin phai bang
véi s6 dong clia ma tran ké tidp. Nhung tong sd cdc phép nhan vd
hudng phai lam thi phu thude vao thu ty thyce hién phép nhan ban
dau. Vi du, ching ta 6 thyc hién phép nhan theo thd ty tu trai qua
phai: nhan A vdi B ta ¢6 mdt ma trin két qua R1 4x3 sau 24 phép
nhan vd hudng, sau d6 lai lay R1 nhan ti€p vdi ma tran C ta duge ma
tran két qua R2 4x1 sau 12 phép nhan vd hudng. Nhan tiép tuc R2
vdi D ta 6 ma trin két qua R3 4x2 sau 8 phép nhan vd hudng nia,
tiép tuc nhu thé nay cho dén hét diay ma tran, cudi cing ta nhan
dude ma tran két qua R 4x3 sau tong cdng 84 phép nhin vd hudng.
Nhung néu cing thyc hién phép nhéin trén theo trinh ty tir phai qua
trai, ta s& co clung két qua chi sau 69 phép nhan vd hudng.

R6 rang la con nhiu thu ty khic dé thyc hieén bai todn nhan ban
dau. Thy ty thye hitn cic phép nhin ¢ thé thé hién bang cip diu
dong, md ngoac (): vi du ta o6 thé thyc hién theo trinh tu
((((A*B)*C)*D}*E)*), hay trinh ty (A¥*(B*(C*(D*(E*))))). Bat ky
moét trinh ty hgp i@ nao cliing cho ra két qua ding, nhung trinh ty
nao sé ¢an it phép nhan vo hudéng nhit dé cho ra két qua?

Né#u tim duge trinh ty tot nhat dé thue hieén phép nhin, ta sé tiét
kiém duge riit nhidu: néu cic ma triin B, C va trong vi du 6 trén, moi
ma tran cd kich thude 300 thay vi 3, thi thyc hién theo trinh ty trai
qua phai doi hoi 6.024 phép nhan vé hudng, trong khi trinh ty phai
qua trai can dén 247.200 phép nhan vo hudng (8 day ching tdi xem
nhu chi sit dung phép nhan ma trin théng thudng, madi phép nhan
mot ma trin pxqg véi ma trin gxr sé cho ra mot ma tran pxr, va tdng
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cac phép nhan vb hudng phai thye hien la pgr)
Mot cich tdng quait, gia s N ma trin dude nhan véi nhau:
MMMy My

trong do ma trin M; thoa diéu kign o6 kich thude »;, dong var, _ ,
cot, véi I<i<N. Myc titu cia chiing ta 1a tim ra trinh tu thye hién
pheép nhan cdc ma trin trén sao cho dung it phép nhan vo hudéng
nhat. R6 rang la cach thi nghiem tét ca cdc trinh ty dé rdt ra trinh
ty t6t nhat [a khong thye t& (86 luon g cac trinh tu ¢6 thé thue hién
duge 1a mdt ham t8 hgp duge goi 1a 8 Catalan: S8 cach kit hop N
bién bing cdc diu déng, md ngoac 1a vao khoang 4N-U/NViN).
Nhung thit ra cing ding md rong vai né lue dé tim phudng an tét
nhat vi N néi chung thutng dd nho so vii s6 lugng cdc phép nhan
chn thuc hién.

Nhu da néi d phan trén, 4ap dung phuong phdp lap trinh dong
nghia la chung ta sé giai quyét viin dé theo kiéu "bottom up”; lIvu tra
I6i giai cho timg phin nhod caa van dé dé tranh phai tinh toan lai khi
can giai quyét ca bai toan. Trude hét ta nhan thaly chi 6 mét cich
dé thyc hién cdac phép nhan ting cip hai ma tean M 1*My, Mo*M.,...
My )*My, chiing ta sé tinh toan s phép todn ¢an thye hien cho mdi
phép nhan (phi ton) hai ma trin nay va huu tr@ cdc két qua trong
mang cast. K& tigp, ta lai tinh todn cdch tot nhit d8 nhan cac b ba,
st dung Iai nhung thong tin vé phi tdn nhan hai ma trin da duge gii
lai ¢ bude trén. Vidu dé tim that ty t5t nhit thue hién viée nhan bo
ba M \MyM., trude tién ta thi tinh phi tdn &8 nhan (M "M y)*M., phi
ton nay bang tdng phi tén nhan M 1 "My (da duge luu tri) va phi ton
nhan két qua thu duge véi M. K& dén i tinh todn tuong ty phi ton
cho phép nham M\ *(My*M ), so sanh hai phi tdn vita tinh duge va luu
gitt Iai phi ton nho hon. TiEp tuc tién hinh nhu vay véi tat ca cac bd
ba hop 1@, ta s& cé tat ¢i cic phuong an tot nhat dé thue hién phép
nhan cac bp ba. Sau dé lai tinh todn tiép cho cac bd bon ma trén...
cudi cung ching ta sé ghi nhiin dude trinh ty tot nhit dé nhan bd N
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ma tran vdi nhau. Ap dung thuat todn ta cé chttdng trinh

——
fori:=1 to N do

for j:=i+1 to N do costfi j]-=maxint:
for i:=1 to N do cost{i j]=0:
for j:=1 to N-1 do
for i:=1 to N-j do
for k:=i+1 to i+j do
begin
i:=cosf{i,k-1] + cost{k,i+j] + riif*rik]*rli+j+ 1]
if t<cositfi,i=j] then
begin cost{i,i+j]:=t; bestfi,i+j]:=k;
end:;

end;
M

Muye dich cua chiing ta 1a tinh phi tdn thip nhit cho viec thye
hitn phép nhan cac bd j ma tran

vdl 1 =) =N-j. Cing nhu trong bai todn tdi xach, ta cAn d&n hai
mang dé luu trir dip an cho ting viin dé con. cos#/fi, i + 7/ cho biét phi
tén nho nhat dé thye hien phép nhan j ma tran ti ma tran tha i dén
ma tran thu {4/ trong diy ban dau.

Mot bdj ma trin 6 thé duge nhan theo & trinh tu khac nhau, néu
viét lai phép nhian trén theo cich:

Mi Mi+].“' ﬂ'fi+]' r— Mi ﬂ’fi+1 '“Mk-l *M}‘ Ml{-!-l MI+J 1+ 1 k 1‘+j

thi phi ton dé thyc hien mot phép nhin nhu vay la téng phi tdn
thue hién phép nhan b ma tin M M, ..M k-1 {ma tran két qua cdb
kich thudc ri*r.), va phi ton thye hién phép nhin by ma trin My
My 4 1...M; (ma trin két qua c6 kich thude rk*r i+j+1), chng vdi phi
ton nhan hai ma tran két qua vdi nhau. Goi ¢ la phi tén nhan bdj ma
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tran vdi dau mad ngoac dat o vi tri &, ta 6
t = costfi,k-1] + cost{k,i+j] + r{ij*r[i+)j+1]

trong 4o cost{i,k-1] va cost{k,i+j] 1a phi ton it nhat d& thuc hién
phép nhan cac bd &-1-i vai+j-k ma tran da duge tinh toan va luu tri
lai & bude trude. Nhu da néi qua & phan trude ta bigt rang phi ton dé
nhan mdt ma trin r*r véi mdt ma tran +j+1 1a
rlij*rik]*rfi+j+1], Néu gia trj ¢ vita tinh duge nho hon gia trj
costfi,i+j] hién thai thi ta ep nhat lai costfi,i+jJ, dong thdi cap nhat
best[i,i+j] luu trd vj tri 2 can nhém cAc ma trén, Vay khi j=N-1
(i=1) thita tinh dudc sd phép nhan vd hudng it nhét phai lam dé
nhan bd N ma tran, lic d6 dya vao ndi dung mang best va su dung
mot thi tuc dé quy nho dudi day ching ta sé biét duge trinh ty that
sy can tién hanh phép nhan.

procedure order(ij:integer)
begin
ifi=;
then writeinamefi))
else begin
write(l);
order(i, bestfi j]-1); write(*’); order{best{ij});
write()’);
end;
end:

Hinh 42.3 cho thity cic két qua trong qua trinh tinh toan val vi
du cua chung ta. Vi du dong A ejt F cho biét 6 36 phép nhan vd
hudng can thyc hign khi nhiin bd 6 ma trdn td AL F. Dé b thé dat
dugc kit qua d6 cAn tién hanh nhin theo trinh ty
(A¥*B*C)*(D*E*F). Ma d& nhan (A*B*C) theo trinh ty t&t nhat ta
xét cdt A dong C va o6 duge thu ty A*(B*C), tuong ty cd (D*E)*F.
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Binh 42.3 101 giai cho bai toan nhdn ma trdn
Vay thu ty cudi cung 1a A*(B*C)* (D¥E)*F

Tinh chit 42.2 Thoi gian giai quyét bai toan tii xach bling phurong
phap quy hoach dong ty ¢ vdi N* va phi ton khong gian ty le N2

Mbt [an nia, didu nay o6 thé nit ra trye tiép tit chuong trinh. Phi tén
khong gian 16n han so vdi bai toan tii x4ch & trén, nhung so ra vén
khong dang ké so vdi sd lugng phép todn tist kidm duge.

CAY NHI PHAN TiM KIEM TOI UU

Trong nhiéu \ng dung s dung thao téc tim kifm, cic khéa c6 thé
duge truy xuat vdi nhing fan s§ khde nhau réit nhidu. Vi dy, mot
chuong trinh ki€ém tra chinh tid mot van ban ti€ng Anh c6 thé
thutng xuyén gip cic ti "and" va "the” hon la céc tit "dynamic” va
"programing”. Néu dit ligu dugce luu gitt trong mdt cay nhi phan tim
kiém, thi ro rang sé tang tdc.dd tim kigm khi dua cac khéa o6 tan s&
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Elinh 42.4 Mot edy nhi phin gyn kiém kém tdn sudt
xudt hién ldn 1én phia ngyn cla ciy. Ta c6 thé ap dung mdt thuit
toan lap trinh djng dé xdc djnh mdt phuong cdch b tri cac khna
trén cay sao cho tdng chi phi tim kiém la thip nhit.

Trong hinh 42.4, moi mit cua cay duge gin cho mat con s8 duge
gia thiét la ty 1& véi tin suiit khoa c6 thé duge truy xuit. Nghia la, vdi
18 [an tim kiém trén ciy, ta cho dyi sé 6 4 [an truy xuit dén A, 2 [an
cho B, 1 [an cho C... Moi [an truy xuit d&n A ta phai duydt qua hai
nit trén cay, truy xuit dén B phai mét ba [an truy xuit dén cic nit
tride B..., nhu da djnh nghia trong chudng 4, ta goi s6 nit phai truy
xudt trude khi dén duge nit X 1a khoang cich tir gée dén X, Ta ob
thé dé dimy tinh duge chi phi clia mbdt ciy theo cong thic:

cost = E flil*=d[i]
] . isisN . . i X ,
trong 46 ffi] la tan suit cua nat i, va dfi] la khoang cich tir géc
dén mit J.

Gia trj cost nay dude goi 1a dd dai dutng di trong cd trong sb cua
ciy. Doi vii cy trong hinh 42.4 ta cd

cost=4%242"3+1*%1+3*3+5%4+2%*2+1*3=51

Vdi tip aic khoa duge cho ban dau, chung ta can tim mot ciy nhj
phian tim kiém cd cic khda duge phim b suo cho @6 dai duing di

trong 6 trong 6 cua ciy I nho nhit trong tit ca cie cy €6 cung tap

khéa.
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Vin dé dat ra ¢ diy tuong ty vdi cic bai todn tim 4o dai dutmg di
ngodi ¢d trong s nho nhit ma chun g ta da tirng xem xét trong phin
nghién ciu v@ phép ma héa Huffmann (chuong 22). Tuy nhién,
trong bai toan ma héa Huffmann, khong can thiét phai duy tri tha
tu cua cic khéa, con trong cay nhj phan tim kiém, ta cin bao dam
tinh chét cua cay: tat ca cic khéa cua cily con trdi phai nho hon khoa
cua nut goc, va tit ca cic khéa cia ciy con trdi phai lén han khéa
cua nut goc. Yéu cau nay lam cho viin dé trd nén rat gidng vdi bai
toan nhan day ma triin ma ta vira xem xét @ trén.

Gia su xét truong hdp dic bigt o6 N khéa K| < Ky < ... < Ky voi
cac tAn suit tuong dng la rg, rq, 1y, ..., 1. Ching ta cin tim mdt cAy
nhi phiin tim kiém sao cho chi phi truy xuit dén cac mit cua cay la
thap nhat.

Tuong ty nhing bai tean trude, cach ti€p cin quy hoach dong 4é
giai quyét bai todan nay I tim kiém phuong an toi vu dé xiy dyng cac
cay con j khéa K Kj, y,....Kj 4 var Iuu 1 lai ddp an nhy md ta trong
chuong trinh sau:

fori=1 Lo N do
for j:=i+1 to N+ 1 do costfij]:=maxint;
for i:=1 to N do cost{i,i]:=fli];
for i;=1 to N-I do costfi,i-1}:=0;
for j:=1 to N-1 do
for i:=1 to N-j do
begin  for k:=i+1 toi+jdo
begin &= costfi,k-1] + costfk+1,i+j];
if 1<costfi,i+j] then
begin costfii+j=tbestfii+j]-=k; end;
end;
{:=0;
for k:=i to i+j do t:=t+f[k];
cost{i,i+j] + &;
end:
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Ilinh 42.5 Cay nhi phén tim kiém 161 wu

V3i méi gia trj j, ta sé thi chon nhing niit khéic nhau lam géc va
su dung lai cic két qua ¢ budc trudc dé xac dinh cich tot nhit xay
dung ciy con j khéa. Trong tap cic ciy con j khéa K, K . e Kt
nhu la nhanh phai cua mit goc K. Do dai duting di trong dé c6 trong
sb cua ciy con mdi duge tinh la téng d dai duong di trong c6 trong
s0 cua hai nhanh chng vdi ting tAn suit clia cdc nit trén ciy (vi mbi
nut trong ciy mdi sé xa goc them mdt bude).

Dé y ring téng tan suit clia cic mit duge cohng vao tit ca cac gia
tri cost, vi vily khong can dé y dén ching khi tim kiém gia trj cost
nho nhat. Hon nia, ta phai gin cho cost/i,i-1] = 0 dé khong ché kha
nang mot nit o6 thé chi c6 mot con (khong co tinh hudng tudng tu
trong bai toan nhan ma trin).

Cang trong bai todin trudc, cin dén mét chuong trinh dé quy
ngin dé phyc hoi ndi dung thit sy cia phuong an tir cic gia tri dude
hfu trid trong mang best. Hinh 42.5 cho thiy ciy t5i vu xiy dung
duge tu tap khéa trong cay ¢ hinh 42.4. Do dai duong di trong c6
trong sb cua cay la 41.

Tinh chit 42.3 Thoi gian giai quyét bai ton tii xach bang phitong
phap quy hoach dong ty lé véi N3 va phi ton khong gian ty 1@ N2
Mot [an nida, thuit todan km viée véi mdt ma trin kich thude N2
va tieu ton N thai gian cho méi entry (?). Thiit sy c6 thé giam thoi
gian xudng N* néu dé y rang vj tri rdi vu cia gdc khong thé qui xa
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vj tri t0i vu cua goc trong ciy con it khéa han, vi the & khong can My
du gia tri trong mién [i,i+j].

YEU CAU THOI GIAN VA KHONG GIAN

T céc vi dy @ trén ta o6 thé nhin xét duge la cic ing dung cia
phuong phsp 1ap trinh dong o6 thé doi hoi vét khong gian va thisi gian
rit khdc nhau, tuy thuje vao lugng thong tin v cic bai todn con. Vai
moi vin dé, od thé thiay rang chi phi thisi gian thung I6n hon mdt
thira s N so vdi chi phi khong gian.

Kha nang @ng dung phuong phap lap trinh dong trong thyc t&
l9n han nhiéu so véi cac vi du minh hoa cia ching toi dua ra o day.
Theo guan diém cia quy hoach dong, thi dé quy "chia-dé-trji® cb thé
xem nhy mét truing hop dac bigt ma mdt hugng tdi thidu cic bai
todan con duge xac dinh can phai giai quy&t va lvu tr dap 4n, va tim
kiém toan dién (ta sé xem xét d&n trong chudng 44) o6 thé xem nhy
mét truong hop dac bigt ma mot lugng tdi da cic bai todin con dude
xAc djnh cin phai gini quyet la luu trit d&ip dn. Quy hoach ddong b
'moét ky thuat thiét ké ty nhien xuit hién dudi nhiéu hinh thic dé giai
quyét cic hai txin trong mién dng dung nay.
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1. Trong vi dy da trinh by vé bai todn chiée tdi xAch, cic phan ti
duge shp xép theo kich thude. Thuat toin con ding hay khdng
nén chiing xuét hién theo that ty tuy y.

2. Sua d6i chuong trinh chiéc tdi xach (Knapsack) bang cich dua
vao mit mang num/1..Nj chia 58 phan td ob sin trong mai loai.

3. Chuong trinh Knapsack sé nhu thé nao néu mét trong céc gia tn
bi am ?

4. Cho biét diéu khing dinh sau diing hay sai: Néu mét diy cic ma
tran b chiia phép nhan ma trin Ixk va kx1 thi loi giai ti vu la
phép nhan nay dude thye hién sau cing.

5. Viét mot chuong trinh nhan N ma tréin bing mt phuong phép tdi
vu. Gia su cAc ma tran duge htu tri@ trong mdt mang ba chidu
matrices{1. Nmax,1..Dmax,1..Dmax] , trong 6 Dmax 1 chiéu ldn
nhit va ma tran thi i dude luua trong matricesfi,1..rfi],1..r[i+1].

6. Ve ciy tim kiem nhj phan tdi wu cho vi dy trong chucng nay
nhung tit ca cic tan sd deu tang len 1.

7. Viét chuong trinh xiy dung cay tim kiém nhj phan t5i vu.

8. Gia su chung ta da tinh ciy tim ki€m nhi phiin toi yu cho mot tip
khoa va tan so va sau dé 6 mot {4n sb nio d6 tang len 1. Hay viét
mot chuang trinh dé tinh cay 6 vu mdi.

9. Tai sao ching ta khong giai bai toan chiée tii xach bang phuong
phip nhu day ma trin via ciy tim kiém nhj phin ? Nghia la tim
cyc tiiu ¢tia tong gia tri 6t nhiat cla tii xach kich thude & va gia
trj tot nhat cun wii xich kich thude M-k, trong do & iy gia trj ti
1 dén M.

10. Mo rong chuong trinh cua bai toin dusng di ngfin nhit bang
cich thém vao thu tyc paths(ij: integer) dé dit cic gia tri trong
mang path dutng ngn nhit tir i tdi j. Tha tyc nay can thai gian
xAp xi chidu dai dudng di moi khi né duge goi, dung mét ciu tnic
dit li¢u trg giup dé xay dyng mot phién ban hiéu chinh cia chuong
trinh trong Chuong 32.
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Nhiéu bai todn thyc tién cé nhing mai lién quan phic tap va oo rit
nhiéu dai lugng. Mot trong céc vi dy loai 46 1a bai toan mang dong
chay (network {low) da xét & chuong 33: dong chay trong cic dng
khac nhau-can phai tuAn theo céc dinh luat vat ly cua mang. Mot vi
du khac Ia lap lich bi¢u cho nhiéu cong viée cia mot qua trinh san
xuit theo muie do wa tlen, han choét (cua cong viéc)... Can phai dua
cac bai toin nhu vy vé mot dang chit ché hon va can phm phat
trién cac cong thie toan hoc chinh xdc 48 giai quyét cac van dé nay.

Qua trinh tim cic phudng trinh ma nghigm clia né giai cic bai toan
thue tien goi la quy hoach todn hoe (mathematical programming).

Trong chudng niy ta xét mét quy hoach todn hoc dac biét, quy hoach

tuyén tinh, vi mot phuang ph'lp hi¢u qua dé giai, phu’dng phip don
hinh.

Quy hoach tuyén tinh va phuong phép don hinh c6 fam quan
trong can ban vi mot 16p rit 1dng cac bai todn giai duge ban g phuong
- philp nay. Vi mét s0 bai toan dac biét, nguoi ta cbn o6 céc thuat todn
tot hon, tuy nhiim chi mot s it ky thuat o6 the 4 ap dung rOng rai nhu
ky thuit quy hogch tuyén tinh. Mgt thu vién cic chuon g trinh
(routine} cho phuong phip don hinh la mot cdng cy can thiét dé giai
quyét cie biai toin phic tap. |

SU nihién citu vé quy hoach tuyén tinh rit manh mé, va mot sy
hitu bict diy du tit ca cac van dé doi hoi nhidu kign thic gt qua
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khon kho cudn sdch nay. Tuy th&, nhing y tudng cin ban rit da
hiéu, con phuong phép don hinh thi khéng qua khé khi cai dat, nhu
ta s thiy dudi day.

Cing gidng nhu phép bién d6i Fourier nhanh & chuong 41, ta
khéng c6 y dinh cho mdt chuong trinh day 4t ma chi nghién citu
mét s8 tinh chat cin ban cua thuit todn va quan hé cua né vdi cac
thuat toan khac ma ta da khao sit.

QUY HOACH TUYEN TiNH

Bai toan nay gom mjt tip hgp cdc bign lien he véi nhau bdi cic ran g
budc (phuong trinh hay bit phuong trinh) va mot ham muyc tidu
{objective function) cAn phai cyc dai héa.

Bai toan quy hoach tuyén tinh sau tudng vng véi bai toan mang
dong chay d chuang 33.

Cue dai héa xpg+x,4p theo cic ring bue:

IABES XD =3
XAC =8 XCE <3
IBD‘EG XDF =8
XY =3 Xpp=6
XARTXBE=XaR
YCD+HXCE=XAC
Xgp+XCp=XpF
XRE HXCE=XEF
XAB-XAC*BDXBE-XCD-YCE-XDF-XEF = 0
Cé mdt bién trong bii todn quy hoach nay tuong ung vdi maoi
dong trong dng. Cac bién nay thoa hai loai quan he: bat dang thuc,
tudng ung vdi rang budc dung tich cua dng, va ding thie, tuong ing
vl rang bude cua dong chay tai cic ndt.

Vay, chfiﬁg han, bat diing thic x,53 <6 cho bigt éng AB o6 dung
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tich 6, va phuong trinh xgp+xpp=x,p cho biét dong ra phai bing
dong chay vao tai nit B,

Ro rang day 1a mdt phit biéu todn hoc cia bai toan mang dong
chay: nghiém cua bai todn nay sé 1a nghiém cua bai toan dong chay
mang. Ta s& thay la ky thuiit quy hoach tuyén tinh khéng chi dung
dé giai bai toan trén ma con dung dé€ giai nhiéu bai todn khae. Ching
han, néu ta tong quit bai toin mang ddng chay dé bao gom viée tinh
todn gid ca thi dung bai todn cing sé khong khac nhieu,

Bai todn quy hoach tuyén tinh c6 mdt y nghia lén, dong thai b
mét phuong phap higu qua (thuit toan don hinh) d2 giai bai toan
nay. Vi vai bai todan (ching han bai todn mang dong chay), o6 thé
tim duge mHt thuat toan dac bigt danh rieng cho né, thuit toan nay
c6 thé x( ly tot hon phudng phap don hinh. Véi mdt s6 bai toan khac
(bao gom ca cic ndi rong cua bai todn mang dong chay), phudng
phap don hinh I t6t hon. Tuy nhién, ngay ca khi ¢ mot thuat toan
tot hon, no c6 thé phic tap hay kho cii dat, trong khi qua trinh xa
Iy véi mit thu vién chudgng trinh con don hinh (simplex library
routine) thutsing nhanh hon. Tinh linh hoat v& phuong dién s dung
rong rai cua néd. Tuy nhién phudng phap nay cang khong phai la van
ning, khéng nén lam dung né, doi vdi bai toan (nhiéu bai todn nhu
vily da duge khao sat trong sdch nay), viee si dung phuong phap nay
khdng mang lai hiéu qua can thiét.

BIEU DIEN HINH HOC

Quy hoach tuy&n tinh ¢6 thé mé ta biing hinh hoc. Bii todn sau dac
biét dé hinh dung vi nd chi o6 hai bién:

Cye dai hoa x +x, véi cic rang bube:

2.‘[1+1'2227 3.1:1-4.1'2524 Il.l'zaﬂ
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Bai toan nay tuong ung vdi trung hgp hinh vé trong hinh 43.1.
Mbi bt phuong trinh xdc djinh mot nita miit phing trong d6 chua
cac nghi¢m cua bai toin quy hoach. Vi dy x,20 nghia la bit ky
nghiém nao cua bai toan quy hoach déu niim bén phai truc X9, VA
—x;+x,=5 nghia la cic nghiém cin nam phia dudi cia dudng
—x;+x,=>5 (ndi tir (0,5)) dén (5, 10). Nghigm ctia bai toan phai thoa
tat ca cac rang bugc nay, vily né niim trong phan giao cua cic nia
mit phiing nay (xem hinh). Dé giai bai todn, ta can tim diém & trong

mién nay dé ham muyc tiéu x,+x, dat cyc dai.

Mot mién xac dinh bdi giao clia cic nita mat phing ludn ludn [bi
(diéu nay da duge néi tdi & chuong 25). Mien [oi nay dudc goi la mot
don hinh, lam cd s6 cho mét thuit toin tim nghiém cia bai todn quy
hoach tuyén tinh.

Hinh 43.1 Mot don lunh hai chiéu
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Mot tinh chit cd ban cua don hinh duge khai thdc boi thuat toan
la: ham muyc tigu dat cye tidu chi tai cic dinh cia don hinh; vay ta
chi tinh cAc dinh chd khdng tinh tai cac diém trong. D€ giai thich
diéu nay, ta hay xem hinh 43.1. Ham nmuc tidu 6 thé dude xem nhu
moét duting thing da biet dp doc (truting hgp nay la -1) nhung chua
biét vj tri. Ta chu y t6i diem ma dudng thing (49 doc -1) dyng vao
don hinh khi ching duge ddi song song tif vd cyc tdi. Diém nay 1a
nghiém cua bai toan: no thoa tit ca cac rang budc va né la cyc dai
cua ham muc tiéu vi khong ¢é gid trj nao I6n hon. Trong vi dy cua .
ta, dudng thing gip don hinh tai (9, 9) v haim mye tidu c6 gia trj cyc
dai la 18.

Cac ham muc tiéu khac sé tuong ing vdi cac dudng thang véi dd
doc khac nhung ludn ludn e6 cye tri d cac dinh cua don hinh. Ta sé
tim modt thuit todan dé c6 thé thit cic dinh cia don hinh 42 tim ra gia
tri nho nhit. Trong truong hop hai chieéu, ¢6 ritt it cich chon, tuy
nhién, trong trutng hgp nhiéu chiéu hdn, bai toin phiuc tap hon
nhiéu.

Ti hinh 43.1 ta cung thily rang néu haim muyc tidu la phi tuyén,
thi duong cong bitu dién no o6 thé dung vio don hinh doc theo mét
canh ehd khong ¢ dinh don hinh. N&u hon nita néu cic rang budc la
phi tuyén, khi dé ta khong vé duge mdt don hinh nhu hinh 43.1. Do
d6 quy hoach toan hoc trong truong hgp phi tuyén cuc ki phec tap.

Tryc giic hinh hoc lam rd nhidu trudng hgp bat thudng o6 thé
xay ra. Vi dy, néu ta thém diéu kién x,=13 vio vi duy trén, tit hinh
43.1 ta thily riing gino cua tat ca cic mat phing sé rdng. Mot chuong
trinh quy hoach nhu vy goi la khong kha thi: khdng ¢6 diém nao
thoa tat ca cie rang bude. Mat khae, bitt dang thide x ;=13 1a thia vi
don hinh niim gon trong nita mit phing nay. Cic bit dang thic du
noi chung khong anh hudng dén kit qua tuy nhién ching cé thé
dude xét den trong qua trinh tim 180 giad.

Mot van dé nghiém trong khie fa don hinh o6 thé khong bj gidi
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han, trong truong hgp nhu vay 18i giai c6 thé khong dinh duge.
Trong vi dy cia ta, ndu bo bit ding thic thi hai va thi ba ta sé gap
truong hgp nay. Néu don hinh la khong bj chan, van ¢6 thé cé cac
ham muyc tiéu cé loi giai, tuy nhién mdt thuat toan dé tim két qua
nay sé gap nhing trd ngai lIdn do tinh khong bj chan ctia don hinh.

Can phai nhiin manh riing, mac dau bai todn c6 vé dé dang trong
vi dy cua ta, bai todn téng quit véi nhidu bign va nhieu rang budc
thye sy phuc tap. Khi d6, sy loai trir cic truong hgp bat thuong trén
la mot viéc c6 y nghia trong tinh todn.

Truong hgp s6 bién nhiéu hon hai, trye gidc hinh hoc ciing tuong
ty. Trong truong hgp ba chiéu, don hinh 1a mot khéi [6i xédc dinh bai
giao cua cdc nia khéng gian. Vi du néu ta thém bit ding thic
x320 vao vi dy trén, don hinh tré thanh khéi nhu hinh 43.2

Hinh 43.2 Mot don hinh ba chiéu
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Bay gits ta lay mdt ham myc tigu: xy+x,+x4. N6 xdc dinh mjt
mit phang vudng goc véi dudng x;=x,=x3. Néu ta doi mit phéng ti
vo cuc doc theo duong nay, né sé dung don hinh tai (9, 9, 4}, n6 la
nghiém cua bai toan.

Trong trudng hgp n chigu, ta giao cac (n-1)-siéu phang dé& duge
midt don hinh n chidu, roi ta mang mdt (n-1)-siéu phang tif v cyc tdi
dung don hinh tai mot diém (nghiém cua bai toan). Cac ly lugn trén
khong thé chinh xac héa vi né doi hoi nhieu kién thic vé dai sb tuyén
tinh vudt qua khudn khd cudn sach niy. Tuy thé, tryc gidc hinh hoc
viin gitip chuing ta hidu duge cac dic diém can ban cua phuong phap
don hinh.

PHUGONG PHAP DON HINH

Phuong phép don hinh 14 tén chung dé chi cho cic phuong phép
tdng quat giai bai todin quy hoach tuy&n tinh béing phuong phap xoay
try (pivoting), giong nhu phép khit Gauss (Gaussian elimination).
N6 tuong tng vdi thao tac hinh hoe chuyén tir dinh nay tdi dinh khac
cua don hinh d& tim loi gidi. Cac thuit todn chi khac nhau & tha ty
cac dinh dude xét dén. Tu "thuit toan” trong bai todn nay ¢é mot y
nghia cu thé hon la mot phuong phiip chung ma c6 thé tién hanh
theo nhidu cich khic nhau. Ching ta da gip trudng hgp nay, vi dy
phép khit Gauss (chudng 37) hay thuit todn Ford-Fulkenson
(chudang 33).

Trude hét, ro rang la bai todn quy hoach tuyén tinh o6 thé o
nhizu dang. Vi dy, bai toan mang dong chay c6 cac ding thic 1an céc
bat dang thie, nhitmg vi dy hinh hoc trén chi sit dyng céc bat dAng
thirc. D& lim giam bdt s6 dang 6 thé o6 cia bai todn, ta sé xét mjt
dang chuin, trong doé tit ca cic rang bude la ding thic, ngoai tri
mot 53 bit dang th te bidu thj cho cic bién déu 1a s6 khong &m. Dang
chuin nay dudng nhu qua chat ché, tuy nhién ta o6 thé chuyén bai
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todn tong quat vé dong nay. Bai todn sau 1a dang chufin cia vidy 3
chiéu trong hinh 43.2.

Cye dai hda x{+x,+x4 vii cac didu kién.

—xytxp+y=5  x;+4x,+y,=45
20 +xotyy=27 3x;~4x,+y,=24
X3ty5=4 X XpX3Y1.Y9Y3Y4Y520

Méi bat dang thic o6 hai bign trd lén chuyén thanh ding thic
bang cach them vao mét bign. Cac bign y goi la cac bién phy them
(slack variable). Ngoai ra, bang cich déi bién ta c6 thé chuyén cac
bat dAng thic mot bién thanh loai rang budc khong Am. Vi dy mot
rang bugc nhu x3<=-1 chuyén thanh dang chuin x'320 véi
x'3=—1—x3.

Dang chudn tao ra mjt tuong dng gilta bai todn quy hoach tuydn
tinh va giai h¢ phuong trinh tuyén tinh, Ta cé N phuong trinh véi N
an (s8 duong). Trong trudng hop nay, chi y 1a ta c6 N bién phy
thém, moi phudng trinh mot bign (vi ta bit dau véi mot hé toan bat
ding thuc). N&u M >N thi he phuong trinh c6 nhisu nghiém: vidn de
la tim mot cdi lam cho haim muyc tiéu cye dai.

Trong vi dy cua ta, cde phuong trinh rang budce c6 mot nghiém
tAm thudng x;=x,=14=0, cdn cdc bign phu thém yi,y5.¥3.¥4.y5 thi
ldy céc gia tr] thich hgp. Diéu nay xay ra vi (0, 0, 0) 1a mdt diém clia
don hinh trong vi dy nay. Trong truing hgp tong quéat, didu nay
khong dung, tuy nhién ta sé gidi han sy chii ¥ viio cdc bai todn nhu
viy cung con rat Ién: vi dy, néu tit ci cdc s8 & v& phai cla cdce bat
ding thiic 1a duong va tét ca cac bidn phy thém o6 hé 3 duong (nhu
trong vi dy cua ta) thi rd rang ta c6 nghidm tam thuing (nhu trong
vi dy cua ta) thi trd Jai truting hop téng quait sau.

Cho m{t nghiém véi M-N bign 1a 0, ta ¢6 thé tim cac nghiém khac
véi cung tinh chit binag cich st dung mdt phép toan quen thude,
lap (pivoting). N6 giong phép khi Gauss: mot phan t afp,q] duge
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chon trong ma trin he s8, roi Liy hang thad p nhin vai mdt sb thich
hop va chng vii tit ca cac dong khic dé 1am cho ot ¢ tré thanh 0,
ngodi tri gia tri tai giao diém cua hing p va cdt ¢ la 1. Hay xét ma
tran sau (biéu dién bai toan quy hoach trén).

! =10 sy 00 Oaer 1e) O oo ) 00
- L ) a0 Lo w000 oud Doy So0 \
1.0 1 1%) Q.00 G0 10 000 0D O 45 00
2o 10 000 000 000 Y00 D00 0900 171

‘! a0 40 o0 0.00 QOO GO0 00 000 2300

MY BT § H.00 LOY  0.00 000 000 000 tOD 440 /

L

Ma tran (N+2)x(M+1) niy. chda cic he s§ cia bai todn dang
chufin, v8i cbt thit (M + 1) chita céc s8 ¢ v& tay phai cia cac phuong
trinh (nhu trong phép khit Gauss) va hang zérd chida cic hg sff cia
ham mye tidu, vdi diu d3o nguge. Y nghia cua hang zérd b dugx xét
sau; con bay gid chung duge xu ly nhu cac hang khac.

Trong vi du nay, ta chi thuc hidn cic tinh todn chinh xéc d&n hai
chit s0 sau diu phay. Nhu vay, ta bo qua cic vian dé dd chinh xic cua
tinh toan va sai s0 tich luy (accumulated error). Gidng nhu trong
phép kht Gauss, cic van dé nay riit quan trong.

Céc bién tu‘::lng ltrng vdi mot 101 giai goi 1a bign oo so (basic
variables) va cdc bién duge chuyén thanh khéng thé giai goi 1A bigén
khong ed sd (non-basic variables). Trong ma triin, cac cht tuong ving
vii bién khong oo s tudng dng vdi cac ot ¢d nhiéu phan tu khic
khéng hon.

(Gia st ta mudn try (pivot) ma trin nay véi p=4, g=1. Ta cdng
dong thit tu (nhin vdi ciac s8 thich hgp) vdi cic dong khac 4€ tao
thanh ot thua nhit cb tit ca la 0, ngoai trit s3 1 ¢ hang 4. Qua trinh
nay cho két qua ¢ bang si trang sau.

Phép toin nay bo bt that 7 khoi od sd via them cdt 1 vio ca sd. Mot
cach chinh xic, modt et od s di duge chuyén.
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000 033 000 100 000 D00 033 GO0 13.00
000 S3Y 000 000 100 000 -033 000 37.00
[ 000 367 000 000 000 100 -0.67 000 1100
100 ~1.31 o0 000 000 000 033 000 K00
000 000 100 B00 00O DOD 000 LU0 400 /

Theo djnh nghia, ta c6 thé nhan duge mdt nghidm ciia bai todn
bing cach cho tit ch cic bién khéng co si thanh 0, roi ding nghiém
tam thuong cho trong cd 3. Trong vi dy trén, ta cho x, vax; a 0 vi
ching la bién khong oo si vax; =8, vily ma trin tuong wng vii diém
(8, 0, 0) trong don hinh (ching ta khong chi y dén gia trj cua cic
bién phy thém). Chi ¥ ring goc trén ben phai ciia ma tran (hang 0,
ath+I)ch1iagmtnmhammuchéutmdlemnay

Bay gid, gia sf ta thyc hién phép todn xoay try vii p=3, g=2

(mn <233 100 000 000 000 033 000 3.00

0.00 000 0.00 100 O wiw 27 000 1400
000 000 000 000 (00 -i45 064 000 21600
000 100 000 000 OD0 027  oi¥ 000 3 |
1.00 000 000 000 000 036 UMW 000 az.unJ
000 000 100 000 000 000 000 100 400

000 000 —-1.00 NOO OO 064 -0iW OO Iilll) -

N6 x6a ot 6 khoi o s6 va thém obt 2 vaw. Bang cich cho cic bign
khong oo sd la 0 va gial cic bién oo s6 nhu trude ta thiy ma tran nay
tuong ding vdi diém (12, 3, 0) cua don hinh, gia trj cia ham muc tidu
tai dé la 15. Chi y la gia trj cazta ham nmt:tleumngnghlém ngit,
Diéu nay sé duge giai thich.

Talamc:échnmdémd}nhp va g dé thyc higén phép todn ma gia
trj ham myjc tidu sé tang Ibn ? Hang s8 0 s& duge ding d& xdc djnh
P, q. Ta sé chon ot ¢ & vj tri ma giao diém cfia ot g v hang 0 1a mdt
b am. Sau d6 hang p sé dugc xic dinh sao cho phén ti cia hang &
obt g v cit M +1 la cic sd khdng am. Trong thi tyc tim p, g nay, cb
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hai khé khain. Thid nhat, didu gi xay ra néu khdng ob phin tif nao ctia
cdt g 1a s0 dudng ? d6 1a mot truvng hgp méu thuan: phan tir dm ¢
cht g, hang 0 cho thiy haim muyc tiéu o6 thé tang lén duge, tuy nhién
lai khdng c6 cach dé tang len, trudng hgp nay xiy ra khi va chi khi
don hinh la khéng bj cham, vay thuat todn o6 thé két thic v bao két
quz. Mot kho khin tinh t& khac I phin ti & cpt (M + 1) cua hang da
chon (véi phan ti dudng & odt ¢) 1a 0. Hang nay o6 thé sit dyng,
nhung gia tri cua ham muyc tiéu khong tang 12n. Néu o6 hai hang
nhu vay ta sé ghp truiong hgp thuat todn lap vO han. Chiing ta o6 thé
tranh nhirng khé khian nhu viy néu mo ta phudng phap thit ré rang,
nhung can nhin manh rang cic trutng hgp suy yéu nhu vy 6 thé
xay ra trong thyc t&. C6 nhiéu phuong phiap dé trianh bj lap. Mot
phuong phap la ngimg mét cich nghu nhien. Mot phudng phap khac
chong bj Iap sé mo ta dudi day.

Trong vi du cia ta, ta c6 thé lam mdt [an nda vdi g=3 (vi gid trj
d cdt 3, hang 0 la -1<0) vap=>5 (vi chi ¢6 1 la gia trj duong ¢ cbt 3).
Ta dugc ma trin sau:

000 6400 000 000 000 064 -009 1060 1900
poo 000 000 00 000 O 027 000 1400
GO0 000 0F H00 100 -14S 064 OO0 2100
000 1.00 OO0 OO0 ODD 027 -0 000 3100
100 DO 0O 000 000 036 a9 000 12.00
000 OO0 100 000 DOD 000 ooo 100 400

No tuong ving vii diem (12, 3, 4) trén don hinh, gia trj ham myc
tieu ¢ truong hgp nay la 19.

Noéi chung, cd nhidu cich chon phin tif Am ¢ hang 0. Ching ta
dang thuc hién theo phuong phip phd thong nhat, phuong phap
"taing nhanh nhit® (greatest-increment): ludn luém chon et 6 phan
tu nho nhat d hang 0 (gia trj 1dn nhat theo trj tuyét d6i). Néu cach
chon cbt nay két hdp vii sy chon céc hang (tinh tir sy thay doi cua
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cdt o chi sd nho nhit cia o s6) thi sy Bp 56 khong xay ra (phuong
phap nay do R. G. Bland tim ra). Mot kha nang chon oft khic 1 tinh
cac gid trj cua ham muc tiéu ing vdi mdi cdt roi su dung cbt nao cho
két qua lén nhit. Phuong phap nay goi la phuong phsip "dée xudng
nhit® (steepest-descend).

Cubdi cing , thyc hién mot [an nida vdi P=2, q=7, ta duge nghiém:

LOU 000 DO G €4 @43 000 1. 2200
{U_UU COG 000 1w -043 071 G4 006 500
.n,m 0.00 0.0GC v 157 ~2.29 100 000 33.00
| GO0 100 G OO0 029 14 Q00 0.00 9.00
[ LA Q00 Quwo g —0 14 057 006 000 9.0
\ U0 000 Lawe 0.0 D 0 Q06 100 400

NO tuong ¥ng vdi diém (9, 9, 4) trén don hinh, ham mye tiéu dat
cye tri tai gia trj 22. Tat ca cic phan ti cia hang 0 bay giv 1a khong
am, vay sy tiép tuc chi lam giam gia trj cia ham muc tigu.

Vidu trén cho thily so qua phuong phép don hinh. Néi tom tét,
néu ta kit dau mot ma trin he so tuong dng vdi mot diem cua don
hinh, ta c6 thé thyc hién cac budc lign tigp trén cac dinh cta don
hinh dé tang dan gia trj cia ham muyc tiéu cho téi hic cyc dai dat
duge.

CAl PAT

Vige cai dat phuong phap don hinh trong trutng hop dia mé ta 1a
hoan toan tryc tiép. Dau tien ta cin mot tha tuc dung lam phép khit
Gauss nhu & chuong 37.

Chuang trinh pivot & trang sau chng bi s& cia hang p vdi méi
hang dé duge mot odt g o6 tit ca ic phin t¥ 14 0 trir sd 1 d hang p.
Giong nhu trong chuong 37, can phai giit cic gid trj cua afp,q] khéng
thay doi trude khi ta két thic viec si dung né.
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procedure pivot(p,q:infeger);
var j k:integer;
hegin
for ;:=0 to N do
for k:=M+1 downto I do
if <>pjand (k<>q) then
afj.kj:=afj,k]-alp . kI*a{j,qiiolp,q];
for j:=0 to N do if j<>p then off,qf:=0;
for k:=1 to M+1 do if k<>q then a/p,kj:=alp,kRllafp,q];
afp,ql-=1,

end;
__-—-__l—w_...—_-—

Khac vdi phép khit Gauss dang giai he tuyén tinh, thuat todn don
hinh chi bao ghm vige tim gid tri cia p vt ¢ nhu di mod ta i goi
pivot, Iap {ai qua trinh nay téi khi dat duge cuc tr] hay la téi lic don
hinh duge xic dinh 14 khong bi chan.,

e e e pe—L e ———tee e et
repeat

@ =0; repeat g:=qg+1 until (g=M+ 1)or(a[0,q]<0);

p:=0; repeat p:=p+1 until (p=N+ 1jorialp,q]>0);

for i:=p+1 to N do

if ofi.q]>0 then
if (afi, M+ 1]lafi.q})<(afp,M+]}/afp,q]) then p:=i;
if (g<M+1) and (p<N+1) then pivotip,q);

uniil ig=M+11or(p=N+1;

Néu chuang trinh két thic véi g=M+ I thi mét nghiém tdi vu da
dude xdc dinh, cye dai cua hiim mge ticu @ 1h JOM+ 1] J va gia tr
cac bién ©d thé tim tir co 6. Néu chuong trinh két thuc vdi p=N+1
thi nién don hinh Ia khong bi chan.

Chudng trinh nay bo qua eic vong 1ap vd han. D€ chi dat phuong
phap Bland, cin phii ghi nhd cic edt sé 1i khoi od s, Pieu nay thuc
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hién dé dang bang cach dit outh{pj:=q sau mdi vong lap. Sau do,
vong lap dé tinh todn p ¢d thé duge thay doi dé dat p:=i néu dang
thic xay ra trong tidu chuan ti sd va outb{p]<outb{q]. Mot cich
khac, mot phan tu ngau nhién 6 thé dung dé sinh ra mot bien nghu
nhién va thay thé mang op.qJ (hay ofi,g/) bang of(p+x) mod
IN+1),q] (hay offi+x} mod (N+1),q]). Muc dich cua phép nay la
cing tim kiém 6 odt ¢ nhu trude, nhung bat dau bang mdt diem
ngiu nhién thay cho theo thu ty. Ta 6 thé sit dyng cing k¥ thuat
dé chon mdt cdt nghu nhién (v6i phan t& Am d hang 0) d€ tinh toan.

Chuang trinh va vi du trén chi dung dé md ta cic nguyén 1y chinh
cua thuat toin don hinh, cie truong hop phuc tap ¢6 thé nay sinh
trong dp dung duge bo qua. Chuong trinh yéu cau ma tran phai o6
mot ed sd thich hgp, Chuong trinh bit dau véi gia thiét: c6 1 nghiém
véi M-N bién trong haim muyc tiéu i1 0 con NxN ma trin con gdm cac
bién thém viao ¢d thé chuyén thinh ma trin don vj. Néi chung dieu
- nay khong ding cho cic truong hgp tong quiat. Néu ta tim duge mot
nghi¢m, ta ¢d theé dang mot phép bién doi thich hap (chuyén diém
nay, tic nghiém nay, thanh gbc ton do) dé chuyén ma trin vé dang
yéu cau, tuy nhién, thong thuding ta ching biét la bai todin nhu vay
cé mot nghi¢ém cin thiét hay khong.

Thuc ra, viée chi ra rang bai todn cd nghiém hay khéng cang khé
khan nhu viée tim ra duge nghiém téi wu. Vi thé ta khong nén ngac
nhién khi k¥ thuit dung dé chi ra sy ton tai nghidm cing chinh la
phuong phip ddn hinh ! Dic bigt, ta thém vao mot sd bién sy, s, ..,
sN va thé:m bitn s; vao phudng trinh thi i, N6 duge thye hién bing
cach thém vio ma tran N ot p day vdi ma triin don vi. Né cho tite
khic mt e sd thich hgp cho mot chuang trinh quy hoach tuyén tinh
mai. Dieu khon khéo g day 1a chay thudt todan trén vdi ham muyc tiéu
-81-8y ... ~sN. Néu bid todn dau ¢6 mdt nghigm thi ham muye tidu nay
co thée cue dai héa tai 0. Nt cue dai dat dude tai mdt diem khac 0
thi bai toan quy hoach tuyén tinh ban dau la khéng thich hgp. Néu
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cyc dai Ja O thi truding hgp binh thudng la s, .., sy trd thanh cdc bign
khong oo sd, v@y ta c6 thé tinh duge mdt o s3 thich hgp cho bad toan
ban dau. Trong trutng hgp suy bién, vai bién thém vao c6 thé con
trong cd sd, viy ta can thiét phai thuc hién ti€p qua trinh lap € loai
cac bién nay.

Tém lai, mdt qua trinh gdm hai budce thuting duge st dung dé giai
bai todin tuyén tinh tong quét. Thi nhat, ta gidi bai todn quy hoach
tuyén tinh véi cic bign s thém viao dé nhan duge médt diém trén don
hinh cta bai todn ban dau cua ta, Sau d6, ta bd cdc bign nay 19i dua
- vao ham muyc tiéu cua bai toan ban dau dé tim i giai.

Viée phan tich ddnh gia thoi gian x ly cia phudng phap don hinh
cye ky phiic tap va thu duge rit it k&t qua. Khong ai bict duge mot
phuong phip lap t6t nhat vi khong cé mot két qua nao dé ta b thé
tinh duge bao nhigu bude cin lm trong mdt 16p bai todn o6 ¥ nghia.
Cé thé xay dyng cic vi dy cho thily thii gian xu 1y cé thé it 1dn. Tuy
nhién, tat ci nhing ngudi da sit dung thuit todn nay trong dng dung
déu nhat tri coi tiéu echudn kiém nghiém la hicu qua trong cac bai
toan thuc té! |

Dang don gian cia thuit toan don hinh da duge xét la mdt phan
cua mot cong cy todn dep va tdng quit, né cung cip mot cong cu day
du dé co the dung dé giai cdce bai toan phong phi trong ung dung.
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BAl TAP
1. Ve mt don hinh xdc dinh béi eic biat ding thic
20xy20x42 00 +2x, <20 va x;+xy+x4<10.

- e

2. Tinh todn lai vi du trong ly thuyét néu cdt ¢ duge chon theo
nguyén tic: g la s0 ldn nhit trong cic ¢dt ma of0,q7 am.

3. Lam lai vi du trong Iy thuyét vdi him mue tiéu x 1 Haxy+x,

4. Didu gi sé xay ra néu thuat toan don hinh chay trén mét ma t.ran
vdi mot et gom cice s8 0,

3. Thuat toan don hinh ¢6 sit dyng cung s bude néu cac hang cia
ma trén dua vao hoan vj khong ?

6. Cho mot phat biéu dang quy hoach cua vi du bai todn tii xiach
(knapsack problen1) trong chr.rd_ng 42.

7. Bao nhiéu budc lip 4 can thiét dé giji bai toan: “cue dai héax, +...
+ xp VOi cac rang budcxy, ., xy<€ 1 vaxy, ., x20"?

8. Xay dyng mot bai todn gom N bit dang thue hai bign ma thuat
toan don hinh can it nhit N/2 budce Lap.

9. Cho mdt vi du vé bai toan quy hoach ba chidu dé cho thiy sy khée
nhau gitta phudng phdp "tang nhanh nhat" va phuong phap "dée
xudng nhat".

10. Thay di chuong trinh cai dit cia ly thuyst dé vidt ra cac toa do
cua diém tdi wu.
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